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Ellibro aspira a proporcionar la base conceptual de los principios de
la ingenierfa de control, suponiendo una destreza bisica en algebra y
caleulo. Se ha visto que, en particular, es adecuado para estudiantes
de escuelas tecnoldgicas y de ingenieria como una introduccion al
analisis de sistemas de control.

Elteato tiene por objetuve desarrollar los principios bisicos de la
ingenieria de control y Ia capacidad del lector para solucionar pro-
blemas y hacer frente a trabajos de ingenieria de control. Se ha
procurado una aproximacion a las matematicas de la ingenieria de
control de manera “comprensiva” para el lector que pudiera no con-
siderar las matematicas como su tema favorito. Sin cmbargo, no se
ha sacrificado el rigorismo matematico. Cada capitulo incluye ejem-
plos resueltos y prohlemas, proparcionanda Ia selucion de todos.

Se han incluido capitulos sobre equipo para sistemas de control,
control de procesos discretos y control digital; el capimulo de Ta trans-
formada z se reescribio. El objetivo de estos cambios ¢s proporcio-
nar un contenido mas practico y fortalecer 1a parte del texto dedicada
a procesos discretos y control digital. Ahora se incluye un detallado
apéndice sobre el uso de MATLAB.

Existen varias rutas que se pueden seguir a través del libro. El si-
guiente mapa indica la estructura global del texto.
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Objetivos Ellibro tieng el proposite de ayudar al lector a;

1

10

11

12

13

16

Comprender los conceplos bisicous de los sistemas de control en
lazo abierto y en lazo cerrado (capitulo 1}

Desarrollar modelos para sistemas mecanicos, eléctricos, flui-
dicos v térmicos (capitule 2.

Usar modelos para aproximarse al analisis de sistemas de prime-
1o y segundo orden (capitulo 2).

Determiinar las respuestas de sistemas a diferentes entradas me-
diante ia ohtencidn y sohicion de ecnaciones diferenciales de
primero y segundo orden {capitulo 3).

Determinar la respuesta de sistemas a entradas escalon, impulso
v rampa usando la transformada de Laplace {capitulos 4 y 3).
Construir modelos de sistemas con diagramas de blogquces (capi-
tulo 6}.

Deterntinar los errores en estado estable para sistemas (capitulo
7).

Usar métodos de polos y ceros para analizar ¢l comportamicnto
de sistemas y la estabilidad {capitulos 8 y 9).

Comprender las [unciones que se pueden usar para controlado-
res (capitulo 10).

Determinar la respuesta en frecuencia de sistemas, incluyendo
los diagramas de Bode y de Nyquist (capitulo 11).

Identificar los clementes del cquipo que por Jo comun s usan en
sistcinas de contro] para medicion y correccion (capitulo 12).
Describir el control de procesos discretos mediante listas de ins-
trucciones, diagrama de tiempos del proceso, diagramas de es-
calera, diagramasg de flujo y diagrama de funciones secuenciales
(capitulo 13).

Desarrollar sistemas de contro! secuencial mediante cilindros
neumatices {capitulo 13),

Describir Tos elementos de controladores 16gicos programables
y desarrollar programas para ellos (capitulo 13).

Deseribir ¢l control digital directo en términos de diagramas de
bloquces ¥ cxplicar las funcioncs de control en cascada, control
inferencial, control prealimentado y control adaptable (capitulo
1.

Describir el procesamiento de sciiales en tiempo discreto me-
diante ecuaciones en diterencias, usar la translormada z para de-
terminar la respuesta de sistemas de datos muestreados o digita-
les a diferentes entradas, claborar algoritmos digitalcs para feyes
de control analdgicas ¥ determinar la estabilidad (capitulo 13).

W. Bolton
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> Motor _
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potencia movimiento
eléctrica mecanice
b)

Figura 1.1 Sistemas: a)una
ostacidn de generacion de energia,
b) un motor etéctrico
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;Qué es un “sistemna”, y en particular un “gistema de control”? Se
puede pensar ¢n un sisterna como una caja negra que ticrie una entra-
da 'y una salida. Se considera una caja negra debido a que en realidad
no es importante qué liene dentro, sino 1a relacion entre 1a sulida v la
cntrada. Este sistema es de control si la salida se controla de modo
que pucda adoptarun valor o carabio en particular de alguna manera
definida. Asi, para controlar la temperatura &t un recinto a un valor
especifico, se disciia un sistema de contro! de calefaccién central,
mientras que Lna maguing herramicnta se puede controlar para se-
guir una trayectoria dada. [n este libro se esiudian los sisteinas de
control, y este primer capitulo s¢ pucde considerar cormno un panord-
ma superficial de las formas basicas que pucden tener 1os sisiemas
de control, esto ¢s, como una antesala para los medelos mas realistas
que se prescutan ¢on mas detalle en los otros capitulos.

Tl término sissenia s¢ emplea pura describir un conjunto de compo-
nentes que interactian, alrededor de los cuales se dibujauna frontera
imaginaria de modo que sélo es de interés Ia interaccion entre Ja en-
{rada o eniradas y su salida o salidas, sin necesidud de estadiar en de-
talle las interacciones entre los componentes que 10 forman, Asi cl
aspecto importante en ui gistemna es la relacion entre las entradas y
las salidas. Un sistema puede ser una estacion de generacion de ener-
gia completa o quiza sélo un motor cléctrico. No importa qué tan
complejo sea un conjunto de componenles y sus intcracciones den-
tro del sisterna; s¢ puede considerar que todos estan dentro de una
caja negra y s6lo tener en cuenta las entradas y salidas a dicha caja.
La figura 1.1 muestra como cs posible representar un sistema me-
diante una caja con las entradas y las salidas al sistema indicadas por
lineas con fiechas, enlas que 1a direccién de la flecha hace referencia
ya sea a una cntrada o a una salida. La figurd 1.1a ilustra ¢l sistema
de la esracion de generacion de energia con su entrada de combusti-
ble y susalidade electricidad, la figura 1.12 ilustraun motor eléetri-
co con su entrada de poicncia eléctrica y su salida movimiento meci-
nicoe.

e
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La ventaja de estudiar [os sistemas de esta manera es que aungue
existe una amplia variedad de sistemas posibles, la relacion entre la
salida y la entrada de muchos sistemas tiende a ser similar. Asi, por
gjemplo, la respuesty de un sistema eléctrico formado por un capaci-
tor en serie con un resistor y laaplicacion sihira de un vaoltaje ticue el
mismo tipo de relacion que la respuesta de un contenedor de liquido
al cual se le aplica sibitamente una cntrada de calor (figura 1.2). De
cste modo, ai estudiar un modclo de sistema con esic tipo de relacion
entre {a entrada y la salida cs posible determinar como responderan
muchas formas diferentes de sistemas con la misma relacién sali-
da-entrada.

En algunas situaciones es conveniente particionar el sistema ¢n
subsistemas enlazados en serie. Asi, por gjemplo, s¢ pucde tener un
sistema de medicion de temperatura que consiste en un termdmetro
resislivo coneclado a un puente de Wheulstone y la salida presentada

‘[ Salida, Entrada, Salida,

Entrada C v Sistema RC | pm

. —
T voltaje V.

0 Tiempo
a}

Entrada, T
calor \:\

i Entrada, Sistema Salida,
! ) —— de —
; Salida, caler calefaccién temparatura
temperatura

!
i
1
Temperatura |

Figura 1.2 Sistemas similares: o Tiempo
a) sistema RC, b) sistema de
calefaccién



Entrada,

_—

temperatura

Entrada, Sistema de Salida,
—_— " medicibnde F—————
temperatura temperaiura lectura sobre
una escala
a)
Cambio en Cambioenla Salida,
Termgnjetro » Puente de > Medidor »
resistivo ) . Wheatstone .
la resistencia defiexion det lcctura sobre
apuntadar una escala

Mndelns

b}

Figura 1.3 &) Sislema de medicion
de temperatura y b) sus subsistemas

Entrada,

—
temperatura

requerida

Sistoma de
calefaccion
central

Salida,

temperatura

Figura 1.4 Sistema de caiefaccion

central

Modelos

en un medidor. El sistema completo sc puede representar (figura
1.34), como una entrada de temperatura y una salida de una lectura
en una cscala, o se puede representar {figura 1.3b) como formado
por un subsistema de termoémetro resistivo, conectado a un subsiste-
ma puente y conectado a un subsistema de medicion.

Un sistema de conirofl es aquél en ¢l que 1a salida del sistema se
controla para tener un valor especifico o cambiarlo, segin lo deter-
mina la entrada al sistema. De este modo, un sistema de control de
temperatura, por ejemplo, un sistema de calefaccién central en una
casa (figura 1.4), pucdc tener en su cntrada un termostato o panel de
control en el que se fija la temperatura requerida y su salids es la
temperatura real producida. Esta temperatura se ajusta mediante el
sistema de control, de modo que se obtenga el valor fijado por la en-
trada al sistema.

Un modelo de un barco es una versién a escala de un barco de tama-
o real; asimismo, el modelo de un aeroplano es una versién a escala
de un aeroplano de tamafio real. Los modelos conservan el mismo
tipo de relaciones entre las longitudes de {as difcrentes partes que los
objctos o sistemas de tamafio real. Un mapa es un modelo de un pafs,
las distancias y ubicaciones de las ciudades en ¢l mapa tienen justo
las mismas proporciones que el pais real. Uin modefo es sdlo un me-
dio para transferir alguna relacidn de su versién real a otra versidn.
Para llevar a cabo la transferencia sdlo se consideran las relaciones
de interés, Asi, el mapa sc usa nada mas para transferir relaciones
que invelucran distancias v, por lo tanto, ubicaciones; no se transie-
ren los olores o ruidos del pafs.

Al dibujar una caja con lineas y flechas para las entradas y salidas
se dibuja un modelo para el sistema. Las relaciones que se transfie-
ren del sistema real al dibujo son las relaciones entrada-salida. De
ningin modo se sugicre que el dibujo formado por una caja con li-
neas con flechas se vea como el sistema en la realidad.

Se puede emplear para realizar modelos de casas, autos, grias, et-
cétera, el juego de bloques funcionales de construccién de un nifio.
Es posible construir algunos modelos a partir de un juego (kit) bési-
co. De 1gual manera se puede emplear un kit basico para construir
modelos de sistemas. Los bloques funcionales son subsistemas o
elementos de sistemas con caracteristicus enlrada-salida particula-
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Sistemas de control en lazo
abierto y cerrado

—_—

Entrada, : : Salida,
» i Calefactor
sefal de cléctrica temperatura,
temperatura .
requerida

Figura 1.5 Ejemplo de un sistema
de control en lazo abierto

res. Asi, por gjemplo, es posible representar muchos sistemas clec-
trénicos que tienen un amplificador comeo subsistema, ¢l cual es un
dispositivo que toma a ta entrada una sefial y produce a la salida una
version mds grande de la misma senal. Asimismo, con los sistemas
de confrol existe un buen niimero de bloques funcionales basicos
usados para formar sistemas, cada bloque cumple con una funcion
particular. Este capitulo es sélo un panorama de las relaciones basi-
cas entrada-salida de los sistemas de contral y el papel de cada uno
de los bloques funcionales,

Existen dos formas basicas de sistemas de control, una es la denomi-
nada en lazo abierto y la otra en lazo cerrado. Con un sistcma cn
lazo abierto la cintrada s clige con base cn [a experiencia que se tic-
ne con dichos sistemmas para producir ¢l valor de salida requerido.
Fsta salida, sin embargo, no sc ve modificada por el cambio en las
condiciones de operacion externas. Asi, por ejemplo, un calefactor
eléctrico {figura 1.5) puede tener un seleetor que permite elegir una
disipacion en el elemento calefactor de I KW o 2 kW, De este modo,
la entrada al sistena estéd determinada por Ja posicion det selector va
seaen tkW o 2 kW, I.a temperatura producida en la habitacidn acon-
dictonada por ¢l caletactor estd determinada unicamente por el he-
cho de que se haya clegido la disipacién de 1 kW en el selector y no
2 kW. Si sc presentan cambios en las condicionces de operacidn, qui-
24 alguien que abre una ventana, la temperatura camblard debido a
que no hay modo de que ¢l calor de salida se ajuste para compensar
dicha condicidn. Este esun ejemplo de un sistema de control en lazo
abierto en el que no existe informacion que se alimente de regreso
{realimentacidn) al eleniento calefactor para sjustarlo ¥ mantener
una temperatura constante. Los sistemas de control que operan me-
diante mecanismos de temporizacion preestublecidos son sistemas
en lazo abierto.

Con un sistema de contrel en lazo cerrado se tiene una sefial de
realimentacion hacia la entrada desde la salida, la cual se utiliza para
modificar la entrada de modo que la salida se mantenga constante a
pesar de los cambios en las condiciones dc operacion (véasc la figura
1.6). El sistema de calelaccion con el calefactor eléetrico se pucde
transformar en un sistema en lazo cerrade si alguicn con un termd-
metro monitorea la temperatura en la habitacion y enciende o apaga
los elementos calefactores de | kW o 2 kW para mantener la tempe-
ratura de la habitacién constante. En esta situacion existe la reali-
mentacion de una sefial ala entrada referente a la temperatura, con lo
que la entrada al sistema se ajusta segtin si su salida es la temperatura
requerida. Asi, la entrada al calefactor depende de 1z desviacién de fa
temperatura real con la temperatura requerida.

Para ilustrar las diferencias adicionales entre los sistemas en lazo
abierto v on tazo cerrado, considere un motor. Con un sistema en
luzo abierto, la velocidad angular en el eje del motor se podria deter-
minar solo por la posicidn inicial de 1a periila de seleccion de veloei-
dad, que afecta al voltaje aplicado al motor. Aqui no se compensan



Figura 1.6 Ejemplo de un sistema
de control en lazo cerrado
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Cumparacion entre
las temperatiras real
y requerida

Entrada que depende deia
diferencia entre las
temparaturas real y requorida
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los cambios en el vollgje de alimentacion, ni en las caracteristicas
dei motor debidas a variaciones en la temperatura o los cambios de
velocidad en el cje debidos a variacion de carga mecanica, ya que no
existe lazo de realimentacion, Por otro lado, en un sistema ¢n lazo
cerrade la posicidn inicial de la perilla de control ticne una velocidad
especifica del eje ¥ ésta se mantiene mediante realimentacian, a pe-
sar de los cambios en ¢l voltaje de alimentacidn, las caracteristicas
de motoro de la carga. Fnun sistema de control en lazo abierto 1a sa-
lida del sistema no tiene efecto sobre la sefial de entrada. En un siste-
ma de control en lazo cerrado la salida si tiene un efecto sobre la se-
fal de entrada, v la modifica para mantener una sefial de salida en el
valor requerido.

Los sistemas en tazo abierto ticnen la ventaja de ser bastante sen-
cillos y en consccucncia de baje costo, y con buena confiabilidad.
Sin embargo, con frecuencia son inexactos, porque no hay correc-
cion de errores, Los sistemnas en lazo cerrado tienen la ventaja de ser
capaces de igualar los valores reales a los requeridos. No obstante, si
existen retrasos en el sistema pueden surgir problemas. Dichos re-
trasos propician que la accidn correctiva requerida legue demasiado
tarde, y como consecuencia, se obticnen oscilaciones en la entrada e
inestabilidad {como s¢ verd mas adelante). Los sistemas en lazo ce-
rrado son mas complicados que aquelios en lazo abicrto y mas costo-
sos con una gran posibilidad de descompostura debidas a la gran
cantidad de componentes. Mas adelante en ¢l capliulo, se estudian
las ventajas de los sistemas en favo cerrado respecto a la minimiza-
ciom de los cfectos de cambios en [as relaciones entrada-salida de los
clementos del sistema como resultado de fos cambios en ¢l medio y
los cfectos de Tas perrurbaciones sobre ¢l sistema.

Ejemplo 1

[dentifigue Tas entradas y salidas globales v sugiera el tipo de siste-
ma de control que s¢ pucde utilizar con @) un tostador de pan auto-



6 Sistemas de cortrol

Elementos basicos de un
sistema en lazo abierto

Entrada,

—bf

sanal que se
espora produzea la
salida requerida

matico, b) una lavadora de ropa automatica, ¢} un sistema de calefac-

cidn central doméstico.

Respuesta

@) Con cl tostador la entrada es el pan y las instrucciones del grado
de tostado requerido, la salida es ¢l nivel de tostado del pan. El
grado de tostado requerido se determina mediante el ajuste de la
escala del tostador y no se altera por la condic16n del pan. Enton-
ces, el tostador reaccionara de la misma manera ante una pieza
de pan fresco (sin tostar) o si la picea de pan que se introduce ya
esta tostada, sin cmbargo, la salida scra diferente: una pieza de
pan {resco bien tostado o una come carbon. El tostador no reac-
ciona al cambio en la condicion del pan. El sistema es en lazo
abicrto.

b) Laentradaes ropa sucia v la posicidn de la perilla de control, asi
como la posicién de los interruptores para el tipo de material y
forma de lavado requerido, la salida cs ropa limpia. La lavadora
de ropa automatica es un sistema en lazo abierto puesto que lle-
vara acabo el mismo ciclo de procedimientos de lavado a pesar
de que se introduzea ropa sucia o limpia,

¢) Laentrada es la temperatura requerida y la salida cs la tempera-
tura rcal. El sistema de calefaccion central doméstico es un siste-
ma en lazo cerrado puesto que se utiliza un termostato para asc-
gurar que la entrada s¢ ajuste a los cambios en las condiciones de
operacidn y asi mantenga una temperatura constante.

Se puede considerar que un sistema en lazo abierto consiste ¢n algu-

nos subsistemas basicos arreglados conto sc muestra en la figura 1.7,

Estos elementos pueden ser distintos, equipos separados, pero todas

las funciones que cumple cada subsistema se deben preservar. La

entrada global al sistema es una sefial, que, basada cn cxperiencias
anteriores, es probable que conduzea a la salida requerida. Los sub-
sistemas son:

1 Elemento de control. Este elemento determina qué accion se va
a tomar dada una entrada al sistema de control.

2 Elemento de correccion. Esle elemento responde a la enfrada
que viene del elemento de control e inicia la accidn para produ-
cir el cambio en la variable controlada at valar requerido.

3 Proceso. El proceso o planta es el sistema en el que se va a con-
trolar la variable.

Controlador

Elemento de
control

A
~
Salida,
> Elemento de » Proresn | ————B——
corracaian .
variable
 — controlada

Figura 1.7 Subsistemas en un sistema de controf en lazo abierto
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Controlador

Elemento de
control

A
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variable
 — controlada

Figura 1.7 Subsistemas en un sistema de controf en lazo abierto
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Elementos basicos dg un sistema en laze abicrto 7

Los primeros dos subsistemas a menudo se unen para formar un ele-
mento denominado contrelador.

Un ¢jemplo de un sistema cn lazo abierto es un calefactor eléctri-
co utilizado para calentar una habitacion (figura 1.8). Con dicho sis-
tema se tiene:

Vartablc controlada - temperatura de la habitacion

Elemento de control — una persona que toma las deci-
siones basadas en la cxperien-
cia de lus temperaturas produ-
cidas mediante la conmutacion
del elemento calefactor

Elemento decorreccion  — el interruptor v el clemento ca-
lefactor
Proceso -~ la habitacion

Muchos sistemas de control en lazo abierto utilizan un elemento
de control que envia una sefial para iniciar la accién después de al-
eun periodo o una secuencia de sefiales para iniciar una secuencia de
acciones en tiempos diferentes. En tales sistemas el controlador ¢s
en csencia un dispositive de conmutacion operado por un reloj. Un
ejemplo de un sistema de control de este tipo cs ¢l ciclo basico de
operacion de la lavadora de ropa doméstica (Ggura 1.9). La secuen-
cia podria ser:

1 Establecer ios controles para el tipo de ropa que se va a lavar,
2 Euncender ¢ iniciar ¢l reloj.
3 Llenar con agua {tia, la valvula que permite la entrada de agua
¢s1a abierta un tiempo especifico.
Calentar agua, et calentador se enciende un tiernpo especifico.
Lavar, el tambor de la lavadora de ropa gira un tiempo especifi-
co.
6 Vaciar agva, la valvula sc abre un tiempo especifico.
7 Llenar con agua fiia, la valvula que permite la entrada de agua
se abre un tiempo especifico.
8 Enjuagado, el tambor de la lavadora de ropa gira un ticmpo es-
pecifico.
9  Vaciar agug, la valvula se abre un tiempo especifico.
10 Exprimido, la valvula se abre un tiempo especifico.
11 Paro. después de que ha transcurrido cicrto tiempo.

[Vir-N

Ademads del sistema de control en lazo abierto descrito, es probable
que la lavadora de ropa tenga algunos otros sistemas de control de
seguridad, por ejemplo, sistemas de nivel de agua y temperatura que
pucden apagar ¢l sistema si ¢} nivel de agua o temperatura sube de-
inasiado,

Ejemplo 2

Tdentitique los subsistemas en un sistema en lazo abierto de un mo-
tor de velocidad controlada.
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doméstica
Respuesta
Varlable contrelada — velocidad del motor
Elemento de control — una persona que toma las deci-
siones basadus en la experien-
cia de Tas velocidades produci-
das al encender el motor
Elemento de correccién  — el interruptor
Proceso — el motor
Elementos basicos de un Se prede considerar que un sistema en lazo cerrado consiste en algu-
sistema en iazo cerrado nos subsistemas bdsicos ordenados como muestra la figura 1,10,

Estos elementos pueden no ser partes distintas o equipos separados,
pero todas las funeiones de los subsistemas cstardn presentes. La cn-
trada global al sisteoa de control es el valor requerido de la variable.
v la salida es el valor real de la variable.

i

T

Llenienio de comparacion. Bste clemento compara el valor r¢-
guerido o de referencia de Ta variable por conirolar con cl valor
medido de o que se obticne a Ta salida, y produce una schal de
error la cual indica fa diferencia del valor obtenido a fa salida v
¢l valor requendo

Serial de error = sepal del valor de relerencia

- sehad det valor medido
Flementa de confro!, Fate clemenie decide qué aceion tomar
:una sefial de orrors A menudo se atibiza el tér-
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Figura 1.10 Subsistemas en un
sistema de control en lazo cerrado

3 Elemento de correccion, Uste clemento se utiliza para producir
un carbio en ¢l proceso al eliminar el error, y con frecuencia se
denomina actuador.

4 Elemernito procesa. E proceso, o planta, es ¢l sistema donde sc
va a controlar la variable,

5 Elemento de medicidn. Este elemento producce una seital relacio-
nada con Ia condicidn de la variable controlada, y proporciona le
sefal de realimentacion al elemento de comparacion para deter
minar §i hay o no error.

Una caracteristica necesaria de un sistema de control en lazo ce
rrado es el lazo de realimentacion. Este es ¢l medio a traves del cua
una scial relacionada con la variable real obtenida sc realiment
para compararse con la sefial de referencia. Se dice que se tiene rea
limenracion negariva cuando la sefial realimentada se susirac del ve
lor de referencia, esto es,

Senal de error = valor de referencia — sciial de realimentacié

Larcalimentacion negativa es necesaria para que fogre el contral, T
vealimentacion positiva se presenta cuando Ja sefial realimentada
adiciona al valor de referencia, esto cg,

Seiial de error = valor de referencia + sefal de realimentacic

Enla figura 1.10 la scial de realimentacion se combina con ¢l val
de referencia en el elemento de comparacion. El clenento de comy
racion se indica mediante un circulo con una cruz, éste s cl simhe
genérico para indicar un elemento de suma. Cuando en el elemer
de comparacion hay realinentacion negativa, ¢l valor de referen
sc marca como una sefial positiva v la scfial de realimentacion cos
negativa de medo que la salida del elemento de comparaciones la
ferencia entre las sefinles, Si hubicra realimentacion positiva er
clemento de suma, entonces ambas sefales deben marcarse co
positivas.

Para flusirar ¢sta presentacion de los clementos de un sistems
control, constdere el sistema de control estudiado al principio co
figura 1.6, donde sc controld 1a temperatura de una habitucion :
diante una persena que encendia v apagaba el clemento calefacto
acuerdo a si ta temperatura de la habitacion dada por un teemom
tenta o no el vajor requeride (figura 1,11), Los elementos de este
tema de control sou
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Figura 1.11 Sistcma de controt cn
lazo cerrado para la temperatura de
una habitacion

Variable controlada — temperatura de la habitacion

Valor de referencia — temperatura requerida en la
habitacion

Elemento de comparacién  — persona que compara ¢l va-
lor medido y la temperatura
requerida

Sefial de error — diferencia entre la tempera-

tura requerida y la medida

Elemento de control — lapersona

Elemento de correceion — mano que opera ¢l encendi-
do del elemento calefactor

Proceso — hahitacion

Dispositivo de medicién termometro

Realimentacién negaliva

Elementa de comparacian
Elementc de control

Elementa de carreccion,
Infarmaclon acerca

i manc que opera el N
el valor de interruptor
temperatura E— f
requerida / E Termometrg,
7 N, sistema de
A medicion
Ly
Calentamiento @
de la habitacian
-«
Informacién acerca de la temperatura real
Ejemplo 3

El tostador doméstico es un sistema en lazo abierto (ejemplo 1), su-
giera los medios que permiten hacerfo un sistema de control en lazo
cerrado.

Respuesta

Para que ¢l tostador sea un sistema en lazo ¢errado debe haber una
sefial de realimentacion que indique el grado del tono dorado del
pan. Las posibilidades son: una perscna que mira cl pan o quizas una
fotocelda que responda al grado de dorado. La salida de cualesquiera
de estos “sistemas de medicion” seria una sefial obtenida de la senial
de referencia utilizada para especificar el grade del tono dorado re-
querido. Se puede utilizar ¢sta senal para activar un relevador que
encienda ¢ apague ¢l elemente de tostado © un potencidmetro que
varie cl voltaje aplicado al elemento de tostadao. La figura 1.12 mues-
tra una forma de dicho sistema de control,
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Figura 1.12 Ejempio 3

Ejemplos de sistemas de
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Figura 1.13 Coentrol automatico del

nivel de agua en un tangue

La figura 1.13 muestra un ejemplo de un sistema de control scncillo
utilizado para mantener constante el nivel de agua en un tanque. Bt
valor de referencia es la posicion inicial en el brazo (del flotador), de
modo que cierra el suministro de agua en el nivel requerido. Cuando
el agua sale del tanque, el flotador baja con el nivel de sgua. Esto
propicia que el brazo del flotador se mueva y permita que ¢l agua cn-
tre al tangue. Este flujo continda hasta que el flotador sube a una al-
tura tal, que haya movido el brazo del flotador y cerrado ef suminis-
tro de agua. Este es un sistema de control en lazo cerrado v sus
clementos son:

Variable controlada ~ nivel de agua en el tanque

Valor de referencia — posicion inicial en el hrazo
dei flotador

Elemento de comparacion  — bravo del (lotador

Sefal de error — diferencia entre la posicion
real del brazo y su posicion
inicial

Elemente de control — brazo pivoteado

Flemento de correccion aleta de apertura o cierre del

suministro de agua

Proceso — agua cn cf tanque

Dispositivo de medicién — el flotadar y el brazo que lo
sostienc

Realimentacion — negativa

Brazo del flotador

N\ Entrada de

]
S . € agua
~
Pivote

Flotador




Amptifica la diferencia entre

Potencitimelio para fijar los valores de referencia y
el valor de raferancia de realimentacién

. ’{ ‘
i {

; /

5 — 7__‘ / Eﬂgldfieb conicos

Alimentacion i i ) /
o od r—; Amptificader  ———— Eje
A i . diferengial Motor  \—— giratorio
| i \ /

, Tacoge l
merado:-

Medicidn de veloeidad

Figura 1.14 Contro! aulomalico de
la velocidad de un eje

Lafigura 1.14 mucstra un sistenia de control automalico sencillo
para la velocidad angular de un gje. Sc utiliza un potencidmetro para
tijar el valor de referencia, es decir, qué voltaje se aplica al amplifi-
cador diferencial como valor de referencia para la velocidad angular
requerida. Bl ampliticador diferencial se usa tunto para comparar
como para amplificar la diferencia entre los valores de referencia y
realimentacion, csto es, amplifica la sefial de errar. Despugs, Ta seiial
de crror amplificada se aplica al inotor que, a su vez, ajusta la velaci-
dad del cje giratorio. La velocidad angular del eje se mide con un ta-
cogenerador, conectado al gje por medio de un par de engranes cdni-
cos. La sefial que viene del tacogencrador sc rcalimenta al
amplificador diferencial. De este modo, cl sistema estd formado por:

Variable controlada - velocidad angular del gje

Valor de referencia — veltaje espeetticado para la
velocidad requerida

Elemento de comparacién amplificador diterencial

Senial de error - difercncia entre ¢l voltaje
del valor de referencia v el
voltaje de realimentacion

Elemento de control — amplificador
Elemento de correccion — motor
Proceso — eje giratorio
Dispositivo de medicion - tacogenerador
Realimentacion — negativa

En la vida diaria existen muchos sistemas de controf sencilios. Fi
acto de intentar fevantar una tase Jde caf¢ de la mesa requiere un sis-
tema de control con realimentacion. Ta mano que h-\'mm la tasu se
debe mover al lugar correcto, sorteando los nbstiaculos
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¥ debe quedar en la posicion adecuada para que los dedos puedan
asir Ia areja de 1a tasa justo en la forma apropiada y levantarla. Para
controlar la mano se llevan a cabo dos tareas de realimentacion: vi-
sion v tacto (figura 1.13). Asi, para el sistema de control uiilizado al
mover [a mane al lugar a donde se localiza la tasa, sc tiene;

ubicacion de la mane en re-
lacidn a la tasa

Variable controlada -
Valor de referencia ubicacidn de la tasa
Elemento de comparacion — la persona

diferencia entre las ubica-
ciones real v requerida de la
mano

Seiial de error —

Elemento de control la persona

Unidad de correceion — el brazo y la mufieen
Proceso — dindniica de la mano

Dispositivo de medicién - abservacion visual

Realimentacion — negativa
En muchos sistemas de control se tivie solo una variable que contro-

lar, por ejemplo, el nivel de agua en un tanque, la velocidad anguiar
de un cjc o la ubicacion de la mano. Sin embargo, existen algunos
sistemuas de control en los que debe controlarse mas de una variable.
Un ejemplo es el acto de levantar una tasa de café, puesto que no sélo
se debe controlar la ubicacion de la mano sino también la presion
ciercida por los dedos al imomenio de asir 1 oreja de la asa, Aqui, sc
ticnen dos lazos de realimentacion, uno concerniente con la ubica-
cion, el cual utiliza la vision comoe medic de medicion, y ¢l otrorela-
tivo u la presion, que emplea ¢l tacto como medio de medicion (figu-
ra 1.16). Esto sc puede considerar como una forma basica de un

Correncicn
Ubicacion de la tasa | : Posicion
] - Brezoy g
e : mufieca de fa mano
- Uridad de ‘ Dinamica
zontral, | dala mano
| a persona !
Asir la tasa KT ‘ : i | Asir
— \g—-—b% > Dedos Lpm S
ALY | i i I
T 1 [ | ‘
1
visuat

I
i
Observaci [
i
|
|
i
i
|
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visual
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Figura 1.17 Manegjo de un automiodvil

visual

brazo robdtico con una pinza de sujecidn disciiado para levantar ob-

jetos cn una linea de produccion.

Otro ejemplo de un sistema de control con dos variables por con-
trolar ¢s manejar un automaovil, éstas son, la direccion y la velocidad

del automovil (figura 1.17).
Variable controlada
Valor de referencia

Elemento de comparacion
Senal de error

Elemento de control
Elemento de correccion
Proceso

Dispositivo de medicion

Realimentacion
Variable controlada
Valor de referencia

Elemente de comparacion

Sefial de error

Llemento de centrol

Elemento de correccion

Proceso

direcciéon del automovil en
el caminao

direccidn requerida a lo lar-
g0 del camine

la persona

diferencia entre la direccion
requerida y la direccidn real
la persona

manos sobre ¢l volante
dinamica del vehiculo
vbservacion visual

negativa

velocidad del automovil en
el camino

velocidad requerida en el ca-
mino

la persona

diferencia entre la velocidad
requerida v 1a velocidad real
la persona

pies sobre los pedales del
acelerador o freno

dinamica del vehiculo



-

R
"

Y
T

N\ /)

/

Mirilia de o
vidria ,»;—»:&

Valvula

Figura 1.18 Ejcmplo 4

Estrategias de control
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Figura 1.19 Modo de control de dos
posiciones
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Dispositivo de medicién — obscrvacidn visual

Realimentacion — negaliva

Ejemplo 4

Un trabajador mantiene el nivel de liquido ¢n un contenedor a un ni-
vel constante, Para esto se cbserva el nivel a través de una mirilla de
vidrio en una de tas paredes del tanque, y ajusta la cantidad de liqui-
do que sale del tanque con la apertura o cierre de una valvula (figura
1.18). Para dicho sistema de control, ;cudles son: @) la variable con-
trolada, b) ¢l valor de referencia, ¢) el elemento de comparacion, d)
la seial de error, e) ¢l elemento de control, /) ¢l elemento de corree-
ci6n, g) el proceso y /1) el dispositivo de medicion?

Respuesta

Variable controlada — nivel de liquido en el tangue

Valor de referencia — nivel requerido, tal vez mar-

cado en ¢l vidrio

Elemento de comparacidn  —

Sefal de error

Elemento de control
Llemento de correceion

Proceso -

la persona

difcrencia cntre los niveles
requerido y real

{a persona

valvula

agua en el contenedor

observacién visual de la mi-
rilla de vidrio

Dispositivo de medicidn -

El elemento de control tiene como entrada la seiial de error y como
salida una sefial que se convierte en la entrada a la unidad de correc-
cion de modo que se pueda iniciar la accion para eliminar el ervor.
Existen varias formas para que el elemento de control reaccione ante
una schial de error.

Con sistemas de control en lazo abierto los tipos de control mas
prohahles son el de dos posiciones (encendido-apagado o mejor co-
nocido como on-off) a secuencias o acciones conmutadas por tiem-
po. Un ¢jemplo del control on-off es una persona que enciende un
calefactor cléctrico para obtener la temperatura requerida en una ha-
bitacidn. Un ¢jemplo de una secuencia conmutada por tiempo es la
operacion de la lavadora de ropa doméstica (vea detalles al principio
de este capitulo).

Con sistemas de conirol en lazo cerrado 1os tipos de control son a
menudo el control de dos posiciones, ¢l control proporcional o el
control proporcional combinado con algin otro refinamiento. Con el
modo de control de dos posiciones, la sefial de error de entrada al
elemento de control s una salida de encendido o de apagado, que se
utiliza para encender o apagar al elemento de correccion (figura
1.19). Asi, en ¢l caso del sistema de calefaccién central doméstico
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Figura 1.20 Control proporcicnal
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Figura 1.21 Sistema de cantrol de
nivel proporcional

controlado por un termostato, ¢ste produce una salida que enciende
0 apaga el calefactor segtin el error. Si la temperatura de la habita-
cidn baja de cierto valor, entonces ¢l termostato enciende el calefac-
tor; si por ¢l contrario, la temperatura rebasa ¢l valor fjado, el cale-
factor s¢ apaga.

Con el controf proporcionat la salida del elemento de control es
una senal, la cual es proporcional al error: cuanto mayor sea cl error
mayor sera la salida (figura 1.20). Esto significa que el clemento de
correceion reeibird una sefial que depende de la magnitud de la co-
rreccion que se necesite. Enla figura 1.21 se muestra un ejemplo de
tal sistema de control para mantener constanie ¢l nivel de un liquida.
I.0s cambios en el nivel producen un movinuento del flotador v, por
lo tanto del brazo movil que lo sostiene. A su vez, ¢sto cambia la
apertura de la vilvula y afecta la tasa a la que cl liquido sale del tan-
que. Cuanto mayor sea el error en ¢l nivel del liquido mayor sera ol
cambio en la apertura de la valvula,

Debido a que el control proporcional por si solo puede presentar
algunos problemas, con frecuencia se conbina con otras formas de
control. Existe el control devivarivo, donde la salida es proporcional
a larazon de cambio de la senal de error, y o conrol integral, donde
la salida cn el tiempo / s proporcional a la integral de la sciial de
errorentre /= 0 v . Un ¢femplo sencillo del contrel proporcional de-
rivativo es un vehiculo automatico donde el controlador toma accio-
nes hasadas no sélo en el conacimiento de la posicion del vehiculo,
sino también de su velocidad, es decir, la razén de cambio de la dis-
taneta. Con sélo ¢l control proporcional, el controlador da nada mas
una respucsta ¢ proporcidn & la magnitud del error de la posicion re-
querida. No toma en cuenta la rapidez del cambio del error. F1 con-
trol derivativo si o hace. As{, si el vehiculo sc empieza a mover ale-

Jandose rapido de la trayectoria requerida, con el control derivativo

habri una accion correctiva mucho mavor que si el vehiculo se aleja-
ra lentamente de la trayectoria requerida. De este modo, 1a combina-
c1on del centrol proporcional derivative toima en cuenta mas rapido
las desviaciones de la rayectoria requerida y las corrige. Las formas
de estrategias de confrol descritas se estudiaran con mayor detalle en
el capitulo 8.

Ejemplo 5

;Qué tipo de estrategia de control se usa en los siguicntes sistemas

de control?

a) Un refrigerador.

H)  Guiade de un automavil en un camino.

Respuesia

a) En el refrigerador un termostato controla la temperatura v es
prohable que sea un sistema de contrel simple de dos posicienes,
on-off.

by Tal vez sca un control praporcional en ¢l que la salida del con-
trolador, es decir, movimicnto del volante por parte del conduc-
tor, pucde ser propercional al ¢rror,
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Computadora
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Figura 1.22 Sistema de control digital en lazo

abierto para sistemas en tiempo continuo

Control digital

El contrel digital mediante microprocesadores sc usa cada dia mas
cn sistemas de control, La figura 1.22 muestra la forma basica que
pucde tomar un sistema de control digital en lazo abierto, cuande la
cntrada ¢s una sefial continua en el tiempo, es decir, una sefial que
puede variar de mancra continua con ¢l tiempo y no es digital. La se-
nal de entrada pasa primero a través de un convertidor analogico a
digital (ADC"). Este Ta convierte en una sefial digital, un ntimero co-
dificado. El elemento de control digital incorpora un reloj que envia
pulsos a intervaios regulares, Cada vez que ol ADC recibe un pulso,
envia ¢l nimero codificado al elemento de control digital. El ele-
mento de control digital implasita una estrategis de conteol medianle
un programa almacenado. Como es facil modificar dicho programa
la estrategia de control también es sencillo cambiarla v esta tlexibili-
dad es una gran ventaja sobre los sistemas de control analdgico don-
de la estrategia de control estéd determinada por equipos fisicos. La
scfial de salida del elemento de control tambicn ticne en forma digi-
tal, un namero codificado. Este s¢ convierle @ una senal analogica
mediante un convertidor digitai a analdgico (DAC) de mado que
puede accionar al elemento de correccion para producir ¢l cambio
requerido en la variable de proceso.

La secuencia de pasos que ticnen lugar en los cuatro bleques que
constituyen el elemento de control son:

I Esperar un pulso de reloj.

2 Hacer una conversion de analdgico a digital de la sefial de entrada
en ese tiempo.

3 Calcularla sefial de control de acuerdo con la estratcgia de control
en ¢l programa.

4 Tlevara caho la conversion de digital a analégico de la sefial de
control.

5 Actualizar el estado de la unidad de correccion.

6 Esperar un pulso de reloj v entonces repetir todo ¢l ciclo.

Puesto guc la entrada se mucstrea sélo en ciertos tiempos, un sistema
de eslc tipo con frecuencia recibe el nombre de un sistema de datos

t = . PP . . | -
. de T.: En este libro se wilizaran ADC y DAC, por sus siglas en inglés, para referirse u
los convertidores analdgico a digital y digital a analogico, ya que son las de uso mis
comiun.

.
T
1
4
1
i
]
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Modelos matematicos para
sistemas

muestreados. El muestreo ¢s un aspecto fundamental en los sistemas
controlados digitaimente.

La figura 1.23 muestra 1z forma que puede tomar un sistema de
control digital en lazo cerrado para sistemas en tiempo continuo. La
seflal de error analogica del elemento de comparacidn se convierle
cir una sehal de error digital medianie un convertidor analogico a di-
gital (ADC), modificada por el elemento de contral digital de acuer-
do con la estrategia de control programada y después se convierte a
una sefial analogica para el clemento de correceidn mediante un con-
vertidor digital a analogico (DAC). La sccucencia de pasos quc ticnen
lugar en ¢l elemento de control son como los descritos para el siste-
ma en lazo abierro.

Se puede utilizar una sola computadora para controlar varias va-
riables. Por ejemplo, la lavadora de ropa doméstica descrita en la fi-
gura 1.9 puede utilizar un microprocesador como elemento de con-
trol. Los sistcmas dc control digital tienecn muchas aplicacienes,
como en maquinas herramienta, control de aviones y robots. Un es-
tudio mas detallado de los sisiemas de control digital se presenta en
el capitulo 14

Con la finalidad de entender ¢l comportamiento de los sistemas ¢s
necesario oblener modelos matematicos que los representan. E1 mo-
delo de un barco ¢s una réplica a escala de un barco de tamafio natu-
ral. En el modelo los tamaiios relativos de las diferentes partes guar-
dan las mismas proporciones que en el barco de tamaic natural, es
decir, hay un escalamiento constante hacia abajo de los tamafios.
Una fotografia se puede considerar un modelo de la escena que se fo-
tografio. Un modelo matemdiico de un sistema ¢s una “réplica” de
las relaciones entre entrada y salida o entre entradas y salidas. Las
relaciones reales entre la entrada y la salida de un sistema se sustitu-
yen por expresiones matematicas.

Considere un motor como sistema. La entrada al motor es un vol-
taje Iy la salida es una velocidad angular w del ¢je. Para muchos sis-
temas existen relaciones lineales razonables entre la entrada y la sa-
lida. Esto significa que la salida es proporcional a la entrada y si la
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entrada se duplica, entonees la salida también se duplica, es decir, si
la cntrada sc multiplica por una constante muitiplicativa entonces la
salida se multiplica por la misma constante. Esto también quiere de-
cirque silaentrada 1 produce una salida 1 y la entrada 2 produce una
salida 7, entonces una entrada igual a la suma de lag entradag 1 y 2
producird una salida igual & la suma de las salidas 1 y 2. De esle
modo, si existe una relacion lincal entre la salida y la entrada paracl
molor, entonces ¢l modelo matematico es:

w -GV

donde G es 1a constante de proporcionalidad. Esta relacién implica
que si el volraje cambia, entonces deberd haber un cambio inmediato
correspondiente en la velocidad angular del ¢je. Este no serd el caso,
puesto que ¢l motor toma un tiempo para gue el eje cambie a la nue-
va velocidad. Asi la relacidn existe, sélo entre el volaje y la veloci-
dad cuando ¢l sistema ha tenido suficiente ticmpo para asentarse
ante cualquier cambio en la entrada, es decir, esto se refierc a lo que
se denomina condicidn de estado estable. Entonces, para aclarar, In
ecuacién sc puede escribir como:

Valor cn cstado estable de m =
( (valor en estado estable de F)
Por lo tanto

valor en estado estable dec w

G =
valor ¢n estado estable de V

[La constante (7 se denomina fimeion de transferencia o ganancia del
sistema. kn general, se puede definir la funcién de transferencia
como el coclente de la salida en estado estable entre [a entrada en es-
tado cstable para un sistema o subsistema.

.. . .. salida en estado estable
Funcion de transferencia & =

entrada en estado estable

Por cjemplo, al insertar una mongda en una maquina de barras de
chocolate se obticne la salida de una barra de chocolate, La funcion
de transferencia, pare ol estado establie, es | burramoneda. Sise su-
pone que el sistema es Hneal. para una entrada de dos monedas se ol
tendrian dos barras de chocolaw. Un sistema de medicion de temps-
ratura pusde lener una entrada de 10 °C + producir una salida en
cstado esteble de 5.0 mV, Este sizioma tiene una funceion de transfo-
Si se supone gue ol sistema cs meal se pueds
i flers de 20 °C entonces fa sabida en estado
-Hmodelo matomarico del sistema es

cig de 0.3 myvVC,
uc st laentr

sble serin 10.0 mV,

Saiida enestadocsfabie o mV =

o estado estable en °C

1

1 qee tiene una refacion i

, ins slslemas o

7. i,

i T
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Modelos matematicos para
sistemas en lazo abierto

Figura 1.24 Funcion de transferencia
cen un sistema de laze abierto

pueden exhibir un comportamiento no lineal. En muchos casos tales
sisternas son lincales si las sefiales de entrada se mantienen dentro de
ciertos limites. Para la maquina de barras de chocolate el sistema es
lineal siempre que no se inserta un mayor niimere de moredas que
las barras de chocolate que tiene la maquina. Un amplificador puede
ser lineal sélo para sefiales de entrada hasta cierta magnitud.

Mas adelante cn este libro se consideraran las definiciones de
funcién de transferencia en las que se pueden tomar en cuenta no
s6lu los valores en estado estable de la entrada y la salida, sino tam-
hién los cambios transitorios que tienen lugar en el tiempo. Asi, enel
resto de este capituio las discusiones se basan en el comportamiento
de los sistemas en términos de los valores en estado estable, y habra
que considerarlos sdlo como una representacién muy simplista de
los sistemas de control.

Ejemplo &

Un meotor tiene una funcion de transferencia de 500 rev/min por volt.
;Cual serd la velocidad de salida en estado estable para tal motor
cuando la entrada es 12 V?

Respuesta
Si se utiliza la ecuacién [1]

salida en estado estable

Funcién de transferencia G =
entrada en estado estable

entonces,

Salida en estado estable = G(entrada en estade estable)
=500x12 = 6000 rev/min

Existen muchas situaciones donde se requiere la funcion de transfe-
rencia para varios elementos en serie. Considere tres elementos en
scric como s¢ mucstra en la figura 1.24. Los tres elementos pueden
ser un sistema en lazo abierto puesto que no hay lazo de realimenta-
cion, o solo tres elementos en seric de un sistema mas grande.

Para el elemento 1 la funcitn de transferencia G, es la salida 8, di-
vidida entre la entrada 8,. Asi,

7
G ="
0,
g, Elemento 1 2 Elemento 2 o, Clemento 3 o
3 FT.G F.T.G, F.T.G, e




Figura 1.25 Ejemplo 7

Modelos matematicos para
sistemas en lazo cerrado

Modelos matematicos para sistemas en lazo cerrado 21

Para cl clemento 2 1a funcidn de transferencia G, es la salida @, divi-
dida entre la entrada &,. Es decir,

Para el elemento 3 la funcion de transferencia G, es fa salida @, divi-
dida entre fa entrada §,. Esto es,

La funicidén de ransferencia global del sistema es la salida 8_ dividi-
da entre la entrada &,. Pero esto se puede escribir como

0.8 8. 8

o

6. 6 6 6,

i i

0

Por o tanto, para cl sistcma cn lazo abierto
Funcién de transferencia =G, < G, x G, 2]

La funcidn de transferencia global en lazo abierto es el producto de
las funciones de transterencia de los elementos individuales. Esto se
aplica a cualquier numero de elementos conectados en serie.

Ejemplo 7

El sistema de medicién empleado on un sistema de control consta de
dos elementos, un sensor y un acondicionador de serial en serie ([1-
gura 1.23). Si el sensor tiene una funcion de transferencia de 0.1
mA/Pay el acondicionador de sefial una funcién de transferencia de
20, ¢ cual es la funcidn de transferencia del sistema de medicidn?

Acondicionador
de sedial e

F.T.20

Sensor
> F.1.0.1 mA/FPa

Respuesta

El sensor y el acondicionador de seiial estan en serie, de modo que la
funcion de transferencia combinada es el producto de las funciones
de transferencia de los elementos individuales.

Funcionde transferencia — 0.1x 20 — 2mA/Pa

La figura 1.26 muestra un sistema en lazo cerrado sencillo. 818, esel
valor de referencia, es decir, la entrada, y si ¢, es el valor real, es de-
cir, la salida del sistema, entonces la funcion de transferencia del sis-
tema compieto es

L, . salida &
Funcién de transferencia= ——— =_*
entrada @,
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Figura 1.26 Funcidn de transferencia

de un sistema en lazo cerrado

Cada subsistema en el sistema glabal tiene su propia funcion de
transferencia. De este mode, st ¢l sistema que se controla tiene una
funcidén de transferencia ¢, entonces con su entrada de la sciial de
error e y salida 8,

-2
e
Silatrayectoria de realimentacion tiene una funcion de transterencia
H, conentrada @ v salida £,

f:
H="
)

&

La sciial de error e es la diferencia entre 8, y /) la sefial de realimen-
tacitn f'es una medida de la salida del sistema corpleto.

e=0,-f
Al sustituir e y £, despejandolas a partir de las dos ecuaciones ante-
r10I¢s,
0
= =8 - Ho,
G
’ I N
g, —~11-6,
G )
s Y
Hmi |-GH )
R

Parlo tanto, la funcidn de transforencia global del sistemna de control
en lazo cerrado es

(7

Funcion de transterencia = = ——
1+ GH

La ecuacidn anterior s¢ aplica a reahimentacion negativa. Con reait-
mentucion positiva el denominador de la conacion anterior se con-

vierteon (i — GH) .
Ln el sistema en lazo cerrado, ¢ s¢ conoce como la funcion de
sransferencia e la tron cctoric divecta. pueste que es la funciom de
: i

ferencis : dund das sediles que se m
: 3! lida, GF s conoc
. 4 .

(AN N
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Modelos matematicos para
sistemas en lazo cerrado
con elementos multiples

Figura 1.28 Funcion de transferencia

de un sistema en lazo cerrado con

elementos muttiples
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Ejemplo 8

Un motor de velocidad controlada tiene un sisterma motor-releva-
dor-anplificador con una funcion de wansferencia combinada de
600 rev/min por volt v un sistema de medicidn en el laza de reali-
mentacion con una funcion de transferencia de 3 mV por rev/min,
come ilustra la figura 1.27. ; Cudl cs la funcion de transferencia glo-
bal?

- AN Motor-relevador-amp.
AN F.T. 600 revimin par V

Sistema ge medicion
F.T. 23 m¥Y par rev/min

Respuesia
El sistema tendra realimentacion negativa y asi la funcién de transfe-
rencia global ¢sta dada por la ccuacion [3] como

Funcion de translerencia = ———
1+ GH

- %o
1+600% 0003
=214 rev/min por volt

Considere ¢l sislema en lazo cerrudo que muestra la figurs 1.28. La
funeion de transferencia para el sistema completo se puede obtener
determinando primero la funcion de transferencia para los tres cle-
mentos en serie. Como éstos tienen funciones de transferencia G, G,
y G, entonces la funcidn de transferencia combinada es

F.T.de loselementos en serie = G, x G, x G,
El sistema en lazo cerrado de la figura 1.28 se puede reemplazar por
el sistema eguivalente mas sencillo, como se muestra en la figura
1.29. Ahora, éste es s0lo un elemento con una funcion de transferen-
ciade G, x G, x (7; yunlazo de realimentacion con una funcian de
transferencia /. La funcién de transfcrencia global para este sistema
€5 entonces
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Figura 1.29 Sistema equivalente para

la figura 1.28

Figura 1.30 Ejemplc 9

Error en estado estable

‘ G, %G, xG,

o

F.T.dclsistema = -~ = —O&
L+(G x G, xGO)H

{

Ejemplo 9

Un sistema de control de posicion utilizado con una méquina herra-
mienta tiene un amplificador en serie con una vélvula corrediza y un
lazo de realimentacion con un sistema de medicién de desplaza-
miento (figura 1.30). Si las funciones de transferencia son las si-
guientes, ;cudl es la funcidn de transferencia global para el sistema
de control?

~ ‘ ! Vaivuia
T | Anglificador 4 )
> B H corrediza
@ l FT 20 mAN [ F.T. 12 mm/ma
I :
i Medicidn 1
F.7. 3.0 Vimm

Las funciones de transferencia son: amplificador 20 mA/V, vil-
vula corrediza 12 mm/mA, sistcima de medicidn 3.0 V/mm.
Respuesta

El ampiificador v la valvula corrediza estan en serie, por lo que Ja
funcion de transferencia combinada para los dos clementos es el pro-
ducto de sus funciones de transferencia scparadas,

F.T. para los ¢lementos en serie =20 x 12 = 240 mu/V

Estos elementos tienen un lazo de realimentacidn con una funcidn de
transferencia de 30 mV/mm. La funcién de transterencia global para
el sistema de control es

Funcion de transferencia = ———
L+ GH
240
14240 % 0030
=29mm,V

Elervor en estado estable £ dcun sistema es la diferencia entre la sa-
lida del sistema v su entrada cuando las condiciones estan en estado
estable.
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E=0_ -1,
Puesto que para un sistema con una funcidn de transferencia global

A
6\
entonges
E£=0G06,-0,=0,C, -1 51

Para un sistema en lazo abierto el error en estado estable sc puede
escribir, segin la ecuacién [2], como

E=0,(GG,G;, 1) (6]
donde G,, G,y G; son las funciones de transferencia de los elemen-
tos en el sistema. Para que el error sea cero, GGGy deben serigual a
1. Aunque esto se puede lograr en la preparacién o calibracion del
sistema, es inevitable que se presenten errores en estado estable de-
bido a que las funciones de transferencia cambian como consecuen-
cia de cambios en ¢l medio ambiente.

Para un sistema en lazo cerrado el error en estado estable, dado por
la ecuacidn [5], se puede escribir empleando la ecuacion [3], como
. - ~
o lfVGh’_}; vl
1 /

S

donde G es la funcion de transferencia de los elementos en ia trayec-
toria directa, es decir, G = G,(G(; para tres elementos en serie con
funciones de transferencia G, G-y G;, y H es la funcidn de transfe-
rencia del sistema de medicion. Para un error en estado estable nulo,
se debe tener & ~ / + GH de modo que G417 + GHJ enga el valor de
1. Igual que en el sistema de control en 1azo ahierto, 1as funciones de
transferencia tienden a cambiar con las condiciones ambicntales.
Sin embargo, st GH es mucho mayor que 1, la ecuacidon [7] se apro-
ximaa
71 N
b= B{ﬁ —1|
H
y asi los cambios en las funciones de ransferencia de los elementas
de 1a trayectoria directa casi no tienen efecto sobre ¢l error. De esta
manera, la sensibilidad del sistema en lazo cerrado para tales efectos
es mucho mas pequefia que para un sistema en lazo abierto, Esta cs
una de las grandes ventajas que tienen los sistemas en lazo cerrado
respecto a los sistemas en lazo abierto.

Ejemplo 10

La figura 1.31 muestra un controlader con una funcion de transfe-

rencia de 12 y un motor con una funcion de transferencia de 0.10

rev/min por V.

ay Cudl serd el error en estado estable cuando ¢l sistema es un sis-
tema de control en lazo abierto y cdmo cambiard el error si, debi-
do a cambios ambientales, la [uncion de transferencia del motor
cambia en 10%7?
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Figura 1.31 Ejemplo 10: a) lazo
abierto, b} lazo cerrado
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.Cudl serd ¢l error en estado estable cuando el sislema es un sis-
tema de control en 1azo cerrado si el laze de realimentacion tiene
una funcion de transferencia de 1.0 V per rev/min y como cam-
biara el error si, debido @ cambios ambientales, la funcidn de
transferencia del moter cambia en 10947

Respuesta

a)

b)

Cmpleando la ecuacidn [6], antes de que se presente cualquier
cambio
E=8{0C, -1}
E=8{12x010-1)=028,
Si hay un cambio de 10% en la funcidn de transferencia del mo-
tor. s decir, 0.11 rev/min por V, entonces
F=002x011-1)=0326,
El error se¢ ha incrementado en un factor de 16.

Con fa ecnacion [7]

— GIGZ
1+ GG
cntences, anfes de que ocurra cualquier cambio

7 .
peof | 200 ]

=-0450,
1112201010 )

Si hay un cambio de 10% en la funcion de transferencia del mo-
tor, es decir, .11 rev/min por V, entonces

2
E-0, _2xudl - -0.438,
1+12x0.11x1.0

El cambio en el error es mucho mas pequefio que el cambio que
s¢ presenta en ¢l sistema en lazo abierto. El sistema en lazo ce-
rrado tiene una sensibilidad mas baja a los cambios ambientales
que el sisterma en lazo ubicrto.



Efectos de las
perturbaciones

Figura 1.32 Sistema de control en
lazo abierto con una perturbacion
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Ejempio 11

Un sislema de control en lazo cerrado tiene una funeidén de transfe-
rencia de la trayectoria directa de 10, ; Cuanto debe ser la funcgidn de
transferencia de la trayectoria de realimentacion para que el error en
estado estable sea cero?

Respuesta

Segin la ccuacion [7]

E f(),('L—ﬂ
‘\l‘FGH i

para qiie £ sea cern, entonces
G
_ =1
1+GH
por lo tanto, con G = 10, entonces

10=1+10H
y, de este modo, /1 debe ser 0.9.

Una consideracién importante con un sistema de control es el efecto
de cualguicr perturbacion, De esta manera, en un sistema de calefac-
ci6n central doméstico con un sistema de control en lazo abierto in-
volucrado, el calefactor se enciende para obtener la temperatura re-
querida en la habitacion, jqué ocurrira st alguien abre la ventana y
permite que el aire frio entre en la habitacion? Tal perturbacion se
puede incorporar en ¢l diagrama de bloques del sistema de la torma
yue mucestra la figura 1.32. En este caso, la perturbacion ¢/ se sumaa
la salida del proceso. Para tal sitnacién se tiene

0, =G0 +0, 8]
90
|
6o cos L
5, | 6 | i G ‘,2‘®+G‘Gﬂefjd
| ° | . <

Eltérmino f}, es ¢l crror en estado cstable adicionado al sistema por
la presencia de la perturbacion.

Si la perturhacidn se adiciona al sistcma entre los elementos 1 y 2
(como ilustra la tigura 1.33), entonces

8, =G0 +0,)G, =GG.8, +G,0, [9]
El término G,8, es el errar en estade estable adicionado al sistema
por la presencia de la perturbacion,

Con un sistema cn lazo cerrado, por ¢jemplo, en un sistema de ca-
lefaccion central doméstico si ef valor fljade en ¢l tcrmostato no se
modifica y alguien abre la ventana y penmite que el aire rioentre a la
habitacidn, el sistema de contral sujeto a tal perturbacion se puede
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Figura 1.33 Sistema de control en
lazo abierto con una perturbacion

Figura 1.34 Sistema de control en
lazo cerrado con una perturhacion

1 el
6—>—1 g J { %) | 6 G166, +8,)
H +

representar mediante un diagrama de bloques de Ta forma que mues-
tra la figura 1.34. La sefial de error al elemento 1 es (), — /), donde f
es la sefial de realimentacion. La seflal de salida det elemento 1 y en-
trada al elemento 2 es, G,(8, — /). La salida del clemento 2 es
GG, (0, - f). La perturbacion sc agrega a éste ¢n esle punlo v asila
salida & es

9() ZG\G?(QJ 7f)+9d

0:
6 -f G.(8 - F} + GG, {0, —f)+6,
z e} ; S = Y o
1 f ; | | o
i GG, ) |
T f=Ha, i
Mo !
L]
Pero la realimentacion fes /78, Por tanto
8, =G\G, (8, -H8, )+ 86,
Reordenando se obtiene
g, 1+GG,H)=GG,0. +8,
[ GG, 3
6, -6) % _Jio[ L 1 gy
1 +GGH 1+ GGH

El término @, [/ (1 + G,G,H ] es el error en cstado estable que se in-
corpora al sistema mediante la perturbacién. Si esta ecuacidn se
compara con la situacion en lazo abierto, es decir, la ecuacion [8], se
verd que el efecto de la perturbacién se modifica por el factor
/(11 GG,H) . Esta propiedad dc modificar cl efeeto de una pertur-
bacion se denomina rechazo a perturbaciones.

La figura 1.35 muestra un sistema en lazo cerrado y la perturba-
cion se presenta entre los dos elementos de la trayectoria directa.
Para el sistema la entrada al primer elemento es (6, — /) v su salida
esG (8, ~ 1) Esta se combina con la perturbacién 0, para dar la en-
trada al scgundo elemento. Asi, la salida de este elemento &, es

0, =C,[G(6, - f)+0,]
Puesto que /" = 716 _, entonces

0, =G,[G,® -HB, )+6,]



Figura 1.35 Sistema de controf en
lazo cerrado con una perturbacién
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ﬂd
o ¢ L0, - £) - 8,]
.
)@ G SR VDI S
’i G{8-f) G -(r+6,
A { = HO
! ~
L

Lo cual se puede simplificar a

0.[1+GG,H]=G,Gp, +C,b,

5, )
6. -0 %Y ed( N N IEY
14GG,H |1+ GGy H )

El término 6, [G, /(1 + G,G.1)] es el error en estado estable que se
introduce al sistema mediante la perturbacian, Si esta ecuacion se
compara con la de la situacion en lazo abierto, es decir, la ecuacion
[9], se vera que el efccto de la perturbacién se modifica en Ia situa-
cién en lazo cerrado por el factor G, /(1 + G,G,H )y ¢n la situaci6n en
lazo abierto solo por G,. El factor I/ (1 + GG, H ) es asi una medida de
qué tanto se modifican los efectos de la perturbacidn con el lazo de
realimentacion. Esta propicdad de modificar el efecto de la perturba-
cidn se denomina rechazo a perturbaciones.

Dre este modo, siempre que se presente una perturbacion en el sis-
tema en lazo cerrade, su efecto se reduce por ¢l factor I/(1 + GH),
donde G es la funcion de transferencia de Ia trayectoria directa
(G =GG.)y H es Ia funcién de transferencia de la realimentacion.
Esta es una de fas ventajas de los sistemas de control en lazo cerrade
sobre los sistemas de control en lazo abierto: éstos son mucho mejo-
rcs para aminorar los efectos de las perturbaciones en el sistema.

Las perturbaciones se pueden presentar de varias formas, cf tér-
mino perturbacion se puede interpretar como una seflal no deseada la
cual afecta la salida del sistema. Las perturbaciones pueden venir de
fuentes exdgenas, por ¢jemplo, alguien abre una ventana y afecta asi
el sistema de calefaccion para la habitacion ¢ quizas el viento que
afecta la orientacién dc la antena del radar o un bache en el camino
que afecta el mangjo de un vehiculo en un camino. Las perturbacio-
nes también pueden venir del interior del sistema, por ejemplo, ruido
cléctrico en un amplificador.

Ejemplo 12

Un amplificador electronico ticne una funcién de transferencia de
100, ;Cuanto mejorara el amplificador en el rechazo del ruido gene-
rade internamente si éste cuenta con un laze de realimentacion con
una funcidén de transferencia de 107



30 Sistemas de control

Sensibilidad a cambios en
los componentes

Respuesiu

El efccto de adicionar un lazo de realimentacian os el de reducir el
cfecto de la perturbacion en un factor de /(1 + GH). De este modo,
el efieto del rutdo se redice en un factor de 1/(1+100% 10} =1/1001.

Con ur sistema en lazo abierto la Funcién de transferencia global
esta dada por Ta ecuacidn [2] como

Funcidn de transferencia =G, x G, = G,

donde G,, G, y G, sou las funciones de transferencia de los elemen-
tos en el sistema. Los cambios en las caracteristicas de estos clemen-
tos con el tiempo y las condiciones ambicntales pueden resultar en
un cambio en la funcién de transterencia. Asi, por ejeriplo, si un ele-
mento s un motor, el incremento de la friccion en los rodamientos
resultariz en un decremento en la funcion de transferencia del motor,
Un cambio en la funcion de transferencia del elemento 1 de AG, sig-
nifica un cambio en Ia funcién de transterencia global para el siste-
ma en lazo abicrto de

Cambioen la funcidn de transterencia — AG, x G, x G, [i2]

Con ur sistema cu lazo cerrado la funcion de transferencia global
esta dadu por la ecuacién [47 como
. . , GGG,
Funcién de transferencia = — 23 _
1+ GGGH
donde G, G, y G, son las funciones de transferencia de los clemen-
tos en la trayectoria dirceta v A, lu funcion de transferencia de lg tra-
vectoria de realimentacion, Si G\, H es mucho mayor que [, en-
lonces la expresidn se aproxima a

.. . l
Funcién de translerencia = E

Por ejemplo, cualquicr cambio en ta funcion de ransierencia del ele-
mento 1 en la trayectoria directa, tendrd un efecto insignificante
sobre la funcion de transferencia global. Esto tiene un marcado con-
traste con la situacion de un sistema en lazo abicrto y esta inscnsibi-
lidad acambios en las caracteristicas de los elementos de la trayecte-
ria directa es una de las ventajas de los sistemas en lazo cerrado
sobre los sistemas en lazo abicrto. Sin embargo, un cambio en la fun-
cién de transferencia de la trayectoria de realimentacion producird
un correspondicnte cambio en la funcién de transferencia global del
sistema. Fl sistema en lazo cerrado no es insensible a cambios en las
caracleristicas de los elementos en la trayectoria de realimentacion.

Ejemplo 13

Un amplificador operacional tiene wyna funcion en lazo abicrto de
200000 y una funcién de transferencia en ia trayectoria de reafimen-
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Figura 1.36 a) Estable,
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tacion de 0.1, ;Cudl scrd cl cambio porcentual en la funcion de trans-
ferencia global si la funcion de transterencia del amplificador cam-
biaen 10%?

Respuesta

Para et sistema en lazo cerrado, segun la ccuacion {3,

Funcion de transferencia = G
1+GH
Asi, de mancra inicial
200000

Funcion de translerencid = ———_——— =9 9995
I+200000x0.1
El cambio en la funcidn de wansferencia significa que la funcién de
transferencia para el amplificador es de 180 000. Por tanto, la nucva
funcion de transferencia estd dada por
., . 180000
Funcién de transferencia = ——————————— =9.9964
L+180000x0.1
El cambio en la funcion de transferencia global es 0.0001 v, por lo
tanto, es un cambio porcentual de 0.01%. Asi, al usar ¢l amplificador
sin realimentacion se tendria un cambio de 10% en la funcidn de
transferencia; con realimentacion este cambio es de 0.01%%.

En terminos mecanicos se dice que un sistema esta en equilibnio es-
table, si cuando se le da un empujon, éste regresa a su posicion origi-
nal cuando se deja de cmpujar, Un ¢jemplo de esta situacion ¢s una
bola en reposo sobre un plato eslénico (Dgura 1.36). Cuando la bola
scempuja, ésta se mueve hacia un lado ded plato, pero cuando se deja
de empujar, regresa pronto a su posicion de reposo al centro del pla-
0. Sin embargo. la posicion seria inestable s1la bola estuviera en re-
poso sobre la parte exterior del plato si éste se voltea, cualquier lige-
ro empujén causa que la bola ruede v no regrese a su posicion
original cvando se dgja de empujar.

Reygresa cuando e Be empuja y
deja da empujar no regresa
P
s ~—
- . P o .
! -
T T
e

Fn general, se dice que un sistema es esraffe si cuando estisujelo
a una entrada o perfurbacién acotada entences la salida es acotada.
Una entrada o salida acotada ¢s la que tiene una magmitud finita, Asi,
en el easo de labola, la entrada es al inwio vera, seguido de un empu-

anua et forma indefinida sino que S

Nore aventug Imente

e e Ea m B s e kb e Red b
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miento no continda incrementandose o cambiando. En la condicién
inestable, ¢l desplazamiento de la salida se va incrementando, es de-
cir, una entrada de magnitud finita puede producir una salida que
crece sin limite.

La condicion para estabilidad también se puede expresar como
que un sistema es estable si al excitarlo con un impulso Ia salida re-
gresa cventualmente a cero,

Los sistemas de control en luzo abierto son inherentemente esta-
bles. Una entrada finita produce una salida finita y que en forma in-
definida no cambia con el tiempo. Al incrementar la funcién de
transferencia de un elemento en tales sistemas no tiene efecto en la
estabilidad del propio sistema. Asi, para un sistema cn lazo abierto
denominado maquina de barras de chocolate, ¢l insertar la moneda
apropiada dard como resultado una barra de chocolate, no continua-
ra dando barras de chocolate de manera indefinida. Al cambiar el
tipo de barra, el costo de cada barra no tiene efecto sobre la estabili-
dad del sistema.

No obstante, los sistcmas cn lazo cerrado pueden mostrar inesta-
bilidad, que se puede presentar como resultado de tiempos de retar-
do que ocurren entre ¢l cambio en la variable y la sefial de realimen-
tacion que resulta de la respuesta del sistema. Un ejemplo es el
sistema de control para un brazo robdtico, o la mano de un borracho:
levantar una tasa de café. La mano se mueve hacia la tasa dc café y sc
suporne que vira hacia la derecha de la trayectoria requerida. Al darse
cuenta de esta desviacidn se envia una sefial a la mano para iniciar el
movimiento a la izquierda. Fsta sefial continnia en la situacion ideal
hasta que fa mano alcanza la trayectoria requerida. Sin embargo, si
hay tiempos de retardo en el sisterna, la accion puede continuar por
un periedo prolongado y la mano puede sobrepasar la traycetoria re-
querida antes de que el sistema reaccione. Entonces la mano esta
muy alejada 4 la izquierda. Se envia entonces una sefial para que la
mano se mueva a la derecha. Una vez mas, debido a los tiempos de
retardo la mano sobrepasa la trayectoria requerida y termina ahora a
la derecha de la posicion requerida. El ciclo entero se puede repetir
dirigi¢ndosc la mano hacia adclantc o hacia atras, dc un lado a otro,
de la trayectoria requerida. De esta mancra, una perturbacion inicial
puede producir una situacion inestable. La inestabilidad depende de
la funcién de transferencia de la trayectoria directa, puesto que un
valor grande para ésta resultaria en un gran movimiente de la mano
durante el tiempo de retardo.

Otro ejemplo de inestabilidad se puede presentar cuando una per-
sona para bafiarse ajusta en forma manual la temperatura del agua
mediante una llave mezcladora, la cual permite determinar las canti-
dades relativas de agua caliente y fria. Suponga que al principio el
agua esta muy fria. Entonces se incrementa ¢l elemento agua calien-
te. Sin embargo, existe un tiempo de retarde antcs de que ¢l agua ca-
liente alcance la salida de la regadera. De este modo, si la persona no
espera y sOlo responde a la temperatura del agua, continuara incre-
mentando el elemento agua caliente. El resultado sera que cuando el
agua muy caliente alcance la salida de la regadera se calentarad muy
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ripido. La persona entonces incrementa el elemento agua fria. Una
vez mas, debido al ticmpo de retardo que transcurre antes de que el
agua se enfiie a la salida de la regadera, la persona continuara incre-
mentando el elemento agua fria. El resultado serd que cuando el
agua fria alcance la salida de la regadera se enfriard muy répido. Asi,
el ciclo se repite con el resultado de que la temperatura del agua en la
salida de la regadera oscilara ampliamente.

Lo anterior es s6lo una consideracion superficial de estabilidad,
un estudio mas detallado aparece en el capitulo 6.

Las ventajas de tencr una trayectoria de realimentacion y, por lo tan-
to, un sistema en lazo cerrado en lugar de un sistema en lazo abicrto
se pucden resumir de la manera siguiente:

1 Mas exacte en la igualacion de los valores real y requerido para
la variable.

2 Menos sensible a las perturbaciones,

3 Menos sensible a cambios en las caracteristicas de los compo-
nentes.

4 Lavelocidad de respuesta se incrementa v, por lo tanto, el ancho
de banda es mayor, es decir, el intervalo de frecuencias en los
que el sistema respondera.

Pero hay algunas desventajas:

1 Hay una pérdida en la ganancia en cuanto a que la funcién de
transferencia de un sistema en lazo abierto, se reduce de G a
G/{l 1 GH) por una trayectoria de realimentacion con una fun-
cién de transferencia /1.

2 Existe una gran posibilidad de inestabilidad

3 Elsistema es mds complejo y, por lo tanto, no sélo mas caro,
sino mds propenso a descomposturas.

1  Explicar la diferencia entre los sistemas de control en lazo abicr-
to y lazo cerrado.

2 Establecer cuales de los siguientes sistemas de control son en
lazo abierto o en lazo cerrado y dar las razones de sus asevera-
cioncs:

a) Una tetera cléctrica que se apaga cuando el agua hicrve.
b) Un refrigerador.
¢} Una hornilla eléctrica sin termostato.

3 Los semaforos en un cruce de calles puede ser un sistema de
control cn lazo abicrto o en lazo cerrado. Explicar cdémo diferi-
rian los sistemas.

4  Dibujar un diagrama de cajas negras donde se muestren los sub-
sistemas de los siguientes sistemas de control en lazo cerrado:
a) Camara de exposicion aufomatica.
£) Un horno controlado por un termostato,
¢) Una luz automatica enciende cuando se oscurece y se apaga

cuando se aclara.
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Explicar 1a diferencia entre las estrategias de control de dos po-
siciones y proporcional.

Qué tipo de estrategia de control es probable que se emplee en los
siguientes sistemas de control:

a) Unrefrigerador domestico.

A) Un tostador de pan.

¢} Lcvantar una tasa de café.

El sistema de control automatico para la temperatura de un bafio
maria consiste en un voltaje de referencia que se alimenta a un
amplificador diferencial, ¢l cual tiene a su salida un relevador
que conecta o desconecta Ta alinmentacion de energia al calefac-
tor inmerso en el Hguido. Se tiene una realimentacién negativaa
través de un sistcma de medicion que alimenta un voltaje al am-
plificador diferencial. Esbozar un diagrama de bloques del siste-
ma y explicar cémeo sc produce la scilal de crror.

Un sistema de medicion de temperatura tiene un termémetro que
produce un cambio de resistencia de 0.007 Q /°C conectado a un
puente de Wheatstone que produce un cambio de cortiente de
20 mA/Q . ;Cual es la funcion de transferencia global del siste-
ma?

Explicar qué significa quc un sistema tenga una rclacion lincal
cntre la entrada y la salida.

La figura 1.37 muestra un sistema para controlar la 1asa de flujo
de liquido en una tuheria.

a) Explicar cdmo opera el sistema

b) (Cudl serd la funcion de transferencia para el lazo de reali-
mentacién si el medidor de flujo tiene una funcion de transferen-
cia de 2 kPa por ms v el convertidor de presion a corriente de 1.0
mA por kPa?

¢) Cuat es Ia funcidn de transferencia para la trayectoria di-
recta si ¢l convertidor de corriente a presion tiene una funcion de
transferencia de 6 kPa por mA vy la valvula de control de 0.l mfs
por kPa?

d) (Cual serd la funcion de translerencia global del sistema de
control?

Valor de referencia

Elemento de
comparacion

i
H H
Convertidor de 1 Convertidor de |

presién a corriente i codrienie a presion

Liguido

- Valvula
de conirot
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¢Cudl serd el crror en estado estable para un sistema de control
de temperatura en lazo abierto que consta de un controlador con
una funcidn de transferencia de 1.0 en serie con un calefactor
con una funecién de transferencia de 0.80 °C/V vy cudl sera el
cambio porcentual en el error en estado estable si la funcidn de
transferencia del calefactor disminuye en 1%47?

. Cudl serd ¢l error en cstado estable para un sistema de control
de temperatura cn lazo cerrado que consta de un controlader con
una funcién de transferencia de 20 en serie con un calefactor con
una funcidn de transferencia de 0.80 °C/V y un lazo de realimen-
tacién con una funcion de transferencia de 10 V/°C y cudl serd el
cambio porcentual en el error en estado estable si la funcion de
transferencia del calefactor disminuve en 1%?

Explicar por qué los sistemas realimentades en lazo cerrado son
mucho mejores respecto al rechazo a perturbaciones que los sis-
temas en lazo abierto.

Un sistema en lazo abierto ticne una funcién de transferencia de
K. ¢Cudl sera el efecto sobre la salida del sistema si Ia funcidn de
transferencia se reduce a (2 K)? ; Cudl serfa el efecto si el sistema
tuviera un lazo de realimentacién conuna funcion de transferen-
ciade 17

. Cuales son las ventajas y desventajas de un amplificador que
cuenta con un lazo de realimentacidn?



Introduccion

Bloques funcionales de
sistemas mecanicos

Modelos de sistemas

Para analizar los sistemas dc control s necesitan miodelos matemdti-
cos de los elementos que se cmplean en dichos sistemas. Estos mo-
deios son ecuaciones que representan la relacion entre la entrada y la
salida del sistema {vea el capitulo 1), T.as hases de cualquier modelo
matemético provienen de las leyes fisicas fundamentates que go-
bicrnan ¢l comportamiente de un elemento. En este capitulo se con-
siderard una varicdad de sistemaes, cn los que sc incluyen ejemplos
de los tipos mecanico, [énmice v fluldicos.

A partir de una varicdad de blogues funcionules, es posible for-
mar sistemas del mismo modo que un nifio construye casas, coches v
griias con bleoques funcionales de un mecano. Se considera que cada
blagque posec una funcién y propiedades unicas. De este modo, un
gjemplo sencillo es un sistema e circuito eléctrico que s¢ puede for-
mar a partir de bloques funcionales que representan el comporta-
miento de resistores, capacitores e inductores. Se supone que ¢l blo-
que del resistor ticne salo la propiedad de resistencia: el capacier, la
de capacitancia, v el inductor, la de inductancia. Al combinar de di-
ferentcs maneras estos bloques funcionales es posible formar una
variedad de sistermas cléctricos y las relaciones entrada-salida globa-
les que se ohtienen para dichos sistemas es a partir de la apropiada
combinacion de las relaciones causa-efecto de cada bloque funcio-
nal. Asi se puede obtener un modelo matemdtico para el sistema. Un
sistema formado de csta manera se denomina un sistema de pardanie-
tros concentrados, debido a que cada pardmetro, es decir, propiedad
o funcion, s¢ considers en forma independientemente.

Puesto que existen similitudes en ¢l comportamiento de los blo-
ques funcionales empleados en los sistemas mecinicos, eléctricos,
térmicos v de fluides no se requieren formas diferentes de “bloques
funcionales matematicos” para los diferentes tipos de sistemas. Este
capiule trata los bloques funcionales basicos y su combinacion para
producir modelos matemilicos para sistemas fisicos realcs.

Las formas basicas de blogues funcionales de sistemas mecanicos
son resories, amortiguadores y masas. Los resortes representarn la ri-
gidez del sistema; los amortiguadares, las fuerzas de oposicion al
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movimiento, s decir, efectos de amortiguamiento y friccidn, y las
masas, la inercia ¢ resistencia a la aceleracion. Se puede considerar
que todos estos blogues funcionales ticnen una fuerza como entrada
v un desplazamicuto como salida.

Larigidez de un resorie se describe mediante la relacion entre 1a
fuerza F cmpleada para estirar o comprimir un resorte y la deforma-
cion resultante x, ya sea de estiramiento o compresion (vea la figura
2.1). En el caso de un resorte dondc el estiramiento o compresion es
proporcional a las fuerzas aplicadas, es decir, un resorte lineat

F =kx (1

donde £ esuna constante. Cuanto mayor sea ¢l valor de &, mayor sera
la fuerza para estirar o comprimir al resorte v ast la rigides serd ma-
yor. El objeto que aplica la fuerza para estirar el resorte también esta
sujeto a una fuerza, la fuerza que ejerce el resorte estirado (tercera
ley de Newton). Esta fuerza estard en direceidn opuesta y de ignal
magnitud a la fuerza empleada para estirar el resorte, es decir, k.

El bloque funcional del amiortigrador representa ¢l tipo de fuer-
zas que se experimentan cuando se intenta empujar un objeto a tra-
veés de un fluido o mover el objeto en contra de las fuerzas de fric-
cidn, Mientras mas rapido se empuje el objeto, mayor seran [as
fuerzas de oposicion. El amortiguador que se emplea para represen-
tar pictdricamentc cstas fucrzas de amortiguamicnto que hacen mas
lento ¢l moviniiento de un objeto consta de un piston que s¢ mueve
dentro de un cilindro cerrado (vea la figura 2.2). El movimiento del
piston requiere que el fluido pase de un lado a otro de éste. El flujo
produce una fuerza resistiva. En el caso ideal, la fuerza resisitiva o
de amortiguamiento £ es proporeional a la velocidad v del piston.
Asi

F=cv

donde ¢ ¢s una constante, Cuanto mayor sea el valor de ¢, mayor es
la fuerza de amortiguamiento para una velocidad en particular,
Puesto que la velocidad es la razén de cambio del desplazamiento x
del pistdn, es decir, v =dv / dr, entonces

F= cE (2]

dr

Asi, Iarelacion entre el desplazamiento v del piston, es decir, 1a sali-
da, y la fuerza como entrada depende de Ja razén de cambio de la sa-
lida,

Elbloque funcicnal de la masa (figura 2.3) exhibe la propiedad de
que mientras mayor sea la masa, mayor ¢s la fuerza requerida para
producir una accleracion especifica. La relacion entre la fuerza Fy
la aceleracion a es (segunda ley de Newton)

F=ma

donde la constante de preporcionalidad entre la fuerza y la acelera-
cidn es la constante denominada masa #1. La aceleracion es fa razén

s Nk AW N CEIA PSS BA L TR R
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de cambio de la velocidad, es decir, (dv/dr) y 1a velocidad v es 1a ra-
7on de cambio del desplazamiento v, es decir, (v = dx/dr). Asi

F=mu=m-—= 11
dr dr ds

dv _ddx/dr d’x
mg = s {31
Para estirar un resorte, acelerar la masa y mover el pistén en el
amortiguador se requiere energia; no ohstante, en ¢l caso del resorte
v la masa se obtiene energia de regreso, pero con el amortiguador
esto no es posible. Cuando el resorte se estira almacena energia que
se libera cuando el resorte recupera su posicion original. La energia
que se almacena cuando existe un estiramiento v es ¥ Ax”. Dado que
F =kx, la energia se puede expresar como
| F?
E=-"— (4]
2k
También hay energia almacenada en la musa cuando se mueve con
una velocidad v; esta energia es la que se denomina energia cinética,
y se libera cuando la masa deja de moverse

E=Y.m’ [5]

Sin embargo, no hay energia almacenada en el amortiguador, ya que
€éste no regresa a su posicion original cuando no hay fuerza de entra-
da. El amortiguador disipa energia en lugar de almacenarla, la poten-
cia P, disipada depende de la velocidad v, v estd dada por

P = Cvz [6]

El resorte, ¢l amortiguador y la masa son los blogues funcionales
para sistemas mecanicos donde las fuerzas y desplazamicntos linca-
les estan relacionados sin rotacion alguna. Si hay rotacion, entonces
los tres bloques funcionales equivalentes son un resorte torsional, un
amortiguador rotatorio y ¢l momento dc incrcia, cs dectr, la increia
de una masa rotatoria. Con tales bloques funcionales las entradas
son pares v las salidas son desplazamientos angulares, Con un resor-
te torsional el desplazamiento angular # ¢s proporcional al par 7. Por
lo tanto

T=kA [7]

Con un amortiguador rolatorio, un disco gira en un fluido y ¢l par
resistivo Tes proporcional a la velocidad angular o y dado que 1a ve-
locidad angular es la tasa de cambio del desplazamiento angular, es
decir, dg/di,

T:cw:c@ [8]
de

El bloque funcional del montento de inercia posee la propiedad de
que mientras mayor sea el momento de inercia /7, mayor scra cl par
para producir una aceleracidn angular .
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T=Ila

Asi, debido a que la aceleracidn angular es la razén de cambio de la
velocidad angular, es decir, dw/dz, y la velocidad angular ¢s la razén
de cambio del desplazamiento angular, entonces

: / 2
d_c)zjd(d(? dz‘):]d 9
ds dr dr”

T=71

(9]

El resorte torsional y la masa rotatoria almacenan energia, el
amortiguador rotatorio sdlo la disipa. La energia que almacena un
resorte torsional cuando éste se deforma en un desplazamiento angu-
lar 8es . k6% v, pucsto que T = k#, se puede escribir como

E=2_ [10]
La energia que aimacena una masa rotatoria con una velocidad an-
gular w es {a energia cinética £, donde

E- Vet [11]

La potencia disipada por el amartiguador rotatorie P, cuando gira a
una velocidad angular w es

P=cw’ [12]

Latabla 2.1 resume las ecuaciones que definen las caracteristicas
de os bloques funcionales mecanicos cuando hay, en ¢l caso de des-
plazamicntos lincales (denominades traslacionales), una fuerza 7 de

Tabla 2.1 Caracteristicas de los bloques funcionales mecdnicos

Blogue funcional Lenacion descriptiva Energia almacenadas
porencia disipada

Almacenaniiento de

energia
1F?
Resorte traslacional F=kx E= 3h
17
Resorle lorsional T =i E=——
Cs0TLE 2 k
Masa F= mi } £ — ji’”""
f
d%
Momento de inercia T=/ s £ 1}
Disipacion de energia
Amortiguador Fe Cd-\’ P
traslacional de
i de
Amortiguador PR P = e’

rotacional di

IE P R TP TR S T PP TRY PRy

T o MR
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entrada y un desplazamiento x de salida, v en ¢l caso rotacional un
par Ty un desplazamiento angular 6.

En esencia, muchos sistemas pueden considerarsc una masa, un re-
sorte y un amortiguador dispuestos en ia manera que mucstra la figu-
ra 2.4. Para evaluar la relacion entre la fuerza y el desplazamiento
del sistema se adopta un procedimiento que s¢lo considera una masa
y las fuerzas quc actian sobre ella. Un diagrama de la masa y las
fucrzas que actiian sobre ésta se conocen como diagrama de cuerpo
libre. Cuando varias fucrzas actiian en forma simultdnea sobre un
cuerpo, su equivalente resultante s¢ puede encontrar mediante adi-
cion vectorial i todas las fuerzas actiian sobre la misma linea o li-
neas paralelas, signitica que la tuerza resultante o neta que actua so-
bre el cuerpo es la suma algebraica. Asi, para la masa en la figura
2.4, si solo se consideran las fuerzas que actiian sobre cse bloque, la
fucrza neta aplicdda sobre la masa es la fuerza aplicada /" menos la
fuerza resultante del estiramiento o compresion del resorte menos la
fuerza del amortiguador. De este modo, segun las ccuaciones [1] y

(2]

Fuerza neta aplicada a lamasam=F —ky —¢v
dv
dr

=F-ky-¢

donde v es la velocidad con la que el piston en el amortiguador y, per
lo tanto, iz masa s¢ mueven. Esta fuerza neta es la fuerza aplicada a
la masa que hace que ésta sc acclere. Asi, al emplear la ecuacion [3]

£

. X
Fuerza ncta aplicada a lamasa =ma=m ey
e

Por lo tanto

F"~.l\:1‘ch:.mdu'tC
de”
md—.f ‘ CE +hkx=F {13]
di® dr

Fsta ecuacion, denominada ecuacion diferencial, describe la rela-
cion entre la fuerza F, de entrada al sistema y el desplazamiento x, de
salida.

En gencral csta ecuacion se escribe de diferente forma, las cons-
tantes m, ¢ v k sc reemplazan por ofras constantes del sistema. En la
ausencia de amortiguamiento una masa mi, en el extremo de un resor-
te oscilaria en forma libre con una frecuencia natural @, dada por

w, = \;‘;( k)
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Sin embargo, el movimiento ¢s amortiguado, sc cmplea un facror de
amortiguamiento relativo §, para definir el grado de amortigua-
miento. Este factor de amortiguamiento relative (vea el capitulo 3
para una cxplicacidn de esta relacion} esta dado por

¢

2y (mk;

Asi, [a ecuacion se convierte en

B [14]

"

Existen muchos sistemas que s¢ forman a partir de la combina-
cion de blogues funcionales del resorte, el amortiguador y lu masa,
La figura 2.54 mucstra el modelo para una mdquina montada sohre
el piso, ¢l cual es una base para el estudio de las perturbaciones del
piso sobre fos desplazamicntos de la bancada de la maquina, Fn la fi
gura 2.5b se ilustra el modelo para la rueda v suspension de un
automovil o camidn que se puede usar para cstudiar el comporta-
miento que se puede esperar cuando ¢l vehiculo se conduce sobre un
camino llerio de baches y, por 1o tanto, como una hase para disediar la
suspension del vehiculo. El procedimiento que se adopta para el ana-
lisis de tales modelos es justamente el mismo que se empled para el
sistema sencillo masa-resorte-amortiguador. Para cada masa en ¢l
sistemna se dibuja un diagrama de cuerpo libre; dichos disgraimas
muestran cada masa de manera independiente sélo con las fuerzas
que actuan sobre cada una de eflas. Asi, para cada masa, la fuerza re-
sultante que actia sobre ¢sta sc iguala al producto de la masa por Ia
aceleracion a la cual estd sujeta.

Para sistemas rotacionales se pueden construir modeclos sintilu-
res. Para evaluar la relacion entre el par v ¢l desplazamiento angular
del sistema ¢l procedimiento que se udopta ¢s considerar s610 un blo-
que de masa rotacional y sélo los pares que actiian sohre esc cuerpo.
Cuando varios pares actilan en forma simultanea sobre un cuerpo, ¢l
par resultante equivalente se puede obtener por la adicion de dichos
pares en la que se tiene en cuenta la direceion de cada uno de ellos.
AsT, un sistema esta formado pov un par que sc emplea para hacer gi-
rar la fmasa sujeta al extremo de un ¢je (figura 2.64), v se puede re-
presentar por ¢l diagrama de blogues funcionales rotacionales de Ia
figura 2.6h. Lista situacion es comparabic a la que antes se analizo
(figura 2.4) para desplazamientos lincales, y se obtiene una ccuacién
similar a aquellas dadas por las ecuaciones (7) v (8), a saber

0B ey (13|
at

160 28d0 5 T [16]
w: drt ow, dr k

donde e, ey 1y frecuencia natural de rotacion y £ el factor de amorti-
guamiento relativo para movimiento angular, definidos como

T b e ML LD A I LRSI
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Ejemplo 1

Obtener la ecuacién diferencial que describe la relacién entre la
fuerza de entrada F, y el desplazamicnto de salida x, para el sistema
de la figura 2.7,

Respuesta

La fuerza neta aplicada a la masa es £ menos las fusrzas resistivas
generadas por cada reserte, Puesto que éstas existen, mediante la
ecuacion (1), kx y k., entonces

Fuerzaneta=F - kx-k.x
Debido a que la fuerza neta hace que la masa sc¢ acclere, entonces,
cinpleando la ecuacion (3)

N

R d-x
Fucrza neta =m—

Por lo tanto

3

md—.'} =F —kx -k,

dt
wSF L ke =F
TR
Ejemplo 2

Obtener la ecnacion diferencial que describe el movimiento de la
masa #1, que muestra la figura 2.8 cuando se aplica una fuerza .

Respuesra

Ll primer paso es considerar s6lo fa masain,, v las fuerzas que actian
sobre ésta {figura 2.9). Existen las fuerzas generadas por los dos re-
sortes. La fuerza gencrada por ¢l resorte de la parte inferior ¢s resul-
tado de la deformacion del resorte; ia cantidad que se deforma es
(x; —x,). Asi, lafuerzaes & (x, —x, ). La tuerza que genera el resor-
te de la parte superior se debe a que el resorte se deforma por
{x, —x;)y, de este modo, la fuerza es &, (x, —x,). De esta manera,
la luerza nets que actia subre 1 masa es

Fuerza neta — & (v, —x) =k, (xy —xy)

Esta fuerza neta logrard que 1a masa se acelere. Por lo tanto

mE =k(x, —x)—k,(x; —x,)
de ) T )
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Pero la fuerza que causa el cstiramiento de resorte de la parte inferior
es F. De este modo,

F=kix, - )

Por lo tanto, la ccuacion se puede escribir como

p;zd%f +h,(x, —x)=F
di- ’

Ejemplo 3

Se emplea un motor para hacer girar una carga. Crear un modelo y
obtencr la ceuacion diferencial respectiva.

Respuesta

Esta es, en esencia, la situacion que describe la figura 2.6a y ¢l mo-
delo correspondiente, el que se describe en la figura 2.6, La ccua-
cion diferencial es la que describe la ecuacion [9], es decir,

Fuerza que generfa el
resorte de la parte superior

-

m.

Fuerza que genera sl
resorte de la parte inferior

Los blogues funcionales basicos de sistemas eléctricos pasivos son
inductores, capacilores y resistores. Para un inductor, la diferencia
de potencial v, a través de éste en cualquier instante depende de la
tasa de cambio de la corriente {(di / d¢) que fluye por €1,

N [17]

donde £ ¢s la inductancia. La dircecidn de la diferencia de potencial
es la opuesta a la direceion de la diferencia de potencial empleada
para hacer fluir ta corriente por el inductor; por lo tanto, se denamina
fucrza contraclectromotriz. La ecnacién se puede rescribir para
obtener

1
= — |vd i8
! L-‘- t (18]

Para un capacitor, la diferencia de potencial a través de éste depende
det carbio de carga g, entre las placas del capacitor en el instante
considerado.

PR TR b A e A S & P L VP T Sy T PR LY

Mg T3

i
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=z [19]

donde C cs la capacitancia. Pueslo que la corriente 7, hacia el capaci-
tor o desde Cste es la tasa a la cual se mueve la carga hacia las placas
del capacitor o desde éstas, es decir,

_dg
ds
entonces la carga total g, entre las placas del capacitor estd dada por
g = Jid!
v asi, la ecuacién (19) se puede escribir cono

1
V:EJMI |20}

De otro medo, puesto que v = ¢ / C, entonces
dv 1 dg

A Cdr

y asi, debido a que i =dg / dv, entonces

i=C=— 21
" [21]

Para un resistor, la diferencia de potencial v, a través de éste en
cualquicr instante depende de Ia corriente 7. que fluye por &l.
v=R{ [22]

donde & es la resistencia.

Tanto el inductor como el capacitor almacenan energia, la cual
puede liberarse después. Un resistor no almacena energia, sélo puc-
de disiparla. La energia que almacena un inductor cuando hay una
corricnte / es

E=1L} 23]

La energia que almacena un capacilor cuando hay una diferencia de
potencial v, a través de éste es

E=1Cv [24]
La polencia P, que disipa un resistor cuando hay una diferencia de
potencial v, a través de éste eg

P=_y [75]

Latabla 2.2 resume las ccuaciones que definen las caracteristicas

de los blogues funcionales eléctricos cuando ¢} la entrada ¢s corrien-

te y la salida es una diferencia de poteneial, v £) cuando Ia entrada es
una diferencia de potencial v la salida ¢s una corriente.

HE
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Tabla 2.2 Caracteristicas de los bloques funcionales eléctricos

Blogue funcional Ecuacidn descriptiva Energia almacenada’
a) b) potencie disipada

Energia almacenada

i
Inductor v=L— i——|vde  E=4Lr
df L- -
. [ . dy s
Capacitor v:—Jidf i-C— E=iCy
C de h
Energla disipada
Resistor v=Ri j=— P= _1‘;3
R R

Las ecuaciones que describen como se pueden combinar los blogues
funcionales eléctricos son las leves de Kirchhaff, 1as cuales s pue-
den expresar come:

&) Leyl. Lacomriente total que fluye hacia una unidn es igual ala
corriente total que Nuye desde esa unién, s decir, la suma alge-
braica de las corricntes en la union es cero.

by Ley 2. Enuncircuito cerrado o malla, la sumaalgebraica de las
diferencias de potencial a través de cada parte del circuito es
igual a la fucrza electromotriz (f.c.m.) aplicada.

Una forma convenicnte de utitizar la ley 1 es ¢l llamade analisis de
nodas, puesto que Ia ley se aplica a cada uno de los nodos principales
de un circuito; un nodo es un punto de unién ¢ conexidn entre blo-
ques funcionales o clementos del circuito y un nodo principal es
aquel en ¢l que se encuentran tres 0 més ramas del circuito. Un moda
convenicnte de utilizar laley 2 cs ¢l Hamado andlisis de mallas, dado
que la ley se aplica a cada una de la mallas; una malla es una trayec-
toria corrada que no contiene ninguna elra traycctoria cerrada.

Para ilustrar el uso de estos dos métados de andlisis para generar
rclaciones funcionales, considere el circuito que muestra la figura
2.10. En este ejemplo ilustrativo todoes los componentes son resisto-
res. Con ¢l analisis de nodos se elige un nodo principal, punte A dela
figura, cuyo voltaje esta dudo por un valor v, con referencia a otro
nodo principal que se haya elegide como referencia. En este caso
conviene elegir al nodo B como la referencia. Asi, se consideran 1o-
das las corrientes que cntran vy salen del nodo A, y cntonces, de
acuerdo con la primera ley de Kirchhoff,

=1t

La corriente que pasa por £, es i, y pucsto que la diferencia de paten-
cial a través de R, es (v — v, ) Lnlonees

PR =V,

FI s s s raky Sna bl 4vaind e

i~

sk
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Figura 2.11 Circuito para iiustrar el
analisis de mallas

La carriente que pasa por R, es 7, y, dado que la diferencia de poten-
cial a través de R, es v,, entonces

LRy =v,

La corriente #; pasa por R, en seric con R, y hay una diferencia de
potencial de v, a través de la combinacion. Por lo tanto,

LR+ Ry —v,
Asi. af igualar las corrientes, sc obtiene

V- V_\ 3 3

PR

&)

+—_—
. RO+R,

Para ilustrar el andlisis de mallas para cl circuito que representa la
figura 2.10, a menudo conviene suponer que hay corrientes que cir-
culan en cada una de la mallas en la forma quc muestra la figura
2.11. Entonces sc aplica la segunda ley de KirchhofT en cada malla,
De este modo, para la malla en la que circula la corriente i, pucsto
que la corricnte que pasa por B, ¢s i y pot R, (i, —1.), entonces

v AR (1 - )R,
1'=ll[(RL I Rz)fiﬂRﬁ

De medo similar, para la malla en la que circuia 7., pucsto que no
cxiste fuente de fe.m., entonces

O=5LR, +LR, = (i, —i)R,
Al reordenar 1a ecuacion, se obtiene
LR, +R, +R,)=1iR,

Por lo tanto, al sustituir 4,, a partir de esta (ltima ecuacion, en la
ecuacion de la primera malla se tiene

Rf
V=R +R) - ——2
Ry TR, +R,

b BB, +RR, +RR, +R,R, +R,R))
R, +R, +R,

En general, cuando el niimero de nodos en un cirenito es menor que
¢l mimero de mallas es mds sencillo emplear el analisis de nodas.

Un sistema eléetrico sencillo consta de un resistor y un capacitor
en serie, como mucsira la figura 2.12. Al aplicar la segundu ey de
Kirchhoff a la malla del circuito resulta

;= I
V=ve D Ve

donde v, es la diferencia de potencial a ravés del resistor y v, la di-
ferencia de potencial a través del capacitor. Puesto que el circuito
sdlo ticne una maila, !a corriente que pasa por todos los elementos
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del circuilo sera la aisina, {0 St la salida del circuito es Ta diferencia
de potencial a través det capacitor, v, entonces, de acuerdo con las
ecuaciones [21]y [22],v, =iRei=C{dv, 7 ds),

V=R 4 v,
. :RC%‘{TC " [26]

Esta ecuacidn establece 1a relacion entre la salida v y la entrada v
La figura 2.13 muestra un sistema resistor-inductor-capacitor. Al
aplicar la scgunda ley de Kirchhoff a la malla de este circuito

V= ‘1'1"[' +VC

donde v, v, ¥ v, son las diferencias de potencial a través del resis-
tor, inductor y capacitor, regpectivamente. Puesto que solo existe
una matla, la corriente 7 scrd la misma para todos los elementos del
circuito. Sila salida del circuito es la diferencia de potencial a través
del capaciior v, entonces, de acuerdo con das ecuaciones [21] v [17],
v, =iRyv, =L{di/dr}

v=iR +LE+1'C
di

Pero, de acuerdo con la ecuacion [22]
= e
dr
De este modo
di :Cd(dvc /dn) o d*v,.
dr i dr?

Por o tanto

v=RC

e pedlve 27]
.

+LC
d

La figura 2.14 muestra un circuito eléctrico con dos matlas. Pri-
mero se aplica ¢l andlisis de nodos para determinar la relacion entre
la diferencia de potencial a través del capacitor v y el voltaje de en-
trada v. El punio A de la figura 2.14a se elige como un nodo conun
potencial v, en relacion al nodo B. Para el nodo A

=i+ (28]
Ladiferencia de potencialatravésde R es (v v, ), de esta manera
iR =v-vy

La diferencia de potencial a través d¢ C| ¢3 v, por lo tanto, la ccua-
cidn [21] da por resultado

M PR E R WCNA S 0
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dv
=0 —
ds
Lacorriente i, produce un aumento en la diferencia de potencial v, a
través de ', por lo tanto, la ecuactén [21] da
dt

L=C,
Por lo que la condicidn para las corrientes cn ¢l nodo A, ccuacion
[28], se convierte cn

;- d¥ dv .

e, Mo [29]
R, dr de

La diferencia de potencial a través de la combinacién en serie de R,
y C, es v, porlo tanie

v, =LR, +v,

dv,.

v, = R0, — +v,.
dr

Al diferenciar csta ccuacion se obtiene

dlﬁﬁR [ dzv(' _;.dii

R
Por lo tanto, al sustituir v, y dv, /d en la ccuacion [29], da por resul-
tado
2R e ve o e g o TV dve

R, R & R s dr’ dr
Por lo tanto
d?v, (R,Cl +RC,+R.C, def 1
H—_— +

e
di? RR,CC, Jdt RR.CC,

Yo

v

- (30]
RIR3C1C2

La ecuacién anterior también se puede obtener mediante el andli-
sis de mallas del circaito, como en la figura 2.145. Para la malla con
corriente ¢, la segunda ley de Kirchhoff da por resuitado

. 1.
v=iR, +a I(Il ~1,)dt
Esta ecuacién se pucde reordenar para obtener

1 ] ;
ViR +— |§dt —— i, de [31]
14 C: I | Cz _I. b
Para la malla en la que circula la corriente £y, la segunda ley de Kir-
chhoff da por resultado

“

. Lo .
0=4LR, 1 v, +F [(z2 —i)d¢
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Esta ecuacion se puede reordenar para obtener

O= iR, + v+ [idr = Jiar 132]
¢, o
Por lo tanto
e dv,
Y
i’ 1
= E: jf: dl'

entonces, la ccuacion (32 se puede escribir como
dv Cyv 1 ¢.
0=R,C, (+\'C+'—C——J.rldt
¢ G
Al diferenciar esta ccuacion s¢ obtiene
d? Ve dvc C,dv. 7§

i @ C @ C

0=R,C,

Por 1o tanto

w(C, 1o B dv-
dr

Con esta tltima ceuacion, al sustituir §, en la ecuacidn (31) da

»_RRCC‘“ +R(C, C)—Tiecdd“f
i
I 7{ @
(-z
Pero
\'C=L[i,dt

c,
Por lo tanto, al reordenar, esta ecuacion se convicrie ¢n
div. (RO +RC,+R,C, Yy, 1
=+ = — =+
at L RRCC, dt  RR,CC,

Ve

Vv

- CRR,CC:

L]

la cual es idéntica a la ccuacion (30) que se obtuvo mediante el andli-

J\ sis de nodos.
v T/kr/l L v,

b Ejemplo 4

Obtener la relacion entre la salida, la diferencia de potencial a traves
del inductor, v, , ¥ la entrada v, para el circuito que muestra la figura
Figura 2.15 Ejemplo 4 2.15.

e

RS o B DS I & O ST S T

[P
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TATatavas

R i Ad
iy I
f V)
v I L c = V.
‘ ] =

8

Figura 2.16 Ejemplo 5
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Figura 2.17 Ejcmplo 5

Respuesta

Alaphicar la scgunda ley de Kirchhoff a la malla del circuito, s ticne
entonces

V= VR -+ \"‘._
donde v, es la diferencia de polencial a través del resistor R y v, la
diferencia de potencial a través del inductor. De acuerdo con la ecua-

cion [31], v, =R, entonces

y=IiR +v,
e acuerdo con la ecuacion [18], se tiene
.
I=— j\f‘, dr
L
entonces
R
v=— _[vj._ dr+v,
L
Ejemplo 5

Obtener la relacion entre la salida, la diferencia de potencial a través
del capacitor C'de v, y 1a entrada v para el circuito que muestra la fi-
gura 2,16,

Respuesta

Alemplear el analisis de nodos, el nodo B se clige como nodo de re-
ferencia v el nodo A tendrd una diferencia de potencial v, con refe-
renciaa B. Sialnodo A scaplica laley 1 de Kirchhoff da por resulta-
do

L =4 5
Pero
{1 - ¥V = V_f
R
.1
i, =— J.V_.; dr
L
L dv
i = CL
dr
Por lo tanto
VoV ij dr o8
R L de
Pero v. = v,. Por lo tanto, al reordenar se obticne,
d
verc ey LB 4 [33]
dr L

La respuesta también s¢ puede cbtener mediante el analisis de ma-
las (figura 2.17). Asi, para la malla en la gue circula la corriente J,
se tiene
) di, =4,
V:R1,+L—-*—(J 2 [34]
dr
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Para la malla cn la gue circula 1a corriente £

LY (35]
dt
Por lo tanio
dgi, -1 dii, — iy
NP Gt VIGE {36]
dz dr
Asi, la ecuacion (34) se convierte en
v=RI + Ve [37]

Al integrar la ecuacion (36) se obticne

Il’(- dr =L, - i}

Pero
i,=C d—‘(f
dt
Por lo tanto
[yedi=-LC S Ly
de
y asi
d .
- fyodrc e
L ds

De este modo, al sustituir § en iz ccuacién 37)

R adve o
‘—IJ‘L‘L1[+AC?“’<

12 cual es la misma que la ccuacion (35} que se obtuvo mediante ¢l
analisis de nodos.

[os bloques funcionales para sistemas eléetricos y mecanicos tienen
muchas similitudes. Por ejemplo, el resistor ¢léctrico no almacena
energia sino que la disipa, siendo 7 la corriente que pasa por el resis-
tor v que s¢ eXpresa cono

donda R ¢s una constante, y la potencia P disipada estd dada por

pP=_

La analogia mecdnica del resistor es ¢l amartiguador. Este elemento
{ampoco almacena energia, la disipa; la relacion entre la fuerzn v
lu velocidad v, esta dada por

FF=cv
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Figura 2.18 Analcgias mecanica
y eléctrica

Tabla 2.3 Bloques funcionales andlogos cléctricos y mecanicos

Eecuacion Energia/
Blogue fimeional descriptiva polencia Ca*
Almacenamiento de energia
i
Inductor [=— [udt E=11p 1
L ° L
: . |
Resorte traslacional Fokx=k J"df E e i
. - 17
Resorte torsional =kt =k.[wdf E oy 3
. . . dv .
Capacitor i=C— E=1Cv ¢
de
Masa F= md;‘:'- = mQ E=2m m
de* dr °
. d's  dw .
Momento de inercia F=i—=7- E= i 7
dr* dr
Disipacidn de energia
R 1, 1
Resistor i= P=—y —
R R R
Amortiguador traglacional F=cv P=cv -
Amortiguador rotacienal T=cw P=ca’ ¢

* Constante analoga

donde ¢ es una constante, v P, la potencia disipada esta dada por
P =cv’

Ambos conjuntos de cousciones presentan formas similares. Al
compararlas, si se toma la corriente como una cantidad analega a la
fuerza, entonces la diferencia de potencial es analoga a la velocidad
v la constante ¢ del amortiguador es el reciproco de la resistencia, es
decir, (1/R). Estas analogias entre corriente y fuerza, diferencia de
potencial y velocidad se mantienen para otros blogues funcionales.
La tabla 2.3 presenta las ccuacioncs andlogas.

Considere la analogia eléctrica para dos resortes en serie, como
muestra la figura 2.18a4. Cuando la fuerza F'se aplica al arreglo, en-
tonces la fuerza que actia sobre cada resorte es la misma, a saber F,
Elcquivalente cléetrico de la fucrza cs la corricnte ¢ y los cquivalen-
tes de los resortes sou inductores. Puesto que cada uno de los resor-
tes experimenta la misma fuerza, entonces debera fluir la misma
carriente por cada une de los inductores. Esto sdlo puede ser si los
inductores equivalentes estan en serie {figura 2.185). Para el resorte
I el equivalente de k| cs unainductancia del/ L para el resorte 2, k,
cs cquivalenteal/ [,

Para dos resurtes en paralelo (lgura 2.19a), la fuerza que cxperi-
menta cada une de ellos debe serigual a la fucrza total £, es decir,
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F=F+F
La equivalencia de esto es

i=h+15
De este modo, la corriente total debe ser iguzal @ la suma de las co-
rrientes que fluyen por los inductores equivalentes. Esto sélo puede
ser cuando los inductores estan en paralelo {figura 2.198). Para el re-
sorle 1, el equivalente de 4, es una inductancia del/ L, para el resor-
te 2 k. es equivalente al/ L,.

La figura 2.20q muestra un sistema mecanico formado por un re-
sorte y una masa. La fuerza neta que actila sobre la masa es

Fuerza neta que actua sobre la masa
— I — Fuerza neta generada por el resorté

De cste mode

F = fuerza neta generada por el resorte
+ fucrza neta que actia sobre la masa

Esto tiene un equivaiente elécirico, puesto que un inductor es equi-
valente a un resorte y un capacitor a una masa, de

i =corriente que pasa por el inductor
+ corriente que pasa por el capacitor
Esta situacion solo se da si los componentes estan en paralelo. Asi, Ia
analogia eléctrica es como muestra la figura 2.205.
La figura 2.21 ilustra un sistema mecénico formade por un resor-
te, un amertiguador v una masa. La fuerza neta que actia sobre la
masa cs

Fuerza neta que actiia sobre la masa = [~
— fuerza generada por cl resorle
— fuerza generada por el amortiguador

F =fuerza neta que actua sobre la masa
+fuerza generada por ¢l resorte
+fuerza generada por el amortiguador
Este sistema tiene un equivalente cléetrice, puesto que un inductor
es equivalente a un resorte, ull capacitor a una masa y un resistor a un
amortiguador, de

i =corriente que pasa por el capacitor
+ corriente que pasa por ¢l inductor
+corriente que pasa por el resistor

Esto solo puede ser si los componentes estan en paralelo. De este
modo, la analogia eléctrica se muestra en la figura 2.215.

La analogia entre corricnte y fuerza es una de Tas mas utilizadas.
No obstante, s¢ pueden estublecer otras analogias cnitre diferencia de

potencial y fuerza.
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Rama 1 ‘ Rama 2
c, !
Masa m
F
Figura 2.22 Ejemplo 6
S 1
121k ¢ |
; >
! C=m — NR,=1¢,
K.=1lc
Rama i Rama 2
Figura 2.23 Ejemplo 6
Blogues funcionales de
sistemas fluidicos
Entrada, Bloque Saiida,
—»—— funcionalde un [——a—
razon de flujo | sisterna fluidico | diferencia
valumelrico de presion

Figura 2.24 Bicque funcional de
un sistema fluidico

Figura 2.25

istencias

Ejemplos de

draulicas

Ejemplo 6

Dibujar ¢l circuito cléctrico equivalente al sistema mecénico que
ilustra la figura 2.22.

Respuesta

Sobre el resorte &, v ¢l amortiguador ¢, actda Ja misma [uerza, de
modo que en el circuito eléctrico equivalente debe fluir la misma co-

rriente por los componentes equivalentes, un inductor y un resistor.
La fuerza neta que actua sobre la masa es

Fuerza neta que actia sobre fa masa = 7
—fuerza generada por la rama 1
— fucrza gencrada por la rama 2

Por lo tanto

F =fuerza neta que actia sobre la masa
I fuerza generada por la rama !
+fuerza generada por la rana 2

Fl equivalente eléctrico de la wasa s un capacitor. El componente
en la rama 2 es un amortiguador y su equivalente eléetrico ¢s un re-
sistor. Por lo tanto

i —corriente que pasa por el capacitor
+coriente que pasa por la ramu |
+ corriente que pasa por el resistor 2
El capacitor, la rama 1 y i resistor 2 deben estar cn paralelo. Por o
tanto, ¢l circuito es como muestra la figura 2.23,

En sistemas de flujo de fluidos existen tres bloques funcionales, los
cuales se pueden considerar cquivalentes de la resistencia, fa indue-
tancia y iz capacitancia, Para estos sistemas (figura 2,24) la entrada,
el equivalente de la corriente eléctrica, os la razén de flujo volume-
trico g, v a salida, el equivalente de la diferencia de potencial
eléctrico, es lu diferenciy de presiones, (p, — p, ). Los sistemas [ui-
dicos s¢ pueden considerar en dos categorias: los Aidrdidicos son
aquellos en los que ¢l fluido es un liquido que se considera incom-
presible y los newmaticos son les que su fluido es un gas que puede
ser compresible y presenta cambios de densidad.

La resistencia ridraulica cs la resisteneta a fluir que sc presenta
cemo resultado de un Mujo de liquide a través de valvulas o cambios
de didmetro de las tuberfas (figura 2.23). Ta relacién entre 1a razon
de flujo volumétrico ¢ del liguido a traviés de un elemento resistivo v
la resultante diferencia de presiones (p, — p.)es

p=p.=Rq [38]

donde R es una constante Hamada resistencia hidrdulica. A mayor
resistencia hidraulica mayvor es la diferencia de presiones para dar
una razdn de flujo.

Cupacitancia hidrawlica os ol iérmino que se cmplea para deserd
bir el almaccnamicento de energia con of Hguido, donde Esta se alma-
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cena en forma de cnergia potencial. La altura de liquido en un conte-
nedor (figura 2.26), que se denomina carga de presion, ¢s una forma
de dicho almacenamiento. Para esla capacitancia, la tasa de cambio
del volumen Ven el contenedor, es deeir, dF/ds, es igual a lu diferen-
cia entre larazon de fluje ¢, a la que el fluido entra en el contenedor,
y la razén de flujo ¢, a la que deja el contenedor.

_4r

77 dr

Pero ¥ = 4k, donde A es el arca de la sece1én transversal del conte-
nedor v /1 la altura del fluido en &l Por lo tanto
yog, o)
dt df

Pero la difcrencia de presiones entre la entrada y la salida cs p, donde

p=hpg
donde p es la densidad del liquido y g Ta aceleracion debida a la gra-
vedad. Asi.

dip/pg) A d
g -q,=4 P&l L3P
de pe dr

si sc considera que el liquido cs incompresible, es decir, su densidad
no cambia con la presion. La capacitancia hidraulica C sc define
como

= [39]
pL
De este modo,
d
g -g.=C® [40]
dr

Alintegrar esta ecuacion se obtienc

1
= —4.)d 41
P Cj(q\ q;)dt [41]

La inerrancia (inercia) hidrdulica es ¢l equivalente a la inductancia
en sistemas eléctricos 0 a un resorte en sislemas mecanicos, Para
acelerar un fluido v asi incrementar su velocidad se Tequiere una
fuerza. Considere un blogue de liquido de masa m (figura 2.27). La
fuerza ncta que acitia sobre el liquido cs

F-F =pd-pAd-{p - p)d

donde (p5 — p.)es [a diferencia de presiones y /f es el drea de la sec-
cidn transversal, La fuerza neta propicia que la masa se acelere con
una aceleracion a, y asi

(p.—p.)d=mu

Pero a es la tasa de cambio de 12 velocidad dv/ds, por lo tanto
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(p—p)a= mdl
dr

Pero la masa del liquido considerado tiene un volumen AL, donde 7.
es la longitud del bloque de liquido o la distancia entre los dos pun-
tos en el liquido donde se miden las presiones p, y p,. Si el liquido
tiene una densidad p, entonces m = Alp, y asi

du
(o - P = ALpSY
di
Pero la razén de flujo volumétrico g = Av, por lo tanto

d
(py~ p)A :Lp_q
de

d
pop =I5 [42]
dr
donde a inertancia hidrdulica 7 se definc como
=tr [43]

A

Con sistemas neumaticos los tres bloques funcionales son, al
igual que en sistemas hidraulicos, resistencia, capacitancia ¢ inertan-
cia. Sin embargo, los gases difieren de los liquides en que los prime-
ros son compresibles, es decir, un cambio ¢n la presién causa un
cambio en ¢l volumen y, por lo tanto, en la densidad, La resisfencia
neumdtica R se define en términos de la razén de flujo masico myla
diferencia de presiones (p, — p,) como

p—py=Rm [44]

La capacirancia neumatica C se debe a la compresibilidad del
gas, de manera muy parecida a la compresion de un resorte al alma-
cenar energia. Si hay una razén de flujo mdsico /», que cntra al conte-
nedor de volumen ¥y la razén de flujo mésico m, que salc de éste,
enlonees la razon a la cual esta cambiando la masa en el contenedor
es

Tasa de cambio de la masa en ¢l contenedor = m, ~ r,

Si ¢l gas cn ¢l contenedor tiene una densidad p, entonces la tasa de
cambio de la masa en el contenedor es

dip¥)
dr

Tasa de cambio de la masa en el contencdor =

Pero tanto p como ¥ pueden variar con el tiempo. Por lo tanto

pdV Vo
di

Tasa de cambiode la masa en el contenedor =
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Pucsto que (d¥/dsy = (dV /dp)(dp/de) y para un gas ideal p” =m RT,
en consecuencia p — (m/VIRT = pRT vy asi dp/dr = (VRT Y{dp/dt),
entonees
ra
Tasa de cambio de Ia masa en ¢l contenedor = g2 drdp + L— @
dp dr  RT &

donde R es la constante de los gases y T, la temperatura, la cual se su-
pone constante ¢n fa eseala Kelvin. De este modo

o v ¥ dp
Wy -y = p— o — |-
dp  RT Jdt
La capacitancia neumatica por ¢l cambio en el volumen del contene-
dor C, sc define como
dr
CL =N— [45]
dp

y la capacitancia neumatica debida a la compresibilidad del gas C,
se define como

¥
C,=— 46
2 =T [46]
Por lo tanto
my —nt, =(C) Cz)d—p 147]
- ds _
0 bien
i . .
-p, = i, — h1, ydi 48]
PP C,+c:j( itz [

La ineriancia (inercia) neumdiica sc debe ala caida de presion nece-
saria para acelerar un bloque de gas. De acuerdo con la segunda ley
de Newton

d(mv
Fuerza neta = dlmv)

d
Puesto que la fuerza es provista por la diferencia de presiones
{(p — p,), entonces si 4 es el area de la seccion transversal del blo-
que de gas que se acelera

d(mv)

dr
Pero s, la masa del gas que se acelera, es plA, donde p es la densi-
dad del gas y L la longitud del bloque de gas que se acelera. Pero la
razén de flujo volumétrico ¢ = Av, donde v es la velocidad. De esle
modo

(o - P:)A =

mv=pLA(g/A)=plLg
y asi

(p pa=1%72)
dr
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Pero i = pg v, de este modo

p— P = — [49]
siecndo la inertancia neumatica

== [50]

Latabla 2.4 muestra las caracteristicas basicas de los bloques fun-
cionales fluidicos, tanto hidraulicos como ncumaticos, y los blogues
funcionales ¢léctricos andloges, Para los sistenas hidraulicos 1a ra-
zon de flyjo volumetrico v para sistemas neumdticos la razon de flu-
jomidsico son analogas a la corriente eléctrica en sistemas eléetricos.

Tabla 2.4 Bloques funcionales analogos fluidicos v cléctricos

Ecuacidn Energias
Blogue funcional  deseripiiva putencia CA*
Almacenamiento
de energia
1 s 1
; i=—|vds E=iLi —
Inductor 7 J 3 B
Inertancia p 1 J‘(p ~p e E=lif 1
hidraulica L v ? L
Inertancia e . [ |
nm=— —p. )di Io= i —
neumética L J(P‘ p:) : I
o .
Capacitor f-C— F=1¢v o
dr
R dip - p, A ] )
cdp%Clentld g-C Up-p) L=1C{p—p ) C
hidréulica dr
Capac,il_uncia = Cd(!’\ -p:) E=1C(p p,Y o
neuinarica dr - -
Dvisipacion
de energia
Resi Y P 1, H
Clor = =y 2
esi5LloT 7 7 I
Resistencia (rp-pr) 2 !
= : P=—1(p—p -
hidraulica TR R
Rcsist‘cr.lciu = (»n-p) b=ty 1
neumatica - R

* Constante andlega.
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Tanto para sistemas hidraulicos como neumaticos Ia diferencia de
presiones es andloga a la diferencia de potencial en sistemas eléctri-
cos. Las inertancias y capacitancias hidraulicas y ncumaticas son
elementos que almacenan energia v la resistenele tanto hidréulica
como neumatica son disipadores de energia.

La figura 2.28 ilustra un sistcma hidraulico sencillo: un Hyguido entra
y sale de un contenedor. Dicho sistema se puede considerar como un
capacitor, el liquido en el contenedor, con un resistor, fa vilvula. La
ingrtancia se¢ pucde despreeiar puesto que las tasas de cambio de flu-
Jo son muy lentas.

Para cl capacitor, scgun la ecuacion (40) da por resultado

dp
dr

Larazon de tlujo ¢. a la cual ¢l liquido sale del contenedor es igual a
la razdn de flujo a ravés de la valvula, De este modo, para el resistor,
la ecuacion (38} da por resultado

g, =g, =C

p=Rq,
l.a presidn se debe a ia altura del liquido en el contenedor. Asi, al
sustituir ¢, en la primera ecuscion se obtiene
-F-c dp
R de

Puesto que p = fipg, donde p es la densidad del liquido y g la acelera-
cidn debida a la gravedad, entonees

q,

_tor _ - 8pg)
R dr
y debido a que C' = 4/pg, entonces

L

=4 @ + M
dt R

Esta ecuacion describe como la alwra del lignide en ¢l contenedor

depende de la tasa de entrada del liquido en el contenedor.

Un cjemplo de un sistema neumatico sencillo es un fuelle (figura
2.29). La resistencia la proporcicna la censtriccion que restringe la
razon de flujo del gas en el interior del fuelle v la capacitancia es pro-
vista por el propio fuelle. La inertancia se pucde despreciar debido a
que los cambios en la razdn de flujo son lentos.

Larazdén de flujo masico men ¢l interior del fuelle estd dada por la
ecuacion (44) como

7, (51

2P

= [52]
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donde p, es la presidn antes de la constriceion y p, la presion des-
pués de la constriceion, es decir, la presion en el fuelle. Todao el gas
que fluye hacia el interior del fuelle permanece dentro de éste, al no
haber salida en el fuelle.

La capacitancia del fuelle estd dada por la ecuacion (49) como

dp,
dt

iy — i, — (G, +Cy)

Pero iy, es la razén de flujo masico #: dada por la ecuacion (52) y
puesto que no hay salida de gas del fuelle, m, es cero. De cste modo,
al usar el valor para la razon de flujo masico dada por la ecuacion
(52),

PP . dp,
L= (C +C
R (CirC) dr
Por lo tanto
dp,
m=RC+C 4 p, [53]

Esla ccuacion describe como la presion p, en el fuelle varia con el
tiempo cuando hay una entrada de presion de p,.

El fuelle se expande o contrae como resultado de les cambios de
presion dentro de éste. Un fuelie es una forma de resorte y se puede
escribir para relacionar la fuerza F que causa una expansién o con-
traccion y el resultante desplazamicnto x

Foe=hx

donde k es la constante de resorte del fuelle. Pero la fuerza / depen-
de de la presion p,, con p, = F/ 4, donde A es el drea de la seccion
transversal del fuelle. De este modo,

pyA=F =kv
por lo tanto, al sustituir p, en la ecnacidn (53) se ohtiene

kEdx &
=R(C, +C,)——+— 54
I (o J/ldf Ax [54]

Esta ecuacion describe ¢c6mo la extensién o contraccion del fuclle
cambia con el ticmpo cuando hay una entrada de presion p,.
La capacitancia neumatica debida al cambio en el volumen del
contenedor C, estd definida por la ecuacion (45) como
dv
Ci=p-—
dp,
Puesto que V' = A x, entonces
dx
C=pA—
dp,
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Altura en algln
instante

| h B - Altura inicial
T

: ht .
‘ ‘ o - Densidad p
|

Figura 2.31 Ejemplo 8

dh
g, — =4 5 2
s — 43 Yy
Larazon a la que el liquido sale del contenedor ¢ es igual & la razén
de flujo a la cual deja fa vdlvula R, Asl, para el resistor la ecuacion
{38) da por resultado

[59]

=Ry,
Ladiferencia de presiones p en los dos lados de la valvula son hpg v
0, suponiendo que el liquido sale a la presion atmosférica. Asi

hpg=R,q, [60]
Al despejar el valor de ¢, de esta ecuacion y sustituirfo en Ja ecua-
cion (59) sc obtiene
h, dh, )
PRy G 61]
R, T

2

Al sustituir ¢, de la ecuacidon de la vilvula, ecuacidn (57), da porre-
sultado

(h\ - h_' Pg _ thg =4 dhz

R R,

[62]

Esta ecuacion describe como cambia ia altura del liquido en el
contenedor 2. De esta manera, las ecuaciones (58) y (62) describen
las variaciones de altura en los dos contenedores.

Ejemplo 8

La figura 2.31 ilustra un tubo en U que contiene un liquido. Obtener
una expresion que indique cémo variard con ¢l tiempo la diferencia
de altura cuando se incrementa la presion sobre el liquido enuno de
los extremos, v dibujar el diagrama del circuito que seria ¢! sistema
eléctrico equivalente al sistema hidraulico.

Respuesia

Cuando no exisle diferencia en las presiones, el liquido cn ambos ex-
tremos cstd a la misma altura. Si s¢ presenta una presion p (siendo
¢sta la cantidad a la cual la presidn sobre et liguido en un extremo ¢x-
cede a la que se tiene sobre el liquido cn ¢l otre extremo, denomina-
da presion manoméirica, cuando ¢l otre extrema estd abierto a la at-
mosfera) entonces se cmpieza a presentar una diferencia de alturas /i
entre el liquido en los dos extremos. En cualquier instante la diferen-
cia de presiones p entre los dos cxtremos debe serigual a la caida de
presion total a través del sistema. Se pucde considerar que el sistema
tiene inertancia, resistencia y capacitancia y asi p es igual a la suma
de las caidas de presion debida a cada uno de éstos. La caida de pre
sion debida a la incrtancia estd dada por la ecuacion (42) como

, ., d
Caida de presion = [ &
dr
donde g es la razon de flujo voluméirico del liquido de un extremo al

otro. La caida de presion debida a la resistencia esta dada por la
ecuacion {38) como



Figura 2.32 Ejempio 8

Blogues funcionales de
sistemas térmices

Biogues funciunales de sistemas lermicos 63

Caida dc presidon = Rg

La cuida de presion debida a la capacitancia estd dada por la ecua-
cion (41} como

. 1
Caida de presion = — ¢ dt
ol

Puesto que p es 1gual a la suma de las caidas de presion,

dyg |
p:]—"+Rq +— Jth
ds C
E! volumen del liguide que Ruye de un extremo 4 otro cuando hay
una diferencia de aluras de 27 es A4, puesto que la alrura de liquido
/i enun extremo se considera que s¢ ha movido al otre extremo para
producir esta diferencia enaltura. Asig, larazénalacual el volumen
del liquido se mueve de un cxtremo a otro, es d(A#)/de. Por lo tanto
d*h dhi A4
p=ld——=+Ra— + = di
de- dr C
Pero lu diferencia total en altura entre los dos limites es 24, Asi,
pucstoque [ =pLlidyC=Apg
d dii
p=pL——+RA— +2hpg
de~ dr
El sistema tiene caidas de presion debidas a la inertancia, regis-
tencia y capacitancia, las cuales se suman. El equivalente eléetrico
de esto s la adicion de las diferencias de potencial a través de un in-
ductor, un reststor y un capaciter. Esto significa que los tres compo-
nentes estan en serie. El circuito ¢s como muestra la figura 2.32,

Solo existen dos bloques funcionales basicos para sistemas térmi-
cos: resistencia y capacitancia. Solo hay flujo de calor neto entre dos
puntos si hay una diferencia de temperaturas entre ellos. El equiva-
lente eléctrico de esto es que fluye una corriente neta f entre dos pun-
tos si hay una diferencia de potencial v entre dichos puntos; 1a refa-
¢idn entre la corriente y la diferencia de potencial es

Se puede utilizar una relacidn simitar para definir la resisrencia tér-
mica R.Si g eslarazon de flujo de calor y (7, - T, ), la diferencia de
temperatura, entonces
(I; -1)
g= I S [63]
R
Elvalor de la resistencia depende del modo en of que se fransfiere el
calor. En la conduccion a través de un sélido, para conduccion unidi-
receional
(T, - 1.}
g = Ak (—‘7—

ZiW

R e s E s SR R SR

R

A
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donde 4 es el drea de i seccion transversal del material a traveés del
cual se conduce el calory 7., 1a longitud del material entre tos puntos
cuyas temperaturas son 7, v 15. La conductividad térmica cs k. Por lo
tanto, al comparar esta ecuacion con la ecuacion (63) se obtiene

L
R=" [64]
Ak
Cuando la transferencia de calor es por conveccion, como se lleva a
cabo ¢n liquidos y gases, entonces

g =dAWT, - T)

donde 4 es el area superficial a través de Ia cual existe ia difcrencia
de temperaturas y £ el coeficiente de transferencia de calor. De este
modo, al comparar csta ceuacion con la ecuacidn (63) sc obtiene

1
R=— 65
Iy (651

La capacitancia térmica es una medida del almacenamiento de cner-
gia interna en un sistema. De este modo, si la razén de flujo de calor
en ¢l interier de un sistema es ¢, v la razdn de flujo de calor gue sale
es ¢,, entonces

Tasa de cambio de la energly interna = ¢, — g,

Un incremento en la energia interna significa un incremento cn fa
temperatura. Por [o tanto

Cambio en 1a energia interna = mc x cambio en la temperatura
donde m es la masa v ¢ la capacidad calorifica especifica, entonces

Tasa de cambioen la snergia intcrna =
nic = tasa de cambioen la temperatura

De este modo
q,—q, = mcg
o di

donde d7/dt es lu tasa de cambio en la temperatura. Lsta ecuacion se
puede escribir como

dr
g =cYE 66
IR ER Sy (66]
donde C es la capacitancia térmica.
C=mc 167]

Latabla 2.5 presenta una comparacion de fos bloques funcionales
térmicos y eléctricos. No existe equivalente térmice al inductor eléc-
trico. T.os resistores eléctricos disipan encrgia, transforméndola en
calor. La resistencia térmica no se puede describir como un disipa-
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Tabla 2.5 Bloques funcionales analogos térmicos y cléciricos

Ecuacion Energias
Blogue funcional descriptiva potencia CA*
Almacenamiento de energla
dv B
Capacitor i=C— =10 N
p 4 2 C
. . . dr )
Capacitancia térmica g~ g, = C; E=CT c
v 1 1
Resist i=— P=—yr
sistor 7 7 R
(T-11) (h-T) 1
Resistencia férmice = = P=g= - —
esistencia férmica q 7 / z 7

* Canstante analoga

dor de energia, pero describe la consccuencia de que haya una dife-
rencia de temperaturas, describiendo solo el flujo de calor.

Considere un termémetro a una temperatura T que se sumerge ¢nun
liquido que estd a una temperatura 7; (figura 2.33). Si la resistencia
térmica al flujo de calor del liquido al termdmetro es R, entonces,
empleando la ccuacidn {63) se tiene
I -T
g-—t— [68]
R
donde g es larazén de flujo de calor neta del liquido al termoémetro.
La capacitancia térmica C del termdmetra estd dada por la ecna-
cién (64} como

d7
—q,=C=
4.~ 49, a7

Puesto que solo hay un flujo de calor del liguido al termémetro, cn-

fonces ¢, = q¢ y ¢, = 0. De esta manera
dr

=C = [69]
dr

Al sustituirel valor de ¢ de esta nltima ecuacion en la ccuacion (66),
dr I, -T
ds R

C

Al reordenar esta ecuacion se oblicne

RC£+T:Z [70]
dr

Esta ccuacion describe cdmo variara la temperatura Tindicada por ¢l
termometro cuando éste se sumerge cn un liquido caliente. La analo-

i85 LRSREES
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Figura 2.34 Analogia eléctrica
de la figura 2.33

Figura 2.35 Ejemplo 9

Elementos
electromecanicos

gia cléctrica de este sistema térmico cs ¢l eircuito que ilustra Ia figu-
ra 2.34, un circuito resistor-capacitor en serie, Cerrar ¢l interraptor
equivale a la accion de sumergir el termdémetro en el liquido, solo en-
tonces la corriente v el calor cmpiezan a fluir. El cambio en la tempe-
ratura del termémietro desde su valor inicial equivale al cambic enla
diferencia de potencial a traves del capacitor.

Al considerar ¢l sistema térmico anterior, se supusieron fos para-
metros como concentrados. Esto significa que, por ejemplo, se supu-
so que todo el termometro estd a la misma temperatura al igual que
todo ¢l liquido, es decir, las {emperaturas son tuncienes solo del
tiempo y no de la posicion.

Ejemplo 9

La figura 2.35 muestra un sistcma térmico que consta de un calefac-
tor eléctrico en una habitacion. El calefactor emite calora larazon g,
y la habitacion pierde calor a larazén ¢,. Al suponer que el aircenla
habilacion esta a una lemperatura uniforime Ty que no se almacena
calor en las paredes, ohtener una ecuacién que describa come cam-
biara con el tiempo 1a temperatura en la habitacion.

Respuesia

Si ¢l aire en la habitacion ticne una capacitancia térmica C, entonces,
cmpleando la ecuacidn (66)
dT
g —g;=C——
T dr
Si la temperatura en el interior de la habitacion es 1y en ¢l exterior
deellacs T, entonces, empleando Ia ecuacion (63}
_T-7)
. R
donde £ es 1a resistencia térmica de las parcdes, Al sustituir g, se
obtiene

!

(T-T,)_ 4T
R ds

Por lo tanto

RC§£ +T=Rg +T,
dr

Hasta zhora en este capitulo la atencion se ha centrado en elementos
puramente meeanicos, cléctricos, hidriulicos, etcétera. Sin embar-
20, hay algunos clementos quc invelucran mds de un tipo de energla.
Existen, por ejemplo. dispositives electremecdnicos conio polencio-
metras, motores y generadores. 1n potenciometro ticne una entrada
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Figura 2.38 Circuitos del motor de cd

alarazon de rotacion de la armadura v al flujo eslabonado porel em-
bebinado, por lo tanto, la densidad de flujo B. De este modo

v, =k,Buw [73]

donde o cs la velocidad angular del eje v £, es una constante.

Con el denominado moter controlado por armadura, la corriente
de campo J; se mantiene constante y el motor se controla mediante cl
ajuste del voltaje de armadura v, . Una corriente de campo constante
significa que en ¢l embobinado de armadury lu densidad de flujo
magnético B es constante. As{ la ecuacion (73) da por resultado

v, =h.w

donde & esuna constante. El circuito de armadura se puede conside-
rar como una resistencia £, en serie con una inductancia L, v una
fuente de fuerza contraelectromotriz (figura 2.38). D¢ esta manera,
si v, es el voltaje aplicado al circuito de armadura, entonces

v, —v, =L ‘4R (74]
A B
— N — — Y

g -

‘.T L
. ;;\/ /(c:alrrflisléo da_
= 7(;/“\

V4

Carga

Circuito de armadura

Esta ccuacién se puede considerar como parte del diagrama de blo-
ques de la figura 2.39¢. La entrada a la parte del motor del sisterna ¢s
¥, . la cual se suma con la sefial de realimentacion de la fucrza con-
traclectromotriz v, para generar una sciial de error que se usa como
entrada al circuito de armadura. De este modo la ecuacion anterior
describe larelacidn entre la sefial de error, que es a entrada al embo-
binado de armadura, y la salida de éste, que es la corriente de arma-
dura i, . Al sustituir v, en la ecuacién (74) se obtiene

i
v, —kw=I, —= 4R, [75]
dt

La corriente /. en la armadura resulta en un par 7, dado por la ecua-
cion (72). Pucste que B cs una constante, csta ccuacién sc convicrte
cn

Tr= leia = k-l I’a

donde £, cs una constante. Este par entonces se convierte en la enlra-
da al sistema de carga. El par neto que actila sobre la carga serd
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di, . da
oV Thegr R T=k, o T
1 T Carga
v, Circuito de Embobinado Carga
armadura de armadura rotacién
lnduccién
electromagnética
f.e.m. retroalimeniada
VL
&) vy =Ko
di y
v, =R,i -, ! ) P
dt T=ki, dt
: - i o Carga
i Circuito de Embobinada Carga B
Vi | CAMpO de armadura rolacién w

)

Figura 2.39 Moteres de cd:
3] controlade por armadura,
zj controlado par campo

Par neto =7 — par de amortiguamiento

El par de amortiguamiento ¢s cw, donde ¢ es una constante. Por lo
tanto, si se desprecian los efectos debidos a la elasticidad torsional
del gje
Par neto =4k, i, —cw
Esto producird una aceleracion angular de dew / dr, por lo tanto
duor
[ — =
de
Las ccuaciones {75) y (76) describen las condiciones que se presen-
tan para un motor controlado por armadura.
Con el denominado motor controlado por campo la corriente de
armadura s¢ mantiene constante y el motor se controla mediante la
variacion del voltaje de campo. Para el circuito de campo (figura

2.38) hay una inductancia L, cn serie con una resistencia R,. Asi,
para ¢se cireuito

ki —cw [76]

a

di;

ve =R, +L; i

[77]
El motor controlado por campo se pucde considerar en términos del
diagrama dc bloques de la figura 2,395, La entrada al sistema es v,.
El circuito de campo convierte este voltaje en una corriente f;, la re-
lacion entre v, e i, esta dada por la ecuacidn anterior. Esta corriente
da como resultado la produccidn de un campo magnético y, por lo
tanto, un par que actia sobre el embobinado de armadura, como in-
dica la ecuacion (72). Pero la densidad de flujo magnético B es pro-
porcional a la corriente del circuito de campo i; v Ja i, se manticne
conslante, por lo que la ecuacion {77) se puede escribir como
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Linealidad
E
G
a)
F
Regién
lineal
9]

Figura 2.40 a) resorte ideal,
b} resorte real

T=kBi =k

t

donde k. es una constante. Lste par de salida se convierte entonces,
mediante ¢l sisterma de carga, en una velecidad angular w . Como en
principio, el par neto que actiia sobre la carga seri

Par ncto — T — par de wnorliguamiento

El par de amortiguamiento ¢s cw. donde ¢ ¢s una constante. Por lo
tanto, si s¢ desprecian los cfectos debidos a la elasticidad torsional
del eje

Par neto = k1, —cw
Esto producira una accleracion angular de dw/dt, por lo tante

ds

/ ki —cw [78]
Las ccuaciones (77) y {78) describen las condiciones que se presen-

tan para un motor controlado por campo.

Larelacion entre la fuerza Fy 1a deformacion v producida para el re-
sorte ideal es linecal y esta dada por 7 = kv, Esto significa que la fuer-
za /) produce una deformacion x, v que la fuerza F, produce una de-
formacién v,, entonces una fuerza igual a (F, + F,) producird una
defonmacién (x; + x, ). Esto se denomina el principio de superposi-
cion v es una condicidn necesaria para un sistermna lineal. Otra condi-
c1on para un sistema hineal es que si una enlrada £, produce una de-
formacion &, entonces una entrada ¢F| producird una salida ex,
donde ¢ es una constante multiplicativa. Cuando la relacion es lineal,
la grafica de la fuerza [~ contra la deformacidn x ¢s una linea recta
que pasa por el origen ([gura 2.40a).

Sin embargo, un resorte real como cualquier ofro componente
real, no sen lineales de mancra perfecta (figura 2.405). No obstante,
a menudo existe un intervalo de operacidn para ef cual se pucde su-
poner lincalidad. Asi, para la grafica del resorte que muestra la fign-
ra 2.404 s¢ pucde suponer linealidad sole en la parte central de su
grafica. Para muchos componentes de sistemas, se puede suponer li-
nealidad cuando el intervalo de las variables estan alrededor de al-
gun punto de operacion.

Para algunos componentes de sistemas (figura 2.41) Ja relacion es
no lincal. Para tales componentes o mcejor que sc puede hacer para
obtencr una relacién lineal es considerar la pendiente de la graficaen
el punte de operacion. Asi, larclacionentre vy xenla figura 2.41, en
el punto de operacion P, donde la pendiente tiene valor i

Ay =mAyx [79]
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Figura 2.41 Una refacién no
ineal

Figura 2.42 Flujo a través de
un orificio g = C\;i(E»— D)
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donde Ayy Ax son pequeilos cambios en Jas seriales de entrada y sa-
lida sobre ¢l punto de operacidn.

Asi, por efemplo, la razén de flujo de liquido ¢ a través de un ori-
ficio estd dada por

g=¢y4 \J"[Q(p] - Mp] [80]

dondc ¢, cs una constante conocida como coeficlente de descarga, .1
es el drca de Ta seccidn transversal det orificio, p es la densidad del
fluido ¥ ( p, — p,). la diferencia de presioncs. Para un drea de la sec-
cion transversal y una densidad constantes la ecuacidén se puede es-
cribir como

g=Cy(p —p.) [81]

dondc C s una constante. Esta es una relacion no lineal entre la ra-
zon de flujo y la diferencia de presiones. Is posible obtener unarcla-
cidn lineal considerando la pendiente de la grafica razon de flujo/di-
ferencia de presiones en el punto de operacion (véase la figura 2.42).
La pendiente es dq/d(p, — p. )y licne el valor
o Mg _dCynmpd) €
dlp. - p.) dip - p.) 2\-‘%!% - P.)

donde ( p,. — pp,, ) es el valor en el punto de operacidn. Asi, para pe-
guefios cambios alrededor del punto de operacion

Ag =mA(p - p.) (83]

donde m tiene un valor dado por lu ccuacion (82).
Por lo tanto., para la ecuacidn (81), sise tiene C = 2m” /spor kPa, es
decir,

g —2\"“(117; =)
cntonces, paraun punto de operacion de { p, — p, ) = 4kPa, la version

lincalizada de la ecuacién, es decir, ecuacion (83), seria, empleando
el valor de m dado por la ecuacion (¥2)

5
Ag=——=A(p, - p)
24
Ag =USA(p, - p.)

En el analisis anterior se supuso que ¢l flujo cra a través de un orifi-
cioen el que el drea de la seccion transversal era constante. Si el ori-
ficio es una valvula de controt de flyjo, entoncces éste no es el caso, el
drea de la seccion transversal se ajusta para variar la razon de flyo.
[n esta situacion, en lugar de la ecuacion (81) para la ecuacién (80)
se tendria

g=CA(p - p.) [84]

y para cambios alrededor del punto de operacidn, la pendiente de la
grafica de g contra 4, seria

= dg _ Clip. - p)
dA ’ i
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y para una grafica de g contra (5 — p,)
dg 3 CA
dip - p) 2[(p )
La version linealizada de la ccuacion (84) es, de este modo

Ag =mAA+mA(p, — p,) [85]

m, =

donde m, y m, tienen los valores antes indicados.

Los modelos matematicos lincalizados se utilizan debide a que la
mayoria de fas técnicas para sistemas de control se basan cn que las
relaciones de los elementios para dichos sistemas son lineales. Tam-
bién se debe a que en la mayor parte de los sistemas de control el
valor de Ia salida se mantiene igual a un valor de referencia, las va-
riaclones de este valor seas mas bicn pequefias y asi ¢l modelo
linealizado es ¢l apropiado.

Ejemplo 10

Para medir temperatura en un sistema de control se utiliza un termis-
tor. La relacién entre la resistencia R del termistor y su temperatura T
esta dada por

R=fkexp-c¢T
Lincalizar esta ecuacion alrededor del punto de operacion de 7.

Resprestu

La pendiente m de la grafica de R contra 1 en el punto de operacién
I, estd dada pordR ./ dT

m= 4z _ keexp—cT,
a7

Por 1o tanto
AR =mAT = (“keexp T AT

La figura 2,43 mucstra un sistema hidraulico cn cf cual la entrada de
desplazamiento x,, después de pusar a través del sistema hidraulice,
se transforma en el desplazamiento x, de la carga. Este sistema se
utiliza como Ta etapa de potencia en el sistema de guiado de un
automdévil y usa una pequedia cantidad de potencia producida por ef
desplazamiento def volante, la cual se convierte en una gran canti-
dad de potencia capaz de producir ¢f desplazamiconto gue mueve las
ruedas del automavil,

El sistema consiste en una vahwla de cairetes y un cilindro. F
desplavamiento de entradax, hacia la izquierda hace que el fluido hi-
draulico a una presion p_, que viene del suministro, fluya hacia ¢l
lado izquierdo del cilindro. Esto emipuja al pistén en el cilindro hacia
la detecha y expuisa of fluido af fado derechio de la cdmara a traveés
dei pucrto de sufida en el exiremo derecino de i vaivela de carretes,
Luruzon de flyjo del Nuido hacia v desde fa camara depende de Ts



Figura 2.43 Sistema hidraulico
y carga
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extension a la cual el movimiento de entrada ha cubicrto los puertos
que permiten que el fluldo entre o salga de la valvula de carretes.
Cuando el desplazamicnto dc entrada v, cs a la derecha la valvula de
carretes pernilte que el fluido se mueva al lado derecho del cilindro,
lo que propicia un movimicnto def piston en el cilindro hacia la iz-
quierda.

Larazon de flujo del fluido ¢ a través de un orificio, como se pue-
den considerar los puertos de la vélvula de carretes, s una relacion
no lineal (ecuacion (80)) que depende de la difcrencia de presiones
entre los dos Tudos del orificic y del drea de la seecidn transversal A
de éste. Sin cmbargo, se puede wiilizar una version linealizada de
esta ecuacion, la ecuacion {83}, es decir

Ag =m A4 +nr, Aldiferencia de presiones)

donde m ¥ m, son constantes evaluadas en el punto de operacion.
Las diferencias de presion para el fluido que entra a Ia cdmara cs
(p, — p)y para ¢l que sale (p, — p, ). 81 se toma como ¢l punto de
operacion alrededor del cual se linealiza la ecuacion la posicion cen-
tral de los carretes en la valvula v los puertos gue conectan al ¢ilin-
dro estan cerrados, entonces, para csta condicion, g es cera y asi
Ag =g, clarea 4 es proporcional ax , s1x, se mide desde suposicion
central y ¢l cambio en la presién en el lado de entrada del piston es
—Ap, conreferenciaa py en ¢l lado de salida s Ap, con referencia
a p,. Entonees, para el puerto de entrada, la ecuacion se puede escri-
bir como

g =mx, sy (=Ap)
y para el puerto de salida
q =mx, +aLAp,
Al sumar estas dos ecuacioncs se obtiene

2 =2mx, — . (Ap — Ap,)
¢ =mx; — i (Ap) _A])J\) [86]

donde ny, = m,
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Para el cilindro et cambio en el volumen del fluido que enira al
lado izquierdo de la cimara, o que sale del lado derecho, cuande el
pistén se mueve a una distanciax, cs Ax,, donde 4 es ¢l drea de la
seceién transversal del pistdn. De este modo, la ruzon a la cual cam-
bia el volumen es A(dv, /de) . La razon a la cual entra el fluide al
lude izquierdo del cilindro es g. Sin embargo, puesto que hay un
cierfo flujo de fuga del fluide de un lado a otro del pistén

dy
=A4—+y
q ar L

donde g, es larazon de fugs. Al sustituir g, y empleando la ccuacion

(83).

(87]

mx = (Ap - Ap, =4 dry +q,
| de
Larazdn del flujo de fuga g, esun flujo a través de un orificio: el es-
pacio entre el piston y el cilindro. Este orificio tiene un drea de see-
cion transversal constante y una diferencia de presiones,
{Ap, — Ap,) . Por lo tanto, con la ceuacién linealizada para tal flujo,
es decir, la ecuacidn (83),

gy =, (ApJ - Ap_)

De este modo, empleando esta ecuacion para sustituir ¢, en la ecua-
cién (87)

d -
mx; = nn (Ap - Ap,) = A d\ b, (Ap, — Ap,}
7
X = (g o WA, — Ap,) = A (l(;—’ [88]
7

La diferencia de presiones a través del piston resulta en una fuer-
72 que se ¢jerce sobre la carga, siendo ésta (Ap, — Ap, )4 . No obs-
tante, hay un amortiguamiento en el movimicnto, ¢s decir, friccidn
de la musa. Esta friccidn ¢s proporcional a la velocidad de la musy,
es decir, (dx_/df) . Por lo tanto, la fucrza neta que actia sobre la car-
gacs

Fuerza neta = (Ap, — Ap,)d - c%i
t

Esta fuerza neta hace que la masa sc acelere; esta aceleracion es
(dv/dy o (d%x, /de* ). Por lo tanto

5

d'x dv
— = ={Ap, —Ap,)d —c—=
m v {Ap, D) c &

Al reordenar la ccuacién sc obtiene

Ap - A 7md:x“_i_cﬂ
PR T
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Al sustituir la diferencia de presiones en la ecuacion (88),

(m d*x, o, \“ dx,
ey, — (o +my )LE—dT - 7 ? i= A dr

4

Reordenando ésta se obtiene

(g +my Jm d’x, J{A . el v m, )Jdi =, (89]

A de? A
Esta ecuacion se puede simplificar al introducir des constantes: y ;
esta ultima es la llamada constante de tiempo (vea el capitulo 3). Al
reordenar la ecuacidn (89) sc tiene

(m, ~m,mdx,

4 ds
T A% s clm, +m,) \d.\'U

i — =
L A ) dr

Am,

(m, —m,m dx, . dr,

AT s el(m, +m,) d’ dr A +o(m, + mq.)' '

dx :
A A F90]

dt” de )

donde

{1, + o, dm
AT+ elm, 1 my)
¥
‘- Am,

AT +etm, +m,)

1 Obtener una ecuacion que relacione la entrada, la fuerza F, con
la salida, el desplazamiento x, para el sistema que describe la fi-
gura 2.44,

P'roponer un medele para un eje escalonado, es decir, unejeen el

gue hay un cambio de didmetro que se usa para hacer girar una

masa y ohfenga una ccuacidn que relacione el par de entrada y ta
velocidad angular. Se puede despreciar el amortiguamiento.

3 Obtener larelacion entre la salida, la diferencia de potencial v, a
través del resistor R, y la entrada v para el circuito que ilustra lu
figura 2.435, el cuzl tiene un resistor en seric con un capacitor.

4 Obrener la relacion entre la salida, la diferencia de potencial v,
a través del resistor R, y la entrada v para el circuito RLC que
muestra la figura 2,46,

§ Obtener larelacion entre la salida, la diferencia de potenciai v, a
través del capacitor C, y la entrada v para el circuito que mues*ra
la figura 2.47,

[ &)
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Figura 2.49 Problema 7

Figura 2.45 Problema 3 Figura 2.46 Problema 4

Figura 2.47 Problema 5

Dibujar un circuito eléetrico analogo para el sistema mecanico
que describe la figura 2.48,

Dibujarla analogia mecanica para ¢l circuito que ilustra la figura
2.49,

Obtener la relacidn entre la altura £, y ¢l tiempo para el sistema
hidraulico de la figura 2.50. L.a inertancia cs despreciable.

La figura 2.51 muestra dos contenedores idénticos ahiertos enla-
zados. Obtener la relacion que indigue como variard la altura del
liquido en un contencdor si hay “movimicnto” de liquido entre
Tus dos contenedores como resultado de una perturbacidén en uno
de ellos, como un incremento de presion en la superficie del li-
quido.

Un objeto caliente con capacitancia C a una temperatura /'se en-
fria cn una habitacion grande la cual estd & una temperatura 7.
Si el sistema térmico tiene una resistencia R, obtenga la ecva-
cion que describa como cambia la temperatura del objeto calien-
te con el tiempo v dé una analogfa cléctrica del sistema.

La tigura 2.532 ilustra un sistema térmico que consta de dos com-
partimientos, uno de los cuales contiene un calefactor, 51 a tem-
peratura del compartimiento que contiene el calefactor es 7, la
temperatura del otro compartimiento es 75 v la temperatura alre-
dedor de los compartinientos cs 75, desarrolle las ecuaciones
que describan como variaran con el tiempo las temperaturas 7
1. Todas las paredes de los contenedores tienen la misma resis-
tencia y la capacitancia es despreciable. Los dos contenedores
tiencn la misma capacitancia C.

La relacidon entre la fuerza 7 empleada para estirar un reserte y
su deformacion v esrd dada por F = kv, donde & ¢s una constan-
te. Linealizar esta ecuacion para un punto de operacion de x,.
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Figura 2.51

Figura 2.52
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Problema 11
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Larclacién entre una fucrza clectromotriz £ generada por un tes-
mopar vy la temperamra T es

E=al +bT"
donde ¢ y b son constantes. Linealizar esta ecuacion para un
punto de operacion de temperatura 7, .

Larelacion entre ef par 7" aplicado a un péndulo simple y defle-
xion angular 8 (véase la figura 2.53) esta dada por

T = mgl senf

donde m es la masa de la pesa del péndulo, L la longitud del pén-
dulo v g la aceleracion debida a ta gravedad. Linealizar esta
ecuacion para un angulo de equilibrio £ de0”.
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Figura 3.2 El sistema resorte

Respuesta del sistema

La respuesta de un sistema de control, o de un clemento del sistema,
cstd formada de dos partes: la respucsta en cstado cstable v la res-
puesta transitoria. La respuesta (ransitoria es la parte de la respuesta
de un sistema que se presenta cuando hay un cambic en la entrada v
desaparece después de un breve intervalo. La respuesta en estado
estable cs la respuesta que permancee después de que desaparecen
todos los transitorios. Para ilustrar esto de una manera sencilla, con-
sidere un resorte suspendido en forma vertical (Fgura 3.1} v o gque
ocurre cuando de €1 subitamente se suspende un peso. La deforins-
cidn del resorte se incremema de manera abrupra y asi puede oscilar
hasta que después de un tiempo se asienta en un valor estable. bl va-
lor estable es la respuesta en estado estable del sistema resorte; la os-
cilacién que sc presenta anics de este cstado estable es la respuesta
transitoria.

La entrada al sistema resorte ¢s una cantidad que varia con ¢l
tiempo; esta entrada es el peso. Durante cierfo tiempo no se adiciona
peso, v es hasta después de ese tiempo que se agrega ¢l peso. Este
tipo de entrada se conoce como entrada escalon. La salida del siste-
ma es un valor que varia con ¢l ticmpo. Tanto la entrada como la sali-
da son funciones del tiempo. Una manera de indicar esto es escribir-
las en la forma f{¢), donde f'es una funcidn y (i) indica que su valor
depende del ticmpo r. Observe que f{£) no significa que fdeba mul-
tiplicarse por . Asi, para el peso Hla entrada al sistema resorte sc
podria escribir 7{¢) y para la deformacion o de salida d(v). Un dia-
grama de bloques del sistema seria la {igura 3.2.

Paru describir por completo el comportamicnto de un sistema cl
maodelo debe considerar la relacion entre las entradas y las salidas,
las cuales son funciones del tiempo y, por lo tanto, sen capuaces de
describir los comportamientos tanto transitorio como en ¢stado cs-
table. Asi, se necesitarda un modele que indique como variaré la res-
puesta del sistema con ¢l tismpe. Un tipo de modelo que con fre-
cuencia se emplea para describir el comportamiento de un sistema
de cantrol o un elemento del sistema de control es una ecuacion dife-
renclal. Este modelo incluyve derivadas con respecto al dempo y ast
proporciona informacion acerca de come varia la respuesta de un
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sistema con el tiempo. Una derivadady/dr describe larazdn a la cual
varia 1 respecto al tiempo, la derivada d *vide® (o didx/dr)¢ds) esta-
blece cdmo varia dv/dr con el tiempo.

Las ecuaciones diferenciales son las que involucran derivadas.
Lstas se pueden clasificar como de prinier orden, segundo orden,
tercer orden, eteétera, de acuerdo con la derivada de mayor orden en
la ecuacion, Para una ecuacion de primer orden el mayor orden serd
dyidr, con una de segundo orden d x/dr”, con una de tercer orden
d’x/dt” v con una de s-ésimo ordendx/d:".

Este capitulo trata los tipos de respuestas que se pueden esperar
de sistemas de primero y segundo orden, asi como la solucion de
dichas ceuaciones diferenciales con el fin de obtener la respuesta del
sistema ante diferentes tipos de entradas. Los métodos empleados se
pueden clasificar en esencia, en los que se prucba una solucion que
ia satisfaga y, en los que la ecuacion se transtorma cn otra forma que
s¢ puede manejar mediante algebra convencional. Este capitulo se
refiere a los métodos “prueba una solucion™ y el capitulo 4 a los mé-
todes basados en translosmaciones.

Un ¢jemplo de sistema de primer orden 5 un tangue de agua contro-
lado por un flotador (figura 3.3a). Ln cste sistema la razoén a la cual
entra el agua al tangque ¥, por lo tanto, la razdn a la que canibia a al-
tura del agua en ¢l tanque con el tiempo, depende de la diferencia en-
tre la altura del agua /1 en el tanque y la altura A a la que el flotador
cierra por completo la entrada del agua, es decir,

La razon de cambio de la altura ¢s proporcional a (H# - 1)
Por lo tanto

dn
—=k(H -1
ds )

donde dA/dr es Ta razon de cambio de la altura y £, una constante.

Mientras mas sube ¢l nivel del agua el valor de (# - /) es mcnor y,
de esta forma, es menor la razon de cambio de la altura con el tiempo
(dA/ds). Una grafica de la altura de agua contra el tiempo se veria
como muestra la figura 3.3b. La ecuacién que describe esta gréfica
cs

h=H{l—-e™)

En ¢ste sistema se pucde considerar como entrada la altura requerida
H v una salida /i (figura 3.3¢).

Ortro ejemplo de un sistema de primer orden ¢s un capacitor en se-
rie con un resistor ([igura 3.4). La razén de cambio de la diferencia
de potencial v a través del capacitor con ¢l tiempo, es decir, dv,. /di
es proporcional a la diferencia en valor entre v v ¢l voltaje de entra-
da al sistema V.
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La ecuacidn diferencial de
primer orden

I.a razdn de cambio de v, es proporcicnal a (FF —v.)

En gencral, esto se escribe como

dv 1

- (V — Ve )

d¢  RC
donde R es laresistencia y C es la capacitancia. La figura 3.4h mues-
tra cémo varia v con el fiempo. La grafica tiene la ecuacion

ve =P (-

Se puede considerar que este sistema tiene como entrada el voltaje
v como salida la diferencia de polencial v,. (figura 3.4¢),

Todoes los sistermnas de primer orden tienen la caracteristica que lu
tazén de cambio de alguna variable es proporcional a la diferencia
entre esta variable y algun valor de ajuste de la variable (aun cuando
¢ste sea ¢ero),

Ejemplo 1

Cuando un termometro se sumerge en un liquido caliente a una tem-
peratura 7, la razén de cambio a la cual cambia la lectura de ¢ es
proporcional a la diferenciaentre 8y 8,  Cual serd @) la formade [a
ecuacion diferencial que deseribe como cambia la temperatura del
termometro con el tiempo v b} la ecuacidn de 1a grafica de 8 contra el
tiempo?

Respuesta

a} Tara cl sistcma sc ticne

La razdén de cambio de & es proporcicnal a (6, - 0)

Asi, la ecuacion diferencial es
3—0 es proporcional a (8, ~ @)
t

¥ k8, -0)
d¢
donde k es una constanie, Esta es la tipica relacion de un sistema
de primer orden.
b) Paraun sistema de primer orden con una entrada 8, y una salida
0 se tendra el tipo de ecuacién tipica de un sistema de primer or-
den, a saber

6=0,01-e™)

Una ecuacion diferencial de primer orden ¢s cn general de la forma

La razdn de cambio de la sefial de salida es preporcional a

0, como se escribe normalmente,
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a,%—uin&) =h,0, [1]
donde a,, a, v &, son constantes, §, es la funcién de entrada ai siste-
ma y 0 la salida. d@_ /dr es 1a razon de cambio a la cual la salida
camhia con el tiempo.

Las sefales de entrada al sistema pueden adoptar diferentes for-
mas, Una de las mds comunes es la entrada cscalén. Esta se presenta
cuando la entrada cambia dc valor de mancra abrupta, como cn la f3-
gura 3.5q. Un gjemplo de esle cuso es cuando el voltaje se conecta en
forma subita cnun circuito, por ejemplo, el circuito CR en serie de la
figura 3 .4a. Otras formas de entrada que a menudo sc encuentran sen
las sefiales impulso, rampa y senoidal (figura 3.5). Un impulso es
una enfrada de muy corta duracion, una rampa ¢s una sciial que se in-
crementa en forma estable, y una entrada senoidal ¢s aquella cuyas
oscilaciones se pueden describir medianie una ecuacion de {a [orma
sen e, siendo 3 la frecuencia angular.

Existen diversos métodos para resolver una ecuacion diferencial de
primer orden, un método gencral ¢s como el que se describe enscgui-
da. Para la ecuacion (1)

alﬂ +a,0, =50,
ar

si se hace la sustitucion

B, =u+v
entonces
dfu-+v
a =) +a,(u+v)=>5b8,

dr

Al rcordenar sc obticne

; 3 ,
a, du+aoui+‘(ald—‘+a0v]=bﬁl
o dr Joh o de
Sise hace
a\-(k+auv=b9[ 2]
de

entonces se debe tener

a,

9{ +a,u=0 3]
dr

Al resolver la ultima ecuacidn, se obtiene un valor para » en una
ecuacion que no tiene entrada, Por esta razén i se conoce como res-
puesta transitoria o libre y s parte de la solucidn. La ecuacion que
involucra v tiene la funcidn de entrada v da un valor de v cuando
existe la entrada, la cual fuerza una respuesta particular del sistema.
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8, =(b, /a1 —exp— {ayt/a)) [4]

Cuando ¢ = 0, entonces el término exponencial tiene el valer de 1y
asi @ =1{. Cuando / = =, el término exponencial tiene un valor de ¢
yasia, = (b, / a,)0,. Este cs ¢l valor de la salida que se presenta
cuando los efectos transitorios han desaparecido, es decir, el valor en
estado estable. De este modo, lu relacién entre 1a salida y 1a entrada
en estado estable es

8, =(b, ' u,)b,
y la funcién de transferencia G, en estado estuble es

8, b
Go = ED‘ = G_J (5]

i a

La ecuacién (4) puede asi escribirse como

= — — /

Tabla 3.1 Respuesta de un 9 =Gt -exp={ayt/a)] 16]

sistema de primer orden a una Cuando ¢l tiempo es 7 = (a, / a, ) entonces el término exponencial

entrada escalon tiene el valor dee " =037y

Tiempo { 8./8, 8, =G0.(1-037)=063G8

0 0 En este tiempe la salida lie alcanzado el 0.63 de su valor en estado

N 063G estable. Este tiempo se denomina constante de tiempo, t. En un tiem-

i 086G, po de 2(a, / a,)=21, el término exponencial se convierte ene ™ =

3 095G 0.14, y asi

41 098G,

5r 099G, f, =Gu0,(1-014)=0.86G.,6,

- Cor De manera simiiar, los valores para la salida se pueden calcular des-
pues de 3z, 47, 57, eteétera. La tabla 3.1 presenta los resultados de di-
cho calculo y la figura 3.7 la grafica de 6 /6, graficada contra cl
tiempo. Estos resultados son generales y sc aplican a todos los siste-
mas representados por ecuaciones diferenciales de primer orden,

Asl, la ecuacion (6} se puede escribir en términos de 1a constante
810, de tiempo como

6, =G0, (1-c™) [7]

y se pueden usar las relaciones Gy — b, /a, y T =a,/a, para escribir
la ecuacién diferencial de primer orden (ccuacion (1)) en 1a forma

a, s +a,0, =b8,

de
| I 1 £ a dOD b
1] 1t 2r 3r 4r 51 61 71 _l““*"' (,Z‘UQL
Tiempo a,dt Q,
Figura 3.7 Respuesta de un sistema 4o
de primer crden a una entrada T—+0, =G0, [8]
escalén f



Por csta razon v se denomina respresia forzada y es parte de la solu-
cién. Esta solucidn total es, critonces

g, = i + v
Respuesta Respuesta
transitoria torzada

Para obfener la respuesta transiloria no cs nceesario conocer
ninguna forma que adepte la entrada; la respuesta es independiente
de la entrada. De este modo, se necesita resolver [a ecuacién diferen-
cial (3), lo cual se puede lograr mediante Ia prucba de una selucion.
Sc supone

u=Ae"
Entonces, puesto que die/dt = Asc™, la ecuacion diferencial se con-
vierle en

adse” +a,A¢" =0

i

v asi. dado que el termino e se cancela

asta, -0

De esta manera

n=Aexp—{a.r:a)

Para obtencer la solucidn de la ecuacion diferencial (2)
dy
a,— =i,V = hil
dr

wmbién se prueba una solucion, La forma de la solucion a probar de-
pendera de la forma de la senal de entrada. De este modo para una
entrada escalon cuando # es una constante para tiempos mayores a
¢ =0, la solucidn quc se prueba es v = & donde & es una constante, Si
se tiene una entrada que se puede deseribir medianic una ceuacion de
laforma @, =a + br = c1” +..., donde cualquicra de los coelicientes g,
b. ¢ cietera puede ser cero, entonces se prueba una solucion de la
formav=a + At + ¢t~ ... Por lo tanto, para una sefial rampa donde
sctienefl; = bt entonces la solucion a probar es v = br, Para una sefial
Seno 0 coseno se prucba con v = 4 senwr + B cos wi.

Suponga quc la cnirada que se toma ¢s una entrada escaldn (figu-
ra 3.5q) que se presenta e £ — 0, es decir, ta entrada sdbitamenic
brinca de =0 aun valor 8., y pecrmanece constante en ese valor para
clresto del tiempo; entonces se puede probar como posible solucion

v=k

Puesto que & es una constante, dv/ds =0y asi la ecuacion diferencial
se convierte en



Entrada

0 Tiempo
a)
Salida
(818,08,

0 Tirmpo

Figura 3.6 a) Entrada escalon para
un sistema de primer aorden y b} la
salida resultante

La constante de tiempo
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a.k— b8,
y asi
L b,
&y

De cste modo, la selucion completa es
8, =u+v
8, =Acxp—(ayt/a)+(b, /a,)b,
El valor de la constante 4 se puede determinar al dat una condicién
inicial (o en frontcra). Asi, si #, =0 cuando ¢ = 0, entonces
O=A+(b, /a,)P,
De esta manera, 4 =—(h, / a, )6, y asi la ecuacion se convierte ¢n
8, =—(b, /a8 exp—{ayt/a)+(h /a,)e,
@, =(b, /a,)8[l—exp(-a,t/a)] [4]

La figura 3.6b muestra la grafica de cOmo varia la salida ¢, con ¢l
tiempo para 1a entrada escalon que ilustra la figura 3.6a. La graficay
la ecuacion son generales y describen la respuesta de todos los siste-
mas de primer orden a una entrada escalon que se presentaen /=0,

Ejemplo 2

Un sistema eléctrico formado por un resistor en serie con un capaci-
tor (como describe la figura 3.4), cuando esta sujeto auna entrada es-
calén de magnitud P exhibe como salidu una dilerencia de polencial
a través del capacitor v,., la cuat estd dada por 1a ecuacién diferencial

rRePe Ly oy
dr

;Cuél ¢s la solucion de la ecuacion diferencial, es decir, como varia
v con ¢l tiempo?

Respuesta

Al comparar la ecuacion diferencial con la ecuacién (1)

a, a0, +a,8, =50,
dt

entonces g, = RC,a, =ly by =1. Asi, la solucién es de la forma dada
por la ecuacion [4]

8, =(b /a,)8 |l-exp-{a,t/a]
v-=V[l1-exp (t/RC)]

Para ia solucion, ecuacion (4), de una ecuacién diferencial de primer
orden (1)
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Tabla 3.1 Respuesta de un
sistema de primer orden a una

¢

cntrada escalén
Tiempo ¢ 8,/8,
0 0
It 063G,
2t 086G,
3r 095G,
41 098G,
5t 099G,
o Ger
8,10
Geo | oo
=005
086G, L - 086
06G, | f--r--1---- 063
04G,, - E j
026, i 11
Lol
0 1t 2r 3r 4r 5t 61

Figura 3.7 Respuesta de un sistema

Tiempo

de primer orden a una entrada

escalon

7T

8, =(b, /a, )11 —exp— (agt! a)] [4]

Cuando 1= 0, entonces el término exponencial tiene el valer de 1y
asif =0. Cuando ¢ = =, el término exponencial tiene un valor dc 0
yasia, =(b, /a,)0, Este es cl valor de la salida que s¢ presenta
cuando los efectos transitorios han desaparecido, es decir, el valoren
estado estable. De este modo, lu relacién entre 1a salida y 1a entrada
en estado estable es

8(! = (b{) / a{r )91

y la funcién de transferencia G, en estado estuble es

La ecuacidén (4) puede asi escribirse como
B, =G0 [l-exp-(a,1/ a))] [6]

Cuando el tiempo es 7 = (a, / a, ) entonces el término exponencial
tiene el valordee " =037y

8, =G,6.(1-037)=063G 0,

En este tiempe la salida lie alcanzado el 0.63 de su valor en estado
estable. Este tiempo se denomina constanie de tiempo, . En un tiem-
pode 2(a ! a,)=21, el término exponencial se convierte ene™ =
0.14, y asi
0, =G 0,(1-014) =086G .6,

De manera simiiat, los valores para la salida se pueden calcular des-
pues de 3z, 4z, 57, eteétera. La tabla 3.1 presenta los resultados de di-
cho calculo y la figura 3.7 la grafica de 6_/6,, graficada contra ¢l
tiempo. Estos resultados son generales y sc aplican a todos los siste-
mas representados por ecuaciones diferenciales de primer orden,

Asi, la ecuacion (6) se puede escribir en términos de la constante
de tiempo como

G, =GB, (1-c™) [7]

y se pueden usar las relaciones Gy — b, /a, vy 1 = a,/a, para escribir
la ecuacién diferencial de primer orden (ecuacién (1)) en la forma

a, %, +a,0,=5b,8
dr

a,dd, 0, IEQ—HL
a,dt a,
dé
td—t“ +8, =G 9, [8]
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o) Ejemplo 3
1oL ) : . ,
La figura 3.8 muestra como Ia salida v, de un sistema de primer or-
8 den varia con el tiempo cuando estd sujeto a una entrada escalén de 5
el V. Estimar a) la constante de tiempo, b} la funcidn de transferencia
en estado estable y ) la ecuacién diferencial de primer orden pars ¢l
4r sistemna.
2y Respuesta

o 2z 4 6 & 10 12 @) Laconstante de tiempo v es el tiempo que toma para que canibie

Tiempe (s} la salida de un sistema de primer orden de 0 a 0.63 de su valor en

estado estable. En este caso el tiempo es de casi 3 s. Este valor se

puede verificar dado que el sistema es de primer orden, median-

tc la evaluacion de la salida en 27, es decir, 6 s. Con un sistema de

primer orden éste seria 0.86 del valor ¢n cstado cstable, que cn
este caso si es.

b) Lasalida en estado estable es 10 V. De este medo, la funcién de
transferencia en estado estable G, es (valor en estado estable de
salida/entrada) = 10/5 =2.

¢) Laecuacion diferencial para el sistema de primer orden se puede
eseribir comoe (ecuacion (8))

Figura 3.8 Ejemplo 3

da
T2 +6 =GB
d.f o S5V
de“ +v, =4
dr
Ejemplo 4

Larelacidn entre la velocidad angular de salidu @, y ¢l voltaje de en-
trada | para un motor sujeto a una entrada escalén esta dada por
JR dw,
_ Y tw, = —
KK, dr K,

,Cuadl sera el valor en estado estable de la velocidad angular vy la
constante de tiempo del sistema cuando v, =7

Respuesta
La ecuacidn diferencial se puede comparar con la ecuacion (8)
dg
T—2 40, =Gb,
dt

De este modo, la funcién de transferencia en estado cstable Gy, es
17K, y, por lo tanto, la velocidad angular en cstado estable es
(1/ K, v, La constante de tiempo es JR / K K.

El operador D Una manera de plantear una ecuacion diferencial es en términos de
lo que se denomina ¢l operador D. En una ccuacion diferencial dé/de
se reemplaza por D8, donde D s¢ conoce como el uperador. De ma-
nera similar, d°8/d* se puede reemplazar por D’6. En general



86  Respuesta dal sistema

El operador Dy |a ecuacion
diferencial de primer orden

d"g
D'8=—" g
de” Pl

La integracion de @ en una cevacioén implica reemplazarla por D7'0.
El eperador D, combinado con constantes y polencias enteras de s
mismo, se puede manipular mediante las reglas generales del dlge-
bra. Asi, por ejemplo

DE+8=(D+118
donde € es la variable;
D{u+v)=Du+Dv
donde u y v son las variables; y
D'D"0=D""9

donde @ es la variable, v 1 y i son enteros pusilivos.

Una ecuacion diferencial de primer orden (ecuacion (1))

a, 49, +a,0, =h6

dr
cuando se escribe en términos del operador D, se convierte en
aD8 +a,8, =568 [10]

Existen varios procedimicntos para resolver ecuaciones diferen-
ciales expresadas en esta forma. Un método es seguir una técnica si-
niilar a la que se describié al inicio de este capitulo para la solucion
de ecuaciones diferenciales en las que se tienen respuestas transito-
ria y forzada.

De este modo, sea

g, =u+v
entonces
DO, =Du : Dv

y asi la ecuacion (10) se convierte en
a (Du+Dv) +a, (e +v)=5,0,
(@, Du+a,uy+{aDv+a,v) =50,

Si

aDv +agv =50, [11]
entonces

aDu+a,u==0 [12]

e es la solucion cuando no hay entrada, es dzeir, 1a solucidn transito-
ria. Suponga que para esta ecuacion transitoria se prueba una solu-
cion de la forma

u=Ae”
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entonces

Ei-ﬁ =D = Ase”
de

Por lo tanto, la ecuacion (12) se convierte en
{as+a,jde” -0

y asi
(as+a,) =0

Esta ecuacion se denomina ecuacion auxiliar. Esta, en efecto se for-
ma 4! tomar la ecuacion diferencial para @ en la forma del operador
1, haciendo &, igual a cero y sustituyende el operador diferencial
por la variable algebraica s. Por Io tanto, s=—a,/a, y la solucién
transitoria es

u=Ae" = Aexp(—a,tla,)
Para obtener la solucion de la ecuacién diferencial (11)
aDv+a,v=>58,

también se prueba una solucién. La forma de la solucion a probar de-
penderé de la forma de la sefial de entrada. Asi, para una entrada es-
calén cusndo 8, es una constante para tiempos mayores que £ =0, la
solucidn a probar es v = k, donde £ es una constante. Cuando se liene
una sefial que se puede describir mediante una ecuacion de la forma
8, =a + bt +ct’ +., donde cualquiera de los coeficientes a, b, c, el-
cétera, puede ser cero, entonces se prueba una solucion de fa forma
v =g +bi +ct’+... Por lo tanto, para una scfial rampa donde se tie-
ne ), = bi entonces la solucion a probar es v — bi. Para una sefial seno
o coseno se prucha con v = Asenwi + B cos wi.

Supenga que se toma la entrada que es una entrada escalon que se
presenta en ¢ = {, es decir, la entrada brinca sibitamente de /=0 aun
valor §,, y sc mantiene constante en ese valor para el resto del tiem-
po, entonces se puede probar como posible solucién

v==£k

Puesio que  ¢s una constante dv/dr = Dy = 0, la ecuacion diferencial
se convierte en

ak=5,0,
y asi
v= by 0
L
aO
La sclucién complcta ¢s, de este modo
g, =u+tv

6, = dexp—(a,t/a)+ (b, /0,10,

-
-
4
=
B
-
e
o
-
-
=

ki

d
EX]
¥

4
[
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Fresion
manametrica

p

N

Desplazamicnto ¢

-

Figura 3.9 Ejemplo 5

.

El valor de la constante 4 se puede determinar al dar una condicion
inicial (o en frontera). De esta forma, si@_ = Ocuando ¢ — 0, entonces

O=A+(b,/a,)0,

De esta manera, A = —(b,/a,)8,, y asi la ecuacién se convierte en
0, =—(b,/ay)0, exp-(a,t/a}+ (b, /a,)0,
8, =(b/a, )81 -cxp(—a,t/a)] [13]

Elvalor en estado estable de la salida 8 se obtiene cuando en ésta
no hay cambios con el tiempo, es decir, d8_ /d; = D@, —0. Cuando
gstos se presentan entonces 6 /0, = B, /a,. De esta mancra, la fun-
cion de transferencia en estado estable G, sc puede definir como

i ]

a,/a, sellama la constante de tiempo 7 (vea al inicio de este capitu-
lo) y asi la ecuacidn (13) se puede escribir como

8, =G 8,(1-e7) | 14

La ecuacion (10) en funcidn del operador D para el sistema de pri-
mer orden

a8, +a,0, =50

a menudo se escribe en la forma

8, b,
G_i_awDﬁ-aD

8,  bl/a,
6, (a/a,)D+1

y conlaconstante de tiempo T como a,/a,, v la funcién de transferen-
cia en estado estable G, como b, /a,

& G
Zo oo 85 15
8, D+] [13]

Esta forma de ecuacion es tipica de un sistema de primer orden.

Ejemplo 5

El desplazamiento d de un fuelle (figura 3.9) se relaciona con la pre-
516n manoméirica p, es decir, la presidn en el fuelle es relativa a la
presion atmosférics, mediante una ecuacion diferencial de primer
orden

d k

p tD+1

Resolver la ecuacion para ung entrada escaldn de presion en 1= 0.

Respuesta
Esta ecuacion es de la forma de la ecuacion (15)



Ejemplos de sistemas de
segundo orden

Masa m

Resorte
56 Fuerza
[ aplicada F
{]
|

Amortiguamiento

Entrada

—_—

Sistema
resone

Salida

I
Desplazamiento x

Figura 3.10 Un sistema resorte de
segundo orden

Ejemplos de sistemas de segundoorden B9

60 — GSS

6, 1D+l

para la cual la solucién, cuando hibia una entrada escalonen =0, ¢s
de la forma de la ecuacion (14}

8, =G0 (1-e7)
Asi, la solucién para el fucllc cs

d=hkp(i-e™")

Muchos sistemas de segundo orden se pueden considerar, en esen-
cia, sélo como un resorte con una masa y algin medio para propor-
cionar amortiguamiente. La figwa 3.10 ilustra las bases de dicho sis-
tema. J.as fuerzas que actiian sobre 1a masa m son la fuerza aplicada
F en una direccidn vy, en la direccion contraria, la fuerza generada
por el resorte estirado y el amortiguamiento. La fuerza debida al re-
s0tte os proporeional a fa cantidad x, que es lo que se ha estirado el
resorte vy asi se puede escribir como kx, donde k es la constante para
el resorte. La fuerza debida &l amortiguamiento, efectivamente un
pistén que se mueve en un contenedor, es proporcional 4 la razon a
que cambia el desplazamiento del pistdn, es decir, proporcional a
dx/dr. Asi, la fuerza debida al amortiguamiento se puede escribir
como cdx/d¢, donde ¢ es una constante. Por lo tanto, la fuerza neta
que actia sobre la masa es

Fuerzaneta=F —kx - (;g

dt

Esta fuerza neta hace que la masa m adquiera una aceleracion a (se-
gunda ley de Newton}. De este modo

F—-lx- cg =ma
dt

Pero la aceleracion es la razén de cambio de la velocidad dv/dr y la
velocidad v es la razon de cambio del desplazamiento x, es decir,
dx/de. Asi

_dv _ d(dx/dr) ﬁ

dt de dr’

Por lo tanto

o, cuando se reordena

I
mi;} +CE+/{X=F
dr* dt

Esta es una ecuacion diferencial de segundo orden de un sistema
que tuvo una abrupta aplicacion de la fuerza F, es decir, una cntrada
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Entrada
0
5 Tiempo
Salida
0
b {1empo
Salida
o) Tiempo
Salida
1] /—— Tiempo
o)

Figura 3.11 Tipos de variacion de
la salida con e! tiempo a) para una
entrada escalon con b) no amorti-
guamicnto, ¢) algln amortigua-
miento, d) amortiguamiento alto

Figura 3.12 Circuito RLC en serie

La ecuacion diferencial de
segundo orden

escalén. La forma en que cl desplazamiento resultante x variard con
el tiempo dependerd de la cantidad de amortiguamiento en el siste-
ma. Si no hubiera amortiguamiento, enfonces la masa oscilaria
libremente sobre el resorte y las oscilaciones continuarian de manera
indefinida. No tener amortiguamicento significa cdv/ds =0. No obs-
tante, el amortiguamiento causard oscilaciones que desaparecen
hasta quc sc obtiene ¢l desplazamicnto estable de lu masa. Si el
amortiguamiento es lo suficientcmente grande no habra oscilaciones
¥ el desplazamiento de la masa se incrementard lentamente con e}
tiempo v la masa se movera en forma gradual hacia su posicion de
desplazamiento estable (figura 3.11)

Otro ejemplo de sistema de scgundo orden es un circuito RLC cn
scric (figura 3.12). Para tal circuito, cuando esta sujelo 4 una entrada
escalon de magnitud Pen = 0, la corriente 7 estd dada por

d*% Rdi 1 0V
LR

T R
&t L& LC  LC

El amortiguamiento en el circuito RLC estd provisto por la resisten-
cia. En qusencia de ésta, 1a corriente del circuito oseilara libremente
vy continuari de manera indefinida. Entonces el término (R/L)di/d:
es cero, No obstante, la presencia de la resistencia causard oscilacio-
nes que desaparecen hasta quc sc obtiene la corriente cstable. Sin
cmbargo, si la resistencia, es decir, el amortiguamiento, es lo sufi-
cienlemente grande no habra oscilaciones. La corriente se incremen-
tard poco a poco con el tiempo v de manera gradual se movera hacia
cl valor estable de la corriente. Las graficas de la variacion de co-
rriente con el tiempo son tal como se mucstran en la figura 311, para
{a variacidn del desplazamiento del resorte con el ticmpo para difc-
rentes grados de amortiguantiento,

R L
T — N
|
Entrada ;/ c
escaltn T al
) 1
Entrada ! Salida
——s— Sistema RLC g

v i

Una ecuacién de segundo orden tiene la forma general

a6, e,
+a

2z 2 1

f1e]

+a,0, =50

1
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donde by, a,, a, y a, son constantes.

En ausencia de cualquicr tipo de amortiguamiento la salida de un
sistema de segundo orden es una oscilacion continua, 1a cual se pue-
de describir mediante la ¢cuacion

0, =Asenw t

donde A es la urmplitud de la oscilacion v m, es 1a frecuencia angular
de las oscilaciones libres no amortiguadas, Al diterenciar ésta se ob-
tiene

dd,
=w Acosw f
de
d'e, ‘ 2
= =—w  Adsenwnt = —w 8
dr” i

asi, la ecuacion diferencial se convierte cn

d's :
Srw g, =0
df” '

La ecuacion diferencial de segundo erden general normalmente se
escribe como

2

—j’+2§w”@+wﬁ0° =bw?f 17
de” di

donde o, os la frecuencia angular con la cual el sistema oscilard li-
bre en ausencia de cualquier tipo de amortiguamiento y £ es el fuctor
de umortiguamiento relativo. Cuando £ es cero se tienen oscilacio-
nes libres, situacién que describe la figura 3.116; cuando £ es menor
que 1 se ticne la situacion de la figura 3.11¢; v cuando £ es mayor que
1 la situacién cs la de la figura 3.114. Las razones de esto se prescn-
tan cn la siguicnte seccidn de este capitulo.

Una ecuacion diferencial de segundo orden se puede resolver me-
diante el método antes descrite para la ecuacién diferencial de pri-
mer orden. Asi, si se sustituye 8,

0, = " + v
Respuesta Respuesta
transiteria forzada

cntonees para u

S ot = g
dr- S df

v para v
Lﬁ+2§wng+w§v=wﬁboﬂj [19]
di* de

¥

TSR §

WNCFeA Fetaals
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Pararesolver la ecuacién transitoria se puede probar una solucion
de la forma

‘- Ae.n‘
Con dicha solucién

du = Ase”

dt

dzf‘ - ASI Cs:

di*

Asi la ecuacién (18) se convierte en
As’e* +2tw Ase” +wlde” =0
s +28w s+w) =0 (20

De esta manera, = Ae” puede ser una solucién probada si la ecua-
cidn anterior es igual a 0. Esta ecuacion se denomina ecuacion auxi-
ligr. Las raices de la ecuacion se pueden obtener factorizando o
usando la formula general para ecuaciones cuadraticas

_-hE(5 —dao)

2u

N

donde o, A y ¢ son las constantes en una ecuacién de la forma
(ax® + bx +¢)=0. Asi, en el contexto de las constantes dadas en la
ecuacion (20)

et 1 4 2+
2w, (3w, —4w])
5=
2

s=7§'wniwn\f(§271) [21]

T.0s valores de s que se obtienen a partir de la ecuacion anterior
dependen en gran medida del valor del términa con el radical (raiz
cuadrada). De esta manera, cuando §° es mayor que 1, el término con
clradical da una raiz cuadrada de un niimero positivo, y cuando £ es
menor que ! sc tiene la rafz cuadrada de un nimero negativo. El fac-
tor de amortiguamiento relativo es crucial, ya que determina si el ni-
mero al que se extrae raiz cuadrada es positivo o negativo y, por lo
tanto, la forma que tendrd a salida del sistema.

Cuando £ > 1, entonces hay dos raices reales diferentes s, y s,, donde

i—,]“—_
s ==tw, +e g -1

8 =-tw, ~o =1

y asi la solucion general para u es
u=Aexpsi+Bexps,! [22]

En estas condiciones se dice que el sisterna esta sobreaniortiguado.
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Cuando { =1 hay dos rafces reales iguales con s, =5, = —@ . En
esta condicion, se dice que el sistema estd criticamenic amortigua-
do,

u={Aft+Bexp—w ¢ 23]

Podria parecer que la solucién en este caso seriau = Ae”, pero tal so-
Iucion, con una sola constante 4, no satisface las condiciones inicia-
les para un sistema de segundo orden.

Cuando £ < 1 hay dos raices complejas puesto que ambas involu-
cran a 4/ (—1). D¢ csta manera, la ecuacion (21) se puede escribir
como

S:_Z—"wn iwn\/(gz 71)
s=~fw, w,(-11-{%)
y asi, escribiendo j en lugar de /(-1)

s=-lw, ijwn\./(l—éza

Si se hace
=@ J(1=-§) [24]
entonces

s=-~{m *jw

v de este modo, las dos raices son
s =~tw, +jw
5, =—tw, - jw

El término w es la frecuencia angular del movimiento cuando estd
en la condicién amortiguada especificada por £ . La solucion en estas
condiciones es

u=Aexp(—-Lw, + jw) + Bexp(-Cw_ + jw)r

u=exp(—Em D[ Aexpjwt) + Bexp(—jmt)]
Pero

™ =coswt + jscn et

¥ ‘
e =coswt — jsen wt

Por lo tanto
u=exp(—Lfw N{Adcoswr + j4dsen wt + Beoswt — jBsenwt)
u=exp(-fw NO[(A4+ B)coswt + j(A - B)senwt]

Si se sustituyen las constantes Py O para (4 + B)y j(4 — B), enton-
ces

u=exp(—{w 1N(Pcoswr +Osenwr) [25]

Enfales condiciones se dice que el sistema estéd subamortiguado.
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Figura 3.13 Respuestas de un
sistema de segundo orden a una
entrada escalon

Para resolver la ecuacion forzada {18) se considera una forma
particular de la sefial de entrada y de esta manera sc prueba una solu-
¢idn. Asi, parauna entrada escalén de magnitud &, enel tismpo 1 =0,
s¢ pucde probar una solucién de la forma

v="Fk

donde k cs una constante (vea el analisis de la solucion de las ecua-
ciones diferenciales de primer orden en referencia a la eleccion de
soluciones). Para tales soluciones

dv

&p
dt

5

dv
dr’

asi la ecuacién (19) se convierte en
0+0+wik=hwid,

De ¢ste modo

v=20,0,

Lasolucién completa es, de estamaners, lasumade uy v, es decir, la
respuesta transitoria mas la forzada. Asi, para el sistema sobreamor-
tiguado

6, = Aexpst + Bexpsit + b9, [26]
para el sistema criticamente amortiguado

g, =(At +Blexp-w 1 + b0, 27
y para el sistema subamortiguado

&, =exp(-Lw H{Pcosmt +@senwi) + 5,0, (28]

Cuando t — » entonces las tres ecuaciones anteriores lienden a la
solucion & = b, 8. De esta manera

Funcién de transferencia en estado estable G = %—" =5, [29]
i

La figura 3.13 describe las graficas de la salida como funcidn det

tiempe para diferentes grados de amortiguamiento, es decir, diferen-

tes valores de factor de amortiguamiento relative &. El eje de tiempo

csw, /. Esto se hace para que las graficas se ajusten a cualquier siste-

ma de segundo orden sin considerar el valor de @ . En consecucncia,

log valores de , =0se dan en el caso de oscilaciones no amortigua-

dasparaw f =0, 27, 47, etcétera v los valores de 6 =2 en o, 37, et-
cétera.

Ejemplo 6

Un circuito RLC en serie como el que ilusira la figura 3.12, tiene
R-1000, L =20H y € =20uF. La corriente f en el circuito esta
dada por
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d* Rdi 1, ¥

et —i=—
drr Lde LC IC

cuando se aplica una entrada escalén de magnitud ¥

a) (Cual es la frecuencia natural del circuito?

b} ¢Elsistema estd sobreamortiguado, criticamente amortiguado o
subamortiguado?

¢) ¢Cual s la frecuencia de oscilacidon amortignada?

dy ;Culleslasolucion de la ecvacion diferencial, si cuando ¢ = 0 se
tiene &, =0ydd /dr=07

Respuesta
a} Alcomparar la ecuacion anterior con la ecuacion {17) se obtiene

2
d 67" +2Ccunud§—“+mi90 =hwif,
dr* ds
! I
w,=—:7= e
LC 20x20x10°
w, =158 Hz
by Al compar una vez mas con 1a ecuacidn (17) se tiene
s, R 100
L 20
De este modo
{= 30 - ={.16
2x 158

Como { es menor que 1, el sistema esta subamortiguado.
¢} La frecuencia de oscilacion amortiguada w esta dada por la
ccuacion (24) como
w=w (1-5*)=158,/{1-0.026) =156 Hz
d) Debido a que el sistermna esta subamortiguado, la solucion sera de
la forma dada por la ecuacién (28)
8, =exp( Lo NP cosewt +Oson wt)+ 5,0,
Puesto que 8, =0 cuando ¢ = 0, entonces
O0=1(P 10Y1 5,0,
De este modo, P =-5,0..
Puesto que df, /dr =0 cuando ¢ — 0, entonces, y debido a que
d(uv)/dr = udv/dt + vdu/de
16
[d *=exp(—Ew tH{oFPsen wr —wOcoswt)
{
—Sw, exp{~Lw (P coswt +Ocosw)
0=10~w@)-Lfw (P+0)
Q=C0o Ju)-bH,)
Asi
0, =exp(=§o )80, coswr —E(w_jw)f |-~ =
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Par torsional Momento de
de inercia/

Oposicion
ParT

Par de friccion
de aposicion

AN

Figura 3.14 Ejemplo 7

Puesto que w , =158 Hz, { =0.16, w =156 Hz , , =1y 6, =F,
cntonces

0, =-Vexp(—25¢){coslS6r +0.16sen 1567+ F

Ejemplo 7

Existen diversos sistemas que involucran la deformacion de un gje
como resultado de alguna entrada. La figura 3.14 muestra este siste-
ma basico. La entrada, un par 7', se aplica a un disco con momento de
inercia 7 alrededor del ¢je de rotacidn. El eje puede girar libremente
en la unidn con ¢l disco, pero csta fijo en el otro extremo. La rotacidn
encuentra oposicion por la rigidez torsional del eje, ¢l par de oposi-
cion es k6, que se genera por una rotacion 6, donde £ es una cons-
tante. Las fuerzas de friccién amortiguan la rotacién del eje y produ-
cen un par de oposicidn de «df, /dt, donde ¢ es una constante y
df_/di es la razén a la cual cambia el desplazamiento angular de
entrada con el tiempo,
a) ¢Cudl es ¢l par neto que actia sebre ¢l gje cuando existe un des-
plazamiento angular de entrada de &7
5) Un par neto produce una aceleracién angular de Jd°8_ /d¢*. Por
consiguiente, escriba la ecuacién diferencial para este sistema.
¢) ¢Cudl es la condicion para que cste sistema esté criticamente
amortiguado?
Respuesta

a) Elparnetoes
de
Parneto=T —c—= - k0
dt
b) El par neto es 1d°6_ / dt, por lo tanto
2
ao, _,_ 9.
dr” di
d‘o df
I—2 +c—2+i) =T
dr? dt
¢) La condicion para amartiguamiento critico estd dada por el fac-
tor de ameortiguamiento relativo § =1, Al comparar la ecuacién
anterior con la ecvacion (17)

T

1

_kﬂo

2
de
d Gj 2w, — 2+l - bhwll,
dr® dr
Entonces
W= k
7
¥
c
2w, =—
7
Dec este modo
¢ I c

“20,0 2k 2D

v et A SR RHE I M R
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Asi, el amorliguasmiento critico significa que se debe tener

C:2x@

Ejemplo 8

La salida 8 de un sistema de segundo orden varia con ¢l tiempo
cuando estd sujeto a una entrada cscaldn @, de acuerdo con la ecua-
cion diferencial

d’6 dg

o L4 L 4=48,

di® dr
;Cudl es a) la frecuencia angular no amortiguada, b) el factor de
amortiguamiento relativo y ¢) la solucidn de la ecuacién diferencial
cuando hay una entrada escalon 0, cn ¢ = 0, se tiene ademas que
8, =0ydo_ /dr =
Respuesta
a) Alcomparar la ecuacion anterior con la ecuacién (17) se obtiene

48,

dr?

do s s
+2%w, d—“+cu;t9c =bw;0,
!

ol=4
w, =2 Hz

b) Sise compara una vez mas la couacion diferencial con la ecua-
cién {17)

£=10
El sistemu es criticamente amortiguado.
¢) Lasolucion a un sistema criticamente amortiguado sujeto a una

entrada escalon es de la forma dada por la ecuacidon (27), es de-
cir,

8, = (At +Blexp-w 1+ b4,
Puesto que &, =0 cuando ¢ = 0, entonces

O=(0+B)+5,8

B=-b,0,
Dado qucdd, /dr =0 cuando ¢ = 0, entonces, puesto que d(uv)/di
=udv/ds + vdu/de,

dg" =Aexp-@ i+ (At +BY—w exp-w 1)
!
0=4-Bw,

Por lo tanto, A = Bey, = - h,6,. De este modo
0, =(~w b0 - b,0)exp—w [+ 5,0,
0, =-b,0.(w t +Dexp—w { + 5,0

Puesto que w_ =2y b, =1, entonces
8, =-6,2t+De” +0,
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Ejemplo &

Un sistema de segundo orden tiene una salida §,_ que varfa con el
tiempo ¢ cuando estd sujeto a una entrada escalén @, de acuerdo con
la ecuacién diferencial

d:g de

— +13~d—“+369D =366,

i

2

di*
a) ;Cudl es Iz frecuencia angutar no amortiguada?
by ¢Cual es el Tactor de amortiguamiento relativo?
¢) ¢Cudles la solucién de la ccuacion diterencial si cuando 1= 0 se
ticne &, =0ydf, /de =07
Respuesta
a) Al comparar la ccuacién anterior con la ecuacion (17) se obtiene

2
% \ EZdeH—“ +wlf, =bwlf [17]
de? at :

0’ =36
w, =61z
5) Sisc compara una vez mas la ecuacién diferencial con la ceua-
cion (17)
2w, =13
&=11
El sistema estd sobrcamortiguado.

¢) Laecuacién de un sistema sobreamortiguade cuando esté sujeto
a una entrada cscaldn es de la forma dada por la ecuacion (26)
COmo
6, = dexpst— Bexps,t+h6,
s, v &, son las raices de la ecuacion auxiliar que se obtizne al
reemplazard?8, /d¢* por s*,d@_ /df por s e igualar la entrada a 0.
De cste modo

s2+135+36=0
(s+3)5+12)=0
Asi, s==30-12. Por lo tanto
8, =Ade™ +Be " +h,8,
Puesto que £, =0 cuando ¢ = 0, cntonces

O=A+8+5b0,
Debido a que d8, / dr =0 cuando ¢ =0, entonces
¥, =-3de™ ~12Be™™
di
0=-34-128

De csta manera, A = —4B v asi A =-(4/3)b,6, y 8 = (UU3)h,6,.
Por lo tanto, puesto que b, =1
B, =8,[(1i3)e™ — (433 +1]
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La figura 3.15 ilustra la forma tipica de la respuesta de un sistema
subamortiguado a una entrada escalon. Sc emplean algunos térmi-
nos para cspecificar tal desempefio.

Eltiempo de levantamiento {, es el liempo que toma a la respuesta
&, levantarse desde 0 hasta el valor en estado estable 8, ¥ es la me-
dida de qué tan rapido el sistema responde a una entrada. Este es el
tiempo para que la respuesta oscilatoria complete un cuarto de ciclo,
es decir, 1. De este modo

i, =1x [30]

En ocasiones, el tiempe de levantamiento se cspecifica como el
tiempo que toma a la respuesta levantarse desde algun porcentaje es-
pecificado del valor en estado estable, por ¢jemplo 10% a otro por-
centaje especificado, por cjemplo 90%.

El viempo pico 1, es et tiempo que toma a la respuesla levantarse
desde 0 hasta el primer valor pico. Este es el tiempo para que la res-
puesta oscilatoria complete medio ciclo, es decir, 7 . Asi

wi, = &l

Elsobrepaso ¢s la maxima cantidad que adquicere la respuesta por
encima del valor en estado estable. Esta es, asi, la amplitud del pri-
mer pico. Con frecuencia, e} sobrepaso se escribe comao un porcenta-
je del valor en estado estable.

La ecuacion (28) proporciona la variacién de la respuesta con el
tiempo

0, —exp(—fw H(Pcaswi + QOsenwi) + b,0,
Puesto que ¢, =0cuando ¢ = 0, entonces

0=H{P+0)+5,0,

P=-h,8,
Pero £,6, es ¢t valor en estado estable 0. De esta manera

f#, =exp(—Ew 1 W0 coswr + Osen wi) + 0y k321
El sobrepaso se presenta et @! = i, asi

0, =exp(—Cw 7w/ w)b, +0)+ 0

El sobrepaso es la diferencia entre [a salida en ese tiempo v el valor
en estado estable, Por lo tanto

Sobrepaso =8, exp (—Cw s/ )
Debido a que la ecuacion (24) da
(-t ’

W=,y

entonces

—Ew

w, J(1-87)

Sobrepaso = 0 ¢ exp

WITSEPPI P S T

PR A
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Expresadoe como un porcentaje de 8,

Sobrepaso =60 exp [33]

Sobrepaso en porcentaje =exp —;C“—E- x 100% [34]
V(-2
En latabla 3.2 se dan los vatores del sobrepaso en porcentaje para al-
gunos factores de amortiguamiento relativo en particular.

Tabla 3.2 Sobrepaso pico en porcentaje

Factor de amortiguamiento relativo 02 0.4 0.6 0.8
Scbrepaso en porcentaje 527 254 8.5 L5

Una indicacion de qué tan ripido decaen las oscilaciones la pro-
porciona la razon de asentamiento o decremento. Fs decir, la ampli-
tud del segundo sobrepaso dividida entre la amplitud del primer so-
brepeso. El primer sobrepaso se presenta cuando wt = st; el segundo
sobrepaso, cuandoe wt =2s1. Asi, la ecuacion (33) da para cl primer
sobrepaso

~fm

Na-85)

para el segundo sobrepaso un andlisis similar da

Primer sobrepaso = 84 exp

—2Lm
Segundo sobrepaso = ., exp ——1

Ni=87) )
De este modo, la razdn de asentamicnto ¢s

, . segundo sobrepaso
Razodnde asentamiento = SegUNdo SODTEpaso

primer sobrepaso

555 3Xp[(—2CE/\f(1 - ;2)]
B expi(—&m/y/(1 _Cz)j

Razdn de asentamiento =exp[—a/ (1 - &) [35]

El tiempo de asentamiento t, se emplea como una medida del
tiempo quc toman las oscilaciones en desaparecer. Este es el tiempo
que toma a la respuesta decaer y mantenersc dentro de un porcentaje
especificado, por gjemplo, 2%, alrededor del valor en estado estable
(figura 3.15). Esto significa que la amplitud de 1a oscilacion debe ser
menor que el 2% de 8. La ecuacion (32) indica ¢omo varia la res-
puesta 8, con el tiempo

Razdn de asentamiento =

6, =exp{-Lw )0 coswi +Osen wit}+ 0
La amplitud de la oscilacion es (8, — 04 ), v de este modo
Amplitud =exp (=L )0 cosmr + Qsen wi)

Los valores maximos de la amplitud se presentan cuando @ es un
multiplo de my asicos wt =1ysen e =0. El tiempo de asentamiento
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t,es cuando la amplitud maxima es ¢l 2% do O, es decir, 0026,
Entonces

0028 —exp(-Lw f KO x1+0)

0.02 =cxp (€, 1,)
Temando logaritmos

n0.02=~&w,t,
In0.02 = -3.9 0 casi —4. De esta manera

t = i [36]
La ecuacidn anterior da el valor del tiempo de asentamiento si el por-

centaje especificado es 294. Si el porcentaje cs 5% la ecuacidn se
convierte en

_ 3
5 Ca) .
Pucsto quc ¢} tiecmpo que toma un ciclo completo, es decir, el pe-

rioda, es 1if, donde fes 1a frecuencia, entonces, puesto que o = 2if
el ticmpo para completar un ciclo es

‘ [37}

Periodo = =
)

Por lo tanto, en un tiempo de asentamienta £, el nimera de oscilacio-
nes que se presentan es

tiempo de asentamiento

Numero de oscilaciones = [38]

periodo

y asi, para el tiempo de asentamiento definido para ¢l 2% del valor
cn cstado estable, al combinar las ecuaciones (36) y (38) se obliene

o 4/
Numero de oscilaciones = @, _ e
nle  #lw,
Puesto que la ecuacion (24) da
w=w (-7
entonces
, - 20,(1-8)
Numero de oscilaciones = ———-=- "~
atw,

f
A
:’I\X(é‘z 1} [39]

Un sistema de segundo orden tiene una frecuencia angular natural de
2.0 Hzy una frecuencia amortiguada de 1.8 Hz. Para este amortigua-
miento, ;cudl es @) el factor de amortiguamiento relativo, £) el tiem-
po de levantamiento de 100%, ¢) el maximo sobrepaso cn porcenta-

Ejemplo 10
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je, d) el tiempo de asentamiento de 2%, y ¢} el nimero de ciclos de
oscilaciones que se presentaran en el ticmpo de asentamiento?
Respuesta

a) Puesto que la ecuacién (24) da

NI

w=uw,
1.8=2.04(1-¢%)
yasi £ =044
by Debido a que la ccuacidn (30) da
wi =1
PR
T 2w 2x1.8
¢) Yaquelaecuacidn (34) da

=0.87s

1
Sobrepaso en porcentajc = ¢xp {—_é‘% %100 %
V=27

:exp’r—_&]xm@%

L(1-0.447)

’
i}

=21%
d) Eltiempo de asentamiento de 2%
como

esta dado por Ia ecuacion (36)

P . S
*tw, 044x20

¢) La ecuacién (39) da, para un tiempo de asentamicnto de 2%

4.35

, o 2
Numero de oscilaciones =

Ejemplo 11

La estructura de una antena de television csta sujeta a oscilaciones
torsionales cuando se tiene un par de entrada; esta entrada ¢s un es-
calén provista por una stbita rafaga de viento. La cenacion diferen-
cial para la estruciura ¢s
2
0, +5d€—“ +100¢, =1000,
dr? dt

;Cual es, para la estructura, el tiempo de asentamiento de 2%7

Respuesta
Al comparar la ecuacién difcrencial con la ecuacion (17), es decir,

d*e de
® + 2w =
di? e dr

+wih, =bwld,
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entonces, 28w, = 5. Pere el tiempo de asentumicnto de 2% esta dado
por la ecuacidn (36) como
4 4

= = =1.63
e, 512

t

Ejempio 12

Un sistema de segundo orden tiene un sobrepaso de 10% y un tiempo
de levantamiento de 0.4 s cuando esta sujeto a una entrada escaldn.
.Cual es @) el factor de amortiguamiento relativo, b} la frecuencia
angular amortiguada, ¢) la frecuencia angular no amortiguada?

Respuesta

@) Ll sobrepaso en porcentaje estd dado por la ecuacién (34) como

i_fch

NS

Sobrepasoen porcentaje = exp x 100%

ASi
0 iO:exp’r 7 }
[V(1=-87)
n0.10 S
VI=49)

531-£9=99¢°
Por lo tanto, £ =0.6.
by Usando la ccuacidn (30}
wt, ~ia
o
2x04
¢) Puesto que la ecuacidn (24) da
w=w, (-7

30 _4om:

n .

J-0.6%

=39 Hz

Ura ecuacion diferencial de segundo orden, como la ccuacion (11)

a ?7'87°"+a1 9, +a,0, =50,
< {

it
se puede escribir con los operadores D como
a,D0, +a D, +a,0, =b0
(@.D° +aD+a,)0, - b8,
a, b,

8 a,D'+aDia,

[40]
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Prohlemas

La ecuacion diferencial de segundo orden, la ecuacion (17)
de, do,

2

+28w, +wl0, =bhwlo

se puede escribir con los operadores D como
00, +2{w DI, + w0, =bw )6,
0 b

[

B T e Tyt
8. D" +2w D+w,
Estas ccuaciones se pueden resolver con el mismo enfoque que se
adopto para las ecuaciones diferenciales de primer orden.

[41]

Ejemplo 13
Un sistema sc pucde representar mediante
a, 1
6, (D+2)}D+35)
.Cual es la frecuencia angular no amortiguada y el factor de amorti-
guamiento relativo para el sistema?
Respuesta
La ecuacién se puede reordenar para obtener
D', +7D6, +106, =86,
Esta ultima ecuacion se puede comparar con la ecuacion (17)
d—;ej“ +28w, 4
dr-
D8, +2w’DA, + w8, =5ho,

o

fwi8, =bhwio,

)
a

De cste modo, @’ -10yasiar, =32 Hz, y 25w = 7y de este modo

=11

1 Daur ¢jemplos de un sistema de primer orden y uno de segundo
orden, en os que se incluya la f[orma de sus ecuaciones diferen-
ciales.

2 Un sistema de primer orden tiene una salida v que varia con el
ticmpo ¢ de acuerdo con

v=F({1-c™)
donde ¥ es ¢f valor en estado estable de la salida. (Cudl ¢s lu
ecuacion diferencial?

3 Un sistema de primer orden tiene una constante de tiempo de 4 s
y una funcién de transferencia cn cstado estable de 6. ;Cudl esfa
forma de la ecuacion diferencial para este sistema?

4 Un termdmetro de mercurio tiene una constante de tiempo de
10 5. Si éste se toma subitamente de un ambiente 2 20 °C y se su-
merge en agua a 80 °C, jcudl serd Ia temperatura que indica cl
termémetro después de a) 10 s, b) 2087

5 Un circuito consta de un resistor R ¢n seric con un inductor L.
Cuando esta sujeto a una entrada escalén de voltaje Fen el tiem-
po ¢ =0 la ccuacion diferencial para el sistema e
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di * R. ¥V

de I L
¢Cudl es @) la solucion para esta ecuacion diferencial, #) la cons-
tante de tiempo, ¢) la corriente / cn cstado estable?
¢ Cudles son las constantes de tiempo vy las funciones de transfe-
rencia en cstado estable para los sistemas de primer orden des-
critos mediante las siguientes ecuaciones?
a)0.6D8, +6, =0,

g 2
b) i =
8 D=+5
e) (D+3)8, =20
Describa la forma de la variacién de salida con el tiempo para
una entrada escalén de un sistema de segunde orden con un fac-
tor de amortiguamiento relativo de a) 0, 5} 0.5, ¢) 1.0, &) 1.5.
Un circuito RLC tiene una corricnte 7 que varfa con el tiempe ¢
cuando estd sujeta a una entrada escalén de 0, de acuerdo con la
siguiente ecuacién diferencial

Voodi

0% 160

de” dr
(Cudl ¢s a) la frecuencia no amortiguada, b) el factor de amorti-
guamiento relativo, c) la solucion de la ccuacidn diferencial si
i=0cuando { =0y di/ds =0 cuando r = 07
Un sistema tiene una salida @, que varfa con el tiempo ¢ de
acuerdo con la siguiente ecuacion diferencial

46, +1099—° +25=1256,

dr? dr J :
(Cual es a} Ia frecuencia ne amortiguada, b) el factor de amorti-
guamiento relativo, ¢) la solucién de la ecuacion difercncial si
6, =bcuando t=0ydf_/df =-2cuando ¢ =0y hay una entrada
escaldn de magnitud 3 unidades?
Un acelerdmetre (instrumento para medir la aceleracion) lienc
una frecuencia angular no amortiguada de 100 Hz y un factor de
amortiguamiento relative de 0.6. ; Cudl seri @) el maximo sobre-
paso en poreentaje y b} el tiempo de levantamiento cuando hay
un cambio subito en la aceleracién?
¢Cudl serd a) la frecuencia angular no amortiguada, b) ¢l factor
de amortiguamicnto relativo, ¢) la frecuencia angular amorti-
guada. d) el tiempo de levantamiento, e} el méxime sobrepaso
en porcentaje y /) el tiempo de asentamiento de 0. 2% para un sis-
terma dado por la siguiente ecuacion diferencial?

d Gf +5d9—“ +16=166,

dr- de
Cuando un veltaje de 10 V se aplica de manera sabita a un volti-
metro de bobina movil sc observa que cl apuntador del instiu-
mento sube hasta 11 V antes de gue el valor real se asiente en
10V, (Cudl es a) el factor de amortiguamiento relativo v b) el
numerc de oscilaciones del apuntador antes de que esté dentro
del 0.2% de su valor en estado estable?
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La rransformada de Laplace €s un método que trunsforma una ecua-
cion diferencial en una ecuacidn algehraica mds ficil de resolver. En

este capitulo se presenta la transformada de Laplace y se estudia su
utilizacién en la resolucion de problemas que de otro modo requeri-

ria la solucidn de cenaciones diferenciales,
Pura ayudar a siluar el concepto de transformada matematica de
manera objetiva, un ejemplo sencillo de transformacion niatematica
es cuando el preblema de multiplicacidn se cambia por la simple
operacién de adicion mediante la rransformacion togarinmica (figu-
ra 4.1). La multiplicacién de B por C para dar A,

A4=5C
se puede transformar, mediante el uso de logaritmos, en

logd-logBC =log B ~logC
Podemos entonces sumar log 8 y log C para obtener ¢f namero D.

De estad manerda

logd=D
Para encontrar el valor de 4 s¢ debe realizar la operacidn logaritmo

inverso o antilogaritmo

A=antilog D
La ransformada de Laplace es un tipo similar de operacion ma-
tematica a esta transformacién logaritmica (figura 4.2). La ecuacion
diferencial que describe cdme se comporta un circuito con el tiempo
se transforma cn relaciones algebraicas sencillas, que no involueran
¢l dempo, donde es posible realizar las manipulaciones algebraicas
normales de las cantidades, Se dice que el comportamiento del cir-
cuito en el demtinio del tiempo se transforma al dominio de s, en el
eual se pueden realizar manipulaciones algebraicas Fntonces s uti-

Multipticacian B Adicion o ;
Tranrsfo’rm;rmn Tran;.fom:acwon Solucion
a divisian logaritmica sustraccion inversa

La transformacion logaritmica
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{iza una transformada inversa, como ¢l antilogaritme, « [in de oble-
ner la solucion que describe como la seiial varia con el tiempo, es de-
cir, se transforma de regreso del dominio de s al dominio del tiempo.

Comportamiento
descrito mediante la
ecuacion diferencial

———— de Laplace

Dominio del tiempo

Transformacion

fanipulacion
algebraica de
las ecuaciones

Dominio de s

Transformacion
inversa

Solucién en funcién
det tiempo
Ly -

Dominio del iempo

I

Figura 4.2 La transformacion de Lapiace

La transformacion de
Laplace

Fl matemitico (rancés P. S. de Laplace (1749-1827) descubrid una
forma de resolver ecuaciones diferenciales: multiplicar cada térmi-
no de 1a ecuacion pore™ v, asi, integrar cada uno de esos términos
respecto al tiempo desde cero hasta infinito; s ¢s una constants con
unidades de liiempo. El resultado es lo que hoy dfa sc conoce como
la rransformada de Laplace. De este mode, Ja transformada de La-
place de algin término que es {uncion del tiempo es

[I' (term)e ™ dt
el

Debido a que el término es unta funcidn del tiempo, cs usual escribir-
la como f(f)con la transformada de Laplace; puesto que ¢sta s una
funcicn de s, se escribe como F (s). Es muy comin usarla letra ma-
yiscula F para la transformada de Laplace v la letra minuscula f
para la funcién del tiempo f(2). Asi

Fisi= [ foe™ar : oy

Para ilustrar e} uso de la notacion de funciones, considere un resistor
R a través del cual circula una corriente 7y la diferencia de potencial
v. En general, se escribiria

v=Ri
Pueste que 1anto v como § seu [unciones del tiempo, csto se podria
indicar de manera ideal, al escribir la ccuacion como

vit) = Ri(t)
El simbolo (£) no indica que cf término precedente deba multiplicar-
s¢ por 7, 50 que ese trmine es una funcion de! tiempo, es decit, su
valor depende de qué ticmpo sc considere.

Si se toman las transformadas de Laplace de iy v la ceuacion se
convicrte en

V{s)=RI(s)
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La transformada de Laplace
para una funcidn escalén

fr)

Tiempa t

Figura 4.3 Una funcién escalon
de altura 1

Tiempo ¢

Figura 4.4 Una funcién escalon
de altura a

V{s) indica que el término es la transtormada de Laplace de v(e); de
modo similar / (s) indica que el término es la transformada de Lapla-
cedei(z). La (s) no indica que cl término precedente deba multipli-
carsc por s.

Para ilustrar como una transformada de Laplace se puede desarrollar
a partir de los primeros principics, considere una funcion escalén.
Esta funcidn sc describe como un cambio abrupto en alguna canti-
dad, y con frecuencia se emplea para describir el cambio en 1a entra-
du al sistema cuando se hace un cambio sdbito en su valor; por ejem-
plo, el cambio en el voltaje aplicado a un circuito cuando dste se
enciende de manera sitbita. La figura 4.3 muestra la forma que toma-
ria una entrada escaldn cuando tienc lugar un cambio abrupto en la
entrada cn el ticmpo ¢ =0y la magnitud del escalén es 1 unidad. T.a
ecuacion para esta funcion ¢s

f=1

para todos los valores de t mayores que 0. Para los valores de # meno-
res que 0 la ccuacidn es

S()=0

Latransformada de Laplace de esta funcidn escalén, para valores
mayores que 0, es, entonces
F(s)= jo le™ dr
y asi
1 -
F(s)=—~e™®
Ll
Puesto que cuando f = o, el valordee ™ es 0 v cuando 1 =0, el valor
dee™ es 1. entonces
1
F(s)=~ 12]
P

Suponga ahora que en lugar de una sefial de entrada cscaldn de al-
tura de 1 unidad se tiene uno de una altura de g unidades, como en la
figura 4.4. Entonces, para todos los valores de ¢+ mayores que  se
tiene

fl)=a

La transformada de Laplace de esta funcién es
N — * af
Fis)= _{0 ae "dt
=a J.Vx e ™"t

Pero esto s0le es @ muliiplicado por Ia transformada del escalon
unitario. Asi
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F)=2 [3]
5

La muitiplicacién de una funcion del ticmpo por una constante ¢ da
por resultado una transformada de Laplace, la cual es solo la multi-
plicacion de la transformada de Laplace de la funcion por la cons-
tante.

Ejemplo 1

Determinar, a partir de los primeros prineipios, la transformada de
Laplace de la funcion ¢”, donde @ es una constante.

Respuesta

La transformada de Laplace de esta funcion se obtiene como sigue:
fl=e”
Transformada de Laplace = £/ (s) = J.: e"e "ds

Eslu se puede simplificar a

F(s)= et
Foe- [

Cuando 7 = =, ¢l térnino en los corchetes se convierte en 0y cuando
¢ =D, éste se convierte en —L De esle modo

Por fortuna no siempre es necesario evaluar las integrales que se ob-
tienen al realizar la transformada de Laplace, puesto que se dispone
de tublus que proporcionan las transformadas de todas las funciones
més comunes, que, combinadas con algunas reglas basicas para ma-
nipuiar dichas transformadas, permiten abordar los problemas por
resolver.

Las rcglas bésicas son:

1 Laadicion de dos funciones se convierte en la adicion de sus dos
transformadas de Laplace.
Fl)+ [ty seconvierteen Fi{s)+ F.(8)

2 Lasustraceion de dos funciones se convierte en la sustraccion de
sus dos transformadas de Laplace.

£~ (0 sceonvierteen  Fi(s) = F,(5)

3 Lamultiplicacion de una funcidn por una constante se cony ferte
en la multiplicacién de la transformada de Laplace de la funcion
por la misma constante
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af{t) seconvierteen af (s)
Una funci6n que esté retrasada un tiempo T, es decir, /(¢ - T),
se convierte ene £ (s) para valores de 7 mayores que o iguales
a cero.
La primera derivada de una funcién se convierte en smultiplica-
da por la transformada de Laplace de la funcion, nienos ¢l valor

de f{tyens =0
:—f_f(t) se convierte en sF(s) - 7(0)

donde f(0) es el valor de 1a funcion en £ =0,

La segunda derivada de una funcion se convierte en s° rultipli-
cada por la transformada de Laplace de la funcion, menos s mul-
tiplicada paor el valor de la funcién en ¢ - 0, menos el valor de la
primera derivada de £ (f)en =0,

: . . , dreo
— f{t) secomvierteen  5TF(s) - 5/ (0) —ﬁ_)
di” dr
donde s/ (0) es smultiplicada por ¢! valor de la funcidm en s = Oy
df (0)/ dt es la primera derivada de la funciénen: =0.
La n-ésima derivada de una funcién se convierte en s° muliipli-
cada por la transformada de Laplace de lu funciér, menos los
términos que involucran os valores de £(7) v sus derivadas en
(=0,

:—j‘(z) se convierte en  $*F(5) — 5"/ (0)
Iz

d»i—l.fr‘(o)
o a4
La primera integral de una funcion, entre el tiempo cero y ¢l

tiempo £, se convierte en {1/5) multiplicado por fa transformada
de Laplace de la funcién,

r S{e)y  seconvierte en 1F(S)
0 5

La tabla 4.1 contiene algunas transformadas de Laplace mas co-

munes y sus correspondientes funciones del tiempo.

Ejemplo 2

Determinar, con base en la tabla 4.1, la transformada de Laplace

para:

@) Unescalén de vollaje de magnitud 4 V que empiezacnz =0,

b} Un escaldn de voltaje de magnitud 4V que empieza en r ~ 2.

¢} Unarampa de voltaje que empieza en f — Gy se incrementa a ra-
zon de 3 Vs,

d) Unarampa de voltaje que cmpiczaenr =2 s v se incrementa a ra-

zon de 3 Vis,
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Transformada de Laplace

Funcion del tiempo

Descripcion de la funcion del tiempo

s+a

L

(s+ay
il

{5+ @y
a
ss+a)
a

;i {s+a)

G+ay
L
G_-O— s+ h)
ab
sls L a)s+b)
1
B+aXs+ s+

f

s+a) +w
sta
(s+af + &
@
S5+ o)
or

|
|

sf+2LwsTw
w’
s{s"+ 2Lws 1 wh)

cong <1

v |

T
K

(I—arje™
e
h-a
hooe, 4
1- e 2
b-a b-a
C—uf efbs e—cl

G-de—a  e-aa-b)  (@-ob-9)

sen mi

cosa/

¢ “senen

e Y coswt

I - caosw!

i)

e ™ sen [ay(1- 820 ]

VI8

¢ sen [@y/(1- 07y 1 ¢ ]

-5

con{ =cosd

Impulso unitario

Funcién escalon unitario

Funcion escaldn unitario retrasada
Puiso rectangular de duracion T’

Funcien rampa de pendiente unitaria

Decaimiento exponencial

Crecimiento exponencial

Onda senoidal
Onda cosenoidal
Onda senoidal amertiguada

Onda cusenolidal amortiguada
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Figura 4.5 a) Funcidn escalon,

b) funcion escaldn retrasada,

¢} funcién rampa, d) funcién rampa
retrasada, e} impulso retrasado,

f} funcién senoidal

) Unimpulso de voltaje de magnitud 4 V que empiezaen £ =3 s.
A Un voligje senoidal de amplitud 2 V y frecuenciz angular de

10 Hz.

Respuesta

En la figura 4.5 se muestra la forma de las seis funciones, éstas re-
presentan formas comunes de sefiales de entrada a los sistemas.

(1) (v)
4
o Tiempo (s)
E)
f{t)(v)
Pendiente
aL 3vis

1 1 ! Tiempo(s)
o 1 2 3

<

V)

Tiempo {s)

HORY))

40
Tiempe (s
o > po (s)
by
i) (v}
Pendiente
a 3Vis
—_— L Tiempo (s)
o 1 2 3
d)

i vy

Tiempo (s)

a) Elescaldn de voltaje es una funcién de la forma

f)=a

donde a tiene el valor, en este caso, de 4 V. La transformada de
Laplace de una funcién escalén de magnitud 1 es 1/sy de este
modo la funcién cscaldn de magnitud a tiene la transformada de

Laplace de
F(s)=ax !
s

Por lo tanto

F(s) :é




b)

e
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La funcidn escalén en el inciso @) se retrasa por 2 s. La transfor-
mada de Laplace para una funcién retrasada es la misma de la
funcion sin retraso, es decir, la funcion empezando en ¢ = (), pero
multiplicada pore ™" . De este modo, la transformada de Laplace

€5

F(.S) — E_cfsj" - ie—m
& 5

La funcion rampa es de la forma

Jly=at
donde a ticne el valor de 3 V/s. Debido a que & es una constante,
entonees la transformada de Laplace de la funeidn scra @ multi-
plicada por la transformada de ¢, lu cual cs 1/ 57, De este modo

F@:%:f

5 5

3
2

La funcién rampa esta retrasada un tiempo T, donde I =3s. La
transformada de Laplace para una funcién retrasada es la misma
que la funcion sin retraso, es decir, la funcién cmpezando en
¢ =0, pero multiplicada pore™"7. Asi, Ja transformada de Laplace
es

Fis)= ae’" e ¥

5 s

La transformada de Laplace de una funcién impulso que ocvrre
ent=0es 1. Paraun impulso de 4 V la transformada sera 4. Re-
trasar el impulso significa que la funcion sin retraso se multipli-
que por e . De este modo, la transformada de I.aplace con
T=3s¢5 h
F(s)=4e ™"
La transformada de Laplace de una funcion senoidal sen wf es
Fis)=—"—
& +w?
De este modo, la transformada de Laplace de una funcidn senoi-
dal de amplitud A, es decir, la funcion 4 sen wf, es
F(s)= _i“%
S+
Asi, para una amplitud de 2 V y una frecuencia angular de
10 Hz,
2
Fly=—2
s~ +100

Ejemplo 3

Obtener, con base en la tabla 4.1, 1a transformada de Laplace para las
siguientes funciones:

ay F

b) IZ cfur
&) l+e™)
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Respuesta

a) La tabla da la transformada de Laplace de —;12 como 1/ 5", De
esta manera, para obtener la transformada de Laplace de ¢ se
debe multiplicar la funcidn de la tabla por 2. Debido a que éstaes
una constante, la transformada de Laplace de ¢” serd

F(sy= i
K
Ay Al emplear la tabla, la transformada es
F(sy= __2__
(s+a)

Obscrve que la transformada de Laplace de dos funciones multi-
plicadas #o es la multiplicacion de sus transformadas de Laplace
individuales.

¢) La transformada de Laplace de dos funciones sumadas es la
suma de las transtormadas de Laplace individuales.

fy= +7¢

5
F(s)= 2  —

3

§ (s—a)"

Ejemplo 4

A partir de la tabla 4.1, delerminar la rransformada inversa de Tapla-
cede

a) z
s
3
b
) 25+1
) 2
oy =
§-3
Respuesta

Utilizar la tabla 4.1 para obtener la transformada inversa significa
echar una ojeada para enconlrar la transformada de Laplace de la
misnia torma basica.

@) Latablainchiye una transformada de Laplace de 1 / sy asi, pues-
{0 que ésta solo sc multiplica por la constante 2, la transformada
inversa serd la funcién que da I/, es decir, 1 multiplicado por la
mistma constante. Asi la transformada inversa es 2.

b) Esta transformada gc puede reordenar para dar

(3/2)
s+ (1/2)
La tabla conticne la transformada 1/ (s + «), |2 inversa de la cual
es e™™. Asi, la transformada inversa ésta multiplicada por la
constante {3/2) con @ = (1/2), es decir, a = (3/2)¢ ™",

¢) Esta transformada ¢s de la misma forma que en el inciso b con

a = —5. De este modo, la transformada inversa es 2¢ .
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Para utilizar la transformada dec Laplace en la solucion de una ecua-

cién diferencial, se adopta el siguiente procedimiento:

1 Transformar cada término de la ccuacion diferencial en su equi-
valente en transformada de Laplace, es decir, se cambia la fun-
cion del tiempo en una funcidn de (s) .

2 Realizar todas las operaciones algebraicas, por ¢jemplo, consi-
derar qué pasa cuando al sistcma sc aplica una cntrada escaldn.

3 Converlir otra vez la funcion de Laplace resultante en una ccua-
cidn que dé una funcién del tiempo, es decir, la operacion inver-
sa de la transformada de Laplace. A fin de emplear 1as tablas para
hacer la conversion, a menudo es necesario primero realizar una
cxpansion en fracciones parciales para obtener de éstas formas es-
tandares dadas en las tablas (vea adelante en este capitulo).

Ejempio 5

Emplear la transformada de Laplace para resclver la siguiente ecua-
cidn diferencial:
3 E +2x=4
dr
conx=0¢ns=0.

Respuesta
La transformada de Laplace de 3 dx/dz es 3 veces la transformada de
Laplace de dx/dr. La transformada de Laplace de 2x cs 2 veces la
transformada de Laplace de x. La transformada de T aplace de 4 es
4/s, puesto que éste sc puede considerar una funcion escalon de ajtu-
ra 4. De este modo

3[sX(5) = x(0)]-2X (s)=4/s
donde X (5) es la ranslormada de Laplace de x. Debido a que
x(0) =0, entonces

LX) -0]+2X (5) =4/s
y asi

X () +25X (s) =4
4 2(2/3
Xt = 22D

357 +25 S8+ (2/3)]

Ahora sc necesita encontrar las funciones que darian las transforma-
das de Laplace de esta forma para obtener la transformada inversa y
cbtener x. Puesto que la transformada inversa de a/[s(s +a )] cs
(1-e™), entonces

x=2(l-e™)

Ejemplo 6

La ecuacién diferencial en funcion del voltaje a través del capacitor
V., para un circuito RC en serie al que se le aplica una entrada esca-
16n de voltaje de magnitud ¥ en ¢ =0 cstd dada por

y=re ¥ 4y
& ©
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o] 1RC 2RC 3RC
e 2r It

Figura 4.6 Ejemplo 6

Tiempo

Ve es cero en s = 0. Utilice la transformada de Laplace para resolver
esta ecuacion.

Respuesta

T.a transformada de Laplace para una entrada escaldn unitario es /s
vy asi, para un escalén de magnitud V es V/s. La transformada de La-
place paradv,./df es[sV.{s) 0}, debido a que la funcidn v, es cero
ens =0, Latransformada de Laplace para RCdv,. /dr es RCs V. (5). La
transformada de Lapiace para v es ¥, (5). De esta manera, la trans-

formada de 1z ecuacion diferencial es
7

YRGSV, (5) =¥ ()

5
Asi
|
Vig)m —
<) (RCs = 1)s
Al reordenar se tiene
. F{LRC
f/(j (S) - ( : )
[s+{1/RCH]s

La funcidn (1 ¢ ™ ) proporciona la transformada de Laplace
a
(s+a)s
De este modo, cona = (/RC),
Ve =F{l—e™7)
La figura 4.6 muestra la gratica de esta ecuacion. Las formas de la

ecuacion y la grafica son tipicas de sistemas de primer orden sujetos a
una entrada cscaldn, RC es la constante de tiempo 7 (vea el capitule 3).

Ejemplo 7

Para un circuito LR en serie alimentado por una entrada escaldn de
magnitud I en ¢ ={, la variacién de corriente con cl ticmpo sc deseri-
be mediante la ecuacién
Ldi |V
—+

R d: R
La corriente [ es cero en t =0. Resuelva esta ccuacién usando Ia
transformada de Laplace.

Respuesta

La transformada de Laplace para di/ds es s/(s), puesto que #(0) es
cero, y asi para (L/ R )di/d¢ es (1/R)sI(s). La transformada de Lapla-
ce de fes /(s). Latransformada dc Laplace para una entrada escalén
unitario es /s y asi, para un escaldn de magnitud (F/R)es (F/R)/s.
Por lo tanto, la transformada de la ecuacion diferencial se puede es-
cribir como
s
(LIRS (Y= T(s)= ¥
3

Por lo tanto
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()= — ViR)
[(L/R)s +1]s
Al reordenar se tiene
1(s) = FIRY)RIL)
[s+(R/L)]s
[a funcién (1 —e™ ) da la transformada de Laplace
a

{s-uls

De este modo, con a = (R/L),

i= (ViR —e )
La grafica de esta ecuacidn es de forma similar a la de la grafica dela
figura 4.6, la constante de tiempe T es L/R y el valor de la corrientie
eventualmente alcanza V/R.

Ejemplo 8

Cuando un termometro de mercurio se sumerge enun liguido calien-
¢, en cscncia existe una entrada escalon de temperatura 6, al termo-
metro. donde @, cs la temperatura del liguide caliente. La relacién
entre 1a salida del termémetro 0, es decir, su lectura, ¥ el tiempo
est4 dada por la ecuacién diferencial de primer orden

-0
dt

donde @, es una funcion del tiempo. Emplear la rransformada de La-
place para obtener la solucitn de esta ccuacion. Tome el valor de 8,
como cero en ¢ =0, es decir, en este problema solo tiene interés el
cambio en la temperatura del termometro cuando se introduce en el
liquido. De este modo ¢; cs la temperatura del liquido caliente relati-
va a la que tiene e} termometro antes de sumergirlo en el liquido.

Respuesta

La wransformada de Laplace de dd, /df cs s[8, (5) - 0] puesto que el
valor @, es cero en =0. La transformada de Laplace de Kdp, /dtes
Ksf_ (s). Latransformada de Laplace de 8, es (1/5)0,, puesto que ¢sta
cs una entrada escalén, y para @, es 6_(s) . Por lo tanto, 1a transfor-
mada de la ccuacion diferencial es
Ks6, (5)=(Us)8, —0,(s)
Por lo tanto
g _ 1
&, S(Ks+1)
Esto se puede reordenar para dar por resultado
2,(5)  (UK)
8, s+ (1/K)]

La funcion (1 —e *)da la ransformada de Laplace
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Fracciones parciales

_4
(s+al)s

De ¢ste modo
B, =6,(-c"*}

Lagrafica de esta ecuacién es de forma similarala de la graficade la
figura 4.6, la constante de tiempo 7 ¢s K y ¢l valor dc la temperatura
eventualmente alcanza 0 .

El proceso de convertir una expresién algebraica en términos que
sean fracciones simples se denomina descomposicion en fracciones
parciales. Por cjemplo, la conversion de

3Ix+4 1 2
en +

¥ +3x+2 x+] 142

Con ¢l proposito de descomponet una expresién algebraica cn frac-
ciones parciales se debe factorizar el denominador, por ¢jempio, la
expresion anterior (x° +3x +2), da los factores (x + 1)y (x +2), v el
numerador debe ser al menos un grado menor que el denominador;
asi, en este gjemplo el numerador solo contiene x a la potencia |
mientras que el denominador tiene x a la potencia 2. Cuando el grado
dcl numerador es igual o mayor que el del denominador, el numera-
dor se debe dividir entre ¢l denominader para oblener (¢rminos ¢n
l0s que se tengan numeradores que por lo menos scan de un grado
menor al del denominador.

Existen tres tipos de fracciones parciales. La forma de las frac-
ciones parciales para cada uno de los tipos s la siguiente:

I Factores lineales en el denominador
Sf(s)
(s+a)s+8)s+0)
B C
+ +
s+a s+h s+c

Expresion

Fracciones parciales

2 Factores lineales repetidos en el denominador
Expresién S
(s+a)"
B C
+

Fracciones parciales —
sta (s+a) (s+ua)

3 Factores cuadraticos en el denominador, cuando éstos se factori-
zan solo con términos limaginarios

EAS))

Expresién
as” +bhstc

. . As+ B
Fracciones parciales ————

as* +hs+e
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o si también hay un factor lineal en el denominador

Expresion #

{as” +bs+ s +d)

As+ B ¢
+

as® +hs+c s+d

Fracciones parciales

Sin importar la forma de las fracciones parciales, los valores
dc las constantes A, B, C, etcétera, se pueden encontrar al combi-
nar las fracciones parciales de una expresion con cl mismeo deno-
minador que }a ecuacion original. Asi, si las fraccienes parciales
de

Ix+4 A B
son +

(x+1)}x+2) 41 x+2

Entonces
Ix+4 :A(x+2)+B(x+l)
(x +1)(x+2) (x +1H{x+2)

De esta manera, el numerador de la expresion que se obtuvo a partir
de las fracciones parciales debe tener el mismo valor que ¢l de la
ecuacion original.

x+4=A{x+2}+ Blx+1)
Esle debe ser cierto para todos los valores de la variable. Tl procedi-
miento consiste entonces en elegir valores de Lu variable con los que

algunos términos s¢ hagan cero y permitan determinar ofras constan-
tes. Asi, six =—2, entonces

- +4=A(2+D+B(-2+1)
y B =2. Sise hace x = -1, entonces
(=D +4=A(-1+2) + B(-1+1)
v 4 =1. De este modo
3x+4 1 N 2
(x+D{x+2) x+1 x+2

Ejemple 9
Determinar las fraccienes parciales de
§+5
Respuesta
La expresion se puede reordenar para obtener
§+5
(s+D(s+2)

Esta se puede descomponer en fracciones parciales
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A B

_

$+1 0 s+2
Esta s igual a

As+2)+B(s+1)

(s+Dis+2)

Puesto que esta expresion tiene el mismo denominador que la expre-
si0n 1nicial, entonces se debe tener, para que las expresiones sean
iguales

A(s+2)+B(s+D=5+5
Para determinar los valores de las constantes 4 y B, se eligen los va-
lores de sde modo que los términos en A4 o B sean igualesa cero. Asf,
si s¢ ¢lige s = -1, entonces

A(=14+2)+ B(-1+1)=-1+5
y A es igual a 4. Cuando s = -2, entonces

A(=242)4+ B(-2+1)=-2+5
y B es igual a —3. De esta manera, la expresion en fracciones parcia-

les es
4 -3
- 4
s+1 s+2
Ejemplo 10

Considérese un circuito CR en serle que tiene como entrada una ram-
pa de voltaje. La ecuacidn diferencial en funcidn de la diferencia de
potencial a través del capacitor v para este circuito es

dv .

RC=—S +y =Mt

de
¥t es larampa de voltaje de entrada, donde ¥ es el aumento de voltaje
por segundo. Cuando ¢ =0e¢l valor de v es 0.

Respuesta

Obsérvese que esta ecuacion difiere de la ecuacion diferencial para
la entrada escalén I del ejemplo 7, por el término 7, donde I es la
razén de cambio de voltaje en lugar que el valor cn estado estable del
escalon.

La transformada de Laplace paradv,/dt es [sV (s) — 0], debido a
que la funcion v, es cero en 7 =0. La transformada de Laplace para
RCdv,./dr es RCsV,.(s). Latransformada de Laplace para v esV(s).
La transformada para ¢ es 1/s” v asi para V¥ es /5%, De este modo, la
iransformada para la ecuacién diferencial es

RCsV,(s) + ¥ (5) = =
;

Por lo tanto

A p—

(RCs +1)s”
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Figura 4.7 Ejempio 10

Teoremas del valor inicial y
del valor final
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Esta se puede reordenar para obtenar
Y (1/RC)
[s+{(1/ROY)S’
Esnecesario emplear las fracciones parciales para obtener las expre-
siones apropiadas que permitan llevar a cabo la transformada inver-

sa. Puesto que el denominador involucra s° se debe utilizar 1a forma
de fracciones parciales para términoes cuadraticos. De csta mancra

a A +(BS+D):A52f(BS+D)(A‘+a)

(s+a)s® s+a 5 (s+a)s’

Ve

donde ¢ =1/RC, ¥y 4, B y D son constantes. Asi, puesto que los
numeradores deben ser iguales,

a=As’ + B +Bsa +Ds+ Du

Si se hace 5 =—a, cntonces
a=Aa*+Ba®-Ba’ -Da+Da

y asi 4 =1/a4. Si se hace 5= 0. entonces
a=0+0+0+0+ Da

y de este modo D =1. Sise hace s = + g, entonces
a=dAda’ +Ba® + Ba® + Da+ Da

v puesto que 4 =1/a y D =1, entonces

a=a+Ba’+Ba’+a+a

yasiB =—1/ a. De este modo, la expresion se puede escribir como
lVa N [(—1/07)5-}- 1] _ lVa  (Va) . 1
(s+a) §° {(s+a) s st

La funcione™ tiene la transformada de Laplace 1/ (s + &), la funcion
escaldn unitario tiene la transformada 1/5 y 1a funcion rampa 1, la
transformada 1/s°. Par lo tanto

v, =V[(RC)e ™ = (RC) +1¢]
y asi

Vo =Vi —VRC(l—¢ ™)
La figura 4.7 muestra la grafica de esta ecuacién, La manera mas

sencilla de imaginar esta grafica¢s la grafica de la linea recta v, =Vt
menos la grafica v, =VRC(l—e " ). La constante de liempo es RC.

Si la transformada de Laplace se¢ multiplica por s, el valor del pro-
ducto cuando s Uende a infinito ¢s el valor de la transformada inversa
a medida que el tiempo ¢ liende a cero.

limite s (s) = limite / (1 4]

Lsto sc conoce como ¢l teorema del valor inicial.
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Problemas

Sila transformada de Laplace se multiplica por s, el valor del pro-
ducto cuando stiende a cero es el valor de la transformada inversa a
medida quc ¢l ticmpo ¢ tiende a infinito.

lim%te sF{s}y=limite /(1) [51
5! 1ot
Esto se conoce como el teorema del valor final.

Los teoremas del valor inicial v del valor final son utiles cuando
es necesario determinar, a partir de la transformada de Laplace, el
comportamiento de la funcidn f(f)en 0 y en o,

Ejemplo 11

Sin obtener la transformada inversa de Laplace, ;cudles son los va-
lores inicial y final de las funciones de las siguientes transformadas?

a) Fs)= g +2a'
s

by (= VUEC)
[s + (VRC))s

Respuesta
a) Si la expresidn se multiplica por s, se convierte en

s+a _ . a

SF(s)= 1+-=
s

s

Con el teorema del valor inicial, cuando s = o0, la expresion tien-

de al valorde 1. Asi, el valor inicial de la funcién es 1. Alusarel teo-

rema del valor final, cuando s — 0, la expresion tiende a un valor .
De csta manera, el valor de la funcién es .

b} Sila cupresidn se multiplica por s ésta se convierte en
FQ/RC)
[s+ (1/RCH]

Al usar el teorema del valor inicial, cuando s — e, la expresién
tiende al valor de 0. Por lo que, el valor inicial de V.. es 0. Con el teo-
rema del valor final, cuando s— 0, la cxpresion tiende al valor
FQ/RCY (1/RC) o simplemente V.

sV.(5)=

1 Determinar, a partir de la tabla 4.1, la transformada de Laplace
para:

@) Un escalén de voltaje de magnitud 6 V que empiera en
1=0s.

b) Un escalon de voltaje de magnitud 6 V que empieza en
t=13s.

¢) Una rampa de voltaje de ¢ V/s que empiezacn/ =0s,

/) Una rampa de voltaje de 6 V/s que cmpiezaen:=3s.

e) Unimpulso de voltaje de magnitud 6 Ven ¢t =0s.

J) Unimpulso de voltaje de magnitud 6 Vent=3s,

£) Un voltaje senoidal de amplitud 6 V v una frecuencia de
50 Hz, que empiczaen ¢ =0s.
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Determinar, con base en la tabla 4.1, la transformada de Laplace
para:
a) efl[

by 5e7¥
¢) Ve 7
Q) 1-e -2

e) 3{1-e™)
H r-e )

Determinar, a partir de la tabla 4.1, 1a inversa de las signientes
rransformadas de Laplace:

ay 2/(s+3)

by 2/(3s+D

c) 2/5(s+3)

d) 2/5(3s+1)

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
dx
a) 2? +5¢=6 con x=0 cuando (=0
i

b) 8(-13+x=4 con x=0 cuando (=0

di

Determinar {as transformadas de Laplace de los siguientes vol-
tajes, los cuales varian con cl tiempo de acuerdo con las ecuacio-
nes dadas:

a) v=5(1-¢"")

b) v=10+35(1-¢"")

¢) v=5¢7"%

Dcterminar la transformada de Laplace de los voltajes dados por
las siguicntes ceuaciones diferenciales:

@) j—v+2v:0 con v=0 cuando =0
.

b) Q+2v=9 con v=0 cuando =0

dr

Usando los teoremas del valor inicial y final, ;cudles son los va-
lores inicial y final de las sefiales dadas por las siguientes trans-

tormadas de Laplace?
a) 3
§
5

s(s+2)

b)

Determinar mediante las fracciones parciales, la variacion con el
tiempo de las seiales dadas por las siguientes transformadas de
Laplace?
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45-5

§-5-2
6s+8

s(s+D(s+2)
1

§T 3542

a)

¢)

Resolver, con la transformada de Laplace, las siguientes ecua-
ciones diferenciales de segundo orden:

Z
a) d—f+64}.‘=0 con &

—=0 y x=2 cuando =0
di? dt

1. .
b) d—'}--i-64x:0 cun é:2 y x=0 cuando =0
di- de




Introduccion

Funciones de transferencia
de elementos dinamicos

5 Modelos de sistemas

dinamicos

En el capitulo 1 se consideraron los sistemas de control en situacio-
nes en estado estable, es decir, que la funcion de transferencia no
cambia con el tiempo. En tales sistemas no se tuvo en cuenla ¢0mo
variaria la salida con el tiempo cuando existia una entrada. No obs-
tante, estudiar los modelos para los bloques funcionales pasivos
basicos de los sistemas en el capitulo 2 condujo a relaciones entra-
da-salida que dependen del tiempo e invelucran ecuaciones diferen-
ciales. Los capitulos 3 y 4 se dedicaron al estudio de las matematicas
para la solucion de dichas ecuaciones diferenciales. Este capitulo re-
une el material de los capitulos anteriores para estudiar el comporta-
miento de los sistemas de control cuando se tiene en cuenta el tiem-
po, es decir, el comportamiento dinémice de los sistemas.

Suponga un sistema en el que la entrada 8, esta relacionada con la sa-
lida | mediante la ecuacion diferencial

d*g df
S ta—=+ayt, =bo
2 ar’ ‘dl IR 1

donde a,, a,, a, ¥ b, son constantes. Si todas las condiciones inicia-
les son cero, entonces la transformada de Laplace de esta ecuacion
es

d

[

azszﬁo (s) +aisl, (s) +a,b {s)— 5Y,(s)
a,(s) _ 2]
0.(s) a5’ +as+a,

L.a funcion de transferencia (7(syde un sistema lineal que describe su
comportamiento dindmico se detfine como el cociente de la transfor-
mada de Laplace de la variable de salida 8 (s} entre la transformada
de Laplace dc la variable de entrada 8, (s), suponicndo que todas las
condiciones iniciales son cero. Vea ¢l capitulo 2 para una explica-
cidn del término lineal.
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Figura 5.1 Representacion
mediante diagrama de bloques

b, (s)
Gy = (2]
6,(5)
Por lo tanto, para el sistema dado por la ecuacion anterior
Gis) = 0,(s) _ b,

f.(s) a,*+as+a,

De este modo, si un sistema s¢ representa mediante un diagrama de
bloques, entonces G(s) es la “funcion’™ dentro de 1a caja, 1a cual toma
unz entrada 6,(s) y da una salida @_(s) (figura 5.1).

Ejemplo 1

Escriba la funcion de transferencia G{s) para los sistemas dados por
las siguientes relacioncs entrada-salida:

@) Un sistema masa-rescrte-amortiguador (ecuacion (13) del capi-
tulo 2), con F como entrada y x como salida

dix dv
M——tc—+hx=F
dr- de
b) Uncircuito resistor-capacitor (ccuacion (26) del capitulo 2), con
veomo entrada y v como salida

dw,
v=RC—5 | v,
dt
¢} Un circuito resistor-capacitor-inductor (ecuacion (27) del capi-
tulo 23, con v como enfrada y v como salida
dy. dz]x
L IC f
dt de”
d) Un sistema eléctrico (ecuacion {30) del capitulo 2), con v como
cntrada y v, como salida

v=R({C

+ v,

Ldv
v= E I v dt + RC De + v,
L dr

¢) Un sistema hidraulico (ecuacion (51) del capitulo 2), con ¢,
comeo entrada y 4 como salida
g, =4 o + E‘g—]l
dr R

/3 Los clementos en ¢l sistema de un motor de cd controlado por

armadura (figura 2.39¢ del capitulo 2):

Cireuite de la armadura: entrada (v, — v, ), salida £,
di

Vi =V :‘La

+R,i,

Embobinado de armadura: entrada 7, salida T
T'=k,i
Carga: entrada T, salida @

Id—w:T—w
dt
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Lazo de realimentacion: entrada w , salida v,

v, =k,
g) Sistema hidriulico con carga (ecuacion (90) del capitulo 2)
2
rd xf + d, =k,
de” dr
Respuesta

a) Atrealizar la transformada de Laplace de 1a ecuacion diferencial
con todas 1as condiciones iniciales igual a cero s¢ obtiene

ms* X (5) + esX (5) + kX (s) = F ()
Por lo tanto
_A(s !
F(sy ms* vres+k

£y Alrealizar la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial
con tadas las condiciones iniciales igual a cero s obtiene

RCsV.(5) + V. (s) =V (5)

Por lo tanto
B N ¢
(,‘(5):&: !
F{s) RCs+1

¢) Alrealizar la transformada de Laplace de 1a ecuacién diferencial
con todas las condiciones 1niciales igual a cero se obtiene

RCsF (8) + LCS'V, (5) +Va(s) = F (5)
Por la tanto

G(s) = Vels) _ 1
V(s) LCs* 1 RCs+1

d) Alrealizar la transformada de Laplace de la ccuacién diferencial
con todas las condiciones iniciales igual a cere se obtiene

%fnuyu«k%@wwu@:V@)
85

Por o tanto
Vois
G(.S) - C(S) - 1
Vis) (R/LY1/s)+RCs+1

.
TR/ +RCS + s

e) Alrealizarla transformada dc Laplace de la ecuacién diferencial
con todas las condiciones iniciales igual a cero se obtiene

AsH(s) +(pg/R)H(s) = 0,(5)
Por lo tanto
_H() 1
S O(s)  As+ (pg/R)

G{s)
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/) Alrealizar la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial
con todas las condiciones iniciales igual a cero se obticne

Circuito de armadura

¥, =V = LosL () + R L (5)

Gis) = I.(3) _ 1
¥, -V sy Ls+R,

Embobinade de armadura

T(s)
G =—==k,
(5 T
Carga
- Ise(s) =T(s) — cw(s}
w(s) i
& ==
©=70 e
Realimentacion
V()
G(s) ="~ =k,
(s) o

g) Alrealizar la transformada de Laplace de la ecuacién diferencial
con {odas las condiciones iniciales igual a cero se obtienc

X {(5) + 55X (5) = kX, (5)
_ X ) k

G(s) = A

X, (8 s(ts+1)
Elementos de primeroy Fl orden de un elemento o sistema se puede definir como la maxima
segundo orden potencia de la derivada en la ecuacién diferencial. De medo alterna-

tivo, ol orden de un elemento o sistema se puede definir como la mé-
xima potencia de sen ¢l denominador de la funcién de transferencia.
Asi un elemenlo de primer orden sélo tendrd sa la potencia | en el
denominador de la funcién de transferencia, mientras que un ele-
niento de segundo orden tendrd que la maxima potencia de ses dos.

Para un elemento de primer orden |a ecuacion diferencial es de la
forma

a, a0, +a, B, =b0, [2)
dt
La transformada de Laplace correspondiente & esta ecuacion cs, si
6, —Oent=0.
asx B (s)+a, x8,(s)=5b, %0s)
Por lo tanto
b

G{5) = —_r
@s+a,
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Esta se puede reordenar para obtener

b, ! a,

6= (a,/a,)s+1

£3]

by/a, es la funcidn de transferencia en estado estable G del siste-
ma, a,/ag es la constante de ticmpo 7 del sistema. Por lo tanto
G

G(s)=
s+1

[4]

Esta es la forma general que adopta la relacion entrada-salida en el
dominio de s para un sistema de primer orden,

La relacidn entre la entrada 6, v la salida 8, para un elemenio de
segundo orden s¢ describe mediante la ecuacion diferencial (vea el
capituio 3)

N d 9]‘ +a, @, +a,0, =50, 5]
de- ¢

4}
donde b, a,, a, y a, son constaules. $i 7 =0 se tiene que 6, =0 y
df, [ df =0 entonces la ransformada de Laplace es

a5 x 0 (s)+asx8,(s)+u, <0, (5i=b, x 8.(s)
Por Io tanto

G-l b
8,(s) a5’ +asta,

Esta se puede reordenar para obtener

{0 1 ay)
{a, /a,)s" +(a, /a,is+1

G(s) = (6]

Como se indicd en el capitulo 3, la ecuacion diterencial de segun-
do orden se puede escribir en términos de la frecuencia natural @, y
del factor de amortiguamiento relativo &.

d’a,

dr’

dn 2 ,
+2.§a)n(T‘W-c,u;(;*U -bw;b, {71
i

donde @, ¢s la frecuencia angular con la cual ol sistema oscilarg li-
bremenite en ausencia de cualquier amortignamienio y £ es el factor
de amaortiguamienta relativo. La transformada de Laplace es

$70 () + 28w 50, () + w20, (3) = bw 8 (s)

Por [0 tanto

6,(5) _ by, N
04s) s*+2w s+wl

n

Gs) =

Esta es la forma general que adopta un sistema de segundo orden en
el dominio de s
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Respuesta escalén de un
sistema de primer orden

Ejempio 2

;Cuales son los drdencs de los clementos descritos por las funciones
de transferencia dadas en la solucidon del ejemplo 17

§) G-

mst + s+ k

b G{s)=
RCs+1
1
) G§)=———
2 LCs* +RCs+1
dy G(s)=—n b
(RILY+RCs™ +5
e) Gls=r———
As i (pg/ R}
Respuesta

a) Segundo orden puesto que el término sde maxima potencia en el
denominador es 57,

b) Primer orden puesto que el términa s de maxima potencia en el
denominador es s.

¢) Scgundo orden puesto que el término s de maxima potencia en el
denominador cs 57,

d) Segundo orden puesto que el término s de méxima potencia en el
denominador es 57,

¢) Primer orden puesto que el término s de méxima potencia en el
denominador es 5.

Considere el comportamiento de un sistema de primer orden cuando

estd sujeto a una entrada escaldn. Para un sistema de primer orden la

relacion puede adoptar la forma dada por la ecuacién (4), a saber
¢

s +1

Gls) =

La transformada de Laplace de la salida cs, de este modo
(7(5) x transformada de Laplace de la entrada

« transformada de Laplace de la cntrada

Ts+1

La transformada de Laplace para una entrada cscaldn unitario en
{ =0es I/s Porlotanto, para tal entrada

Transformada de Laplacc de la salida = G P !
. s+1 s
L 4D
s+ (1/7)]

La transformada es de la forma
a

s{s+a)
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Figura 5.2 6, = G[1-e " |para una
entrada escalén unitario

Respuesta rampa de un
sistema de primer orden
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donde a = (/7). Por lo tanto, para una entrada cscaldn unitario,
6,=GCll-¢""] [9]

a

Lafigura 5.2 es la grafica de esta ecuacion. Si el escaldn es de mag-
mtud -, entonces

B, =AG[l-e "] [10]

Ejerplo 3
Un termopar tiene la [uncién de transferencia que relaciona su salida
en volts con su entrada 8, en °C de la forma

30107
Gls) -0
10s+1
¢ Cual serd a} ¢l tiempo que transcurre para que fa salida def termc »ar
alcance ¢l 95% de su valor final v b) el valor finat en estado estable
cuando hay una entrada escalon de 100 °C?

Respuesta
a) Como indica la funciéon de transferencia, el termopar es un siste-
ma de primer orden. Asi, al comparar la funcién de transferencia
con la ecuacion (4), es decir,
G

Gis)=
TS +1

G=30x10"V C vy t=10s. El ticmpo que toma para alcanzar el
95% de la salida es 37 (como en la figura 4.8) y, de este modao
son 30 s.

b) Sepuede emplear el tcorema del valor final (ecuacion (5) del ca-
pitulo 4)

Iim%}te st (s) =limite f{7)

Para una entrada escalon de magnitud 8, la transformada de La-
place de la salida es 0, /s, por lo tanto

g

x L

s+l 5

Transformada de Laplace de la salida =

De esta manera

SF(s)= G0
Ts+1

Como s —0), entonces sF(s) tiende a GO, y asi éste es el valor fi-
nal en estado estable. Este es 30 x 107 % 100 =300 107°V.

Considere ¢l comportamiento de un sistema de primer orden cuando
estd sujeto a una entrada escaldn. Para un sistema de primer orden la
relacion puede adoptar la forma dada por la ecuacién (4), a saber

G
T5+1

G(s)=
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Gt -rl-¢)

! 1
[ Il
- \
1t 2r 3¢ 4r Sr Tiempo
i
i

Figura5.3 ¢, -Gt -r(1-e7")]
para una entrada rampa unitaria

I.a transformada de Taplace de 1a salida es, de este modo

((s) % transformada de Laplace de la entrada

1 x transformada de Laplace de la entrada
T8+

Ly transformada de Laplace para una entrada rampa de pendiente
unitaria en 7 =0es1/ s, Por lo tanto, para tal entrada

Transformada de Laplace de la salida = L
(rs+Dy"
/
=G x &
[s+(1/17))
La transformada es de la forma
4
s (s+a)
la cual ticnce la solucion
. (1-¢™)
a
Asi, lasalida @, para una rampa dc pendiente unitaria esta dada por
g, =Glr-11-¢""}] [11]

La tigura 5.3 es la grafica de esta ecnacion, Fista se puede considerar
como la grafica de Gf menos la grifica de Gr{l —e™' ") . Para una
rampa de pendiente 4, es decir, 8, = 4r, entonccs

@, =GA[t —t(l—e"")] [12]

Ejemplo 4
Un termopar tiene la funcion de transferencia que relaciona su salida
en volts con su entrada 0, en °C de Ja forma
30x107°

i0s+1
Cuando el termopar esta sujeto a una entrada de temperatura que au-
menta de manera uniforme a 5 °C/s, ;cual scrd la salida del termapar

después de 12 s v cuinto mas se retrasaré la salida indicada si éste
respondiera en forma instantanea a la entrada?

Gis)=

Respuesta
Para una entrada rampa aplicada a un sistema de primer orden, la
ecuacion (12) da

6, =GAlt —{l—¢c )]
v, puesto que la constante de tiempo 7 para el sistema cs 10 s {vea cl
ejemplo 12) yGes30 x 107° V/C, entonces pura uni rampa de 5 °C/s

8, =30x10° x5[12-10(i~e *"*)]=75x10 "V
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Tiempo

Figura 5.4 ¢, - G{1r)e " paraun
impulso unitario ent -0
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Como indica la figura 5.3, ¢l retraso es la diferencia entre los valores
de Gt y GA[/ —7(l- e ™ )] Puesto que GAr =30%10™° x §x ]2 =
18.0x107 ¥, ¢l retraso es 10.5x 1074 V.

Considere el comportamiento de un sistema de primer orden cuando
¢std sujeto a una entrada impulso. Para un sistema de primer orden fa
relacidn puede adoptar la forma dada por la ecuacion (4), a saber

G

G(s)=
s +1

La transformada de Laplace de la salida cs, cntonces

G(s) x transformada de Laplace de la entrada

I x transformada de Laplace de la entrada
T8+

La transformada de Laplace para un impulso unitario en t =0es 1.
Por lo tanto, para tal entrada

Transformada de Laplace de la salida = x|

Ts+1
3 i)
[+ (1/1))
La transformada es de fa forma

1

s+a

—af

y ¢sta dada por la funciénc¢™. De estc modo

g, =Glit)e™ 113]
La figura 5.4 cs la grafica de csta ccuacion. Si ¢l impulso ticne una
magnitud A, entonces

8, =GA(lit)e™” [14]

Ejemplo 5
Un termopar tiene la funcién de transferencia que relaciona su salida
en volts con su entrada ¢, en °C de la forma
30x10°
10s+1

¢ Cudl scré la salida del termopar 5 s después de que tuvo como catra-
da un impulso de temperatura de 100 °C mediante el contacto muy
breve y subito con un objeto caliente?

Gls)=

Respuesta

Eltermopar es un sistema de primer orden sujeto a una entrada im-
pulso de magnitud 100°C. As{ cs posible utilizar la ecuacion (14)
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Respuesta escalon de un
sistema de segundo orden

8, =GA(l/t)e
y puesto que G =30x 10" Vy 7 =105 (vea el ejemplo 3) entonces
6, =30x107° « 10001/ t0)e ™" =18x 10 °V

Considere la salida de un sistema de segundo orden cuando esta su-
jeto a una entrada escalon unitario.
Transformada de Laplace de la salida
= (7(s) x transformada de Laplace de la entrada

Asi, al emplear la ecuacion (8) para represcntar la forma general de
un sistema de segundo orden en el dominio de ¥

bw,

60 S :4“_-'_——_\
© S 28w s+w]

% 0,(5) [15]

debido a que, para un escaldn unitario 8,(s) =1/ sentonces

0, (5) w00 [16]
(s" +20w s+w.)s
Esta se puede reordenar como
2
b,9= D 117}

(s—m)s—mds
donde m, y m, son las raices de la ccuacion
§ 420 s+ol=0

Asi, puesto que las raices estan dadas para una ecuacion de la forma
ax” + by +c=0, por

coobt V(07 - dac)

2a
entaonces
TR
_ 28w, £/ (407w ~4w;)
m= 2
m==fo, +o T -1 (1]
my==fw - {(§ -1 L19]

El tipo de respuesta que se presenta, cs deeir, la transformada inver-
sa, depende del valor del faclor de amorliguamiento relativo .
ac; ack
Cuando £ > 1 entonces /(§° —1) es un nimerce real y sc dice que el
sistema cs sobreamortiguado. Esto significa que ambas raices son
reales.
Utilizando las fracciones parciales, la ecuacion (17) se puede
reordenar como
A B

g,(s) =l + +

5 5=m §— M,

[20]
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con

(s—m)(s—m,)+ As(s—m,) + Bs(s —m) = h,w’ 21}
Por lo tanto, cuando 5= m, enfonces
Am (my, - m,) = by’
— b[]w::

ny(my —ny)

Al sustituir los valores de m, y m, a partir de las ecuaciones (1) y
(19}

2

4 by
[_gwn _'—('Un'\"!(gE -_1)][2&){\“'(@2 41)}

bo
(=& + Y& - DI - 1)
Al multiplicar numerador y denominador de esta fraccion por (- —

xfr(??tvl}} da por resultado

e

[L2y(&* -1y

A=

Por lo tanto
h,C by

A== — - [22]
N -y 2

Con la ccuacion {21) cuando s = m,, entences

B, (my —m)) = b0

by
- my (g = my)

v mediante un procedimiento similar al del cdlculo de A.

gl h (23]

2=y 2

La respucsta dcl sistema c¢s la transformada inversa de la ccuacion
(20). La transformada inversa para 1/ s es 1, para 4/ {s—m,) ¢s
Aexp(nr), y para B/ {s—m,)es Bexp(m.¢), entonces

B, =1+ Aexp(my)+Bexp(myi) [24]
Al sustituir los valores de 4, B, m, y i, antes obtenidos
5,¢ Bl s
2. :1+L?“E: ~ = lexpi{[-fow +o JE" -D]}
L WE -y 2
b,

!— S 7 - -
i —%“ expil-Ew, ~w € ~D [25]
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Cuando § =1sge dice que el sistema esta criticamente amortigua-
do. Para esta condicion m, = mi, = - (e _. La ecuacion (17) entonces
se convierte en

80 (S) = bo*w;a
S+w, )y
La transformada inversa dc ¢sta ¢s (vea la tabla 4.1)
b, = b [l-exp (-, 1)~ /exp (—w 1) |26

Cuando {< 1 las raices son complejas y se dice que el sistema estd
subanortiguado. Cuando esto se presenta las raices, ecuaciones (18)
¥ (19), se pueden escribir cormo

mo==tw, +o (1)

my==bw, + o (-1 -5

vy asi, al eseribir jpor 4/ (—1)
my = Lo, + o127 [27]

e modo similar, puesto que

m, ==fm, —w (-1
entonces
my ==Lw, - jo N (1-87) [28)

La transformada inversa para la ecuacion (16) con esly condicion s
(ver latabla4.1)

b
B, (5) = ——
s(s® +20Lews+ @)
NS —
L A1-EY)

exp(—Lw tysen |, (1 - 57)1 + ¢] [29]

| S

dondecos ¢ = . Esta ecuacién sc puede reordenar para dar la forma
de la ecuacion citada en el capiiuio 3. Cuando £ =0, es decir, no exis-
le amortignamiento, entonces la ecuacion (29} da por resuliado

B, =h,{l-1le"sen[w +/ (1)t +0]}

6, =b{l-senw i}
De esta manera, la salida oscila con la frecuencia no amortiguada
w,.
La figura 3.12 muestra las graficas de la respuesta de salida para
diferentes valores del factor de amortiguamiento relative, e ilustran
los efectos de sobreamoriiguamiento, amertiguamicnto critico ¥
subamortiguamicnto,
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Ejemplo 6

Un sistcma tiene la siguiente relacién, en el dominio de s, entre su sa-
lida ¢, y su entrada §,. ;Cuél ¢s ol estado de amortiguamiento del
sistema cuando esta sujeto a una entrada cscalon?

f.(s) 1
B.(9) & +8+16

Respuesta
Para una entrada escalon unitario 8, =1/, por 1o lanto
_ 1
s(s” +8s+16)
Esla se puede simplificar a
S

© s+ A)s+4)
Las raices de la ccuacion s® + R8s + 16son de este mado my, = mr, = — 4,
Aianbas son raices reales v repetidas. El sislema ¢sta entonces, criti-
camente amortiguado.

<

Ejemplo 7

Un sistema de segundo orden esta subamortiguado con un factor de
amortiguamiento relativo de 0.4 y una frecuencia angular libre de 10
Hz. ;Cual es @) 1a relacion entre 1a salida y 1a entrada en el dominio
de s, b) larelacion entre la salida y 1a entrada en el dominio del tiem-
po cuando estd sujeto a una entrada escaldn unitario y ¢) el porcenta-
je de sobrepaso con dicha entrada? ’

Respuesia
«) Eneldominio de sla ecuacidén de segundo orden scra de la forma
dada por la ecuacion (8}
2
g, {s} _ b,
0.(s) s+ s+’

G(s)=

donde &, es una constante, @, la frecuencia angular natural y £ el
factor de amortiguamiento relativo. De este modo

6,(s)_ 1008,

8.(s) & +8s+100

b) Cuando cl sistema csta sujcto a una entrada escaldn unitario

o (s)=— 1200
s{s7 + 85+ 100)

Esta ticne la solucién general, como estd dada en la tabla 4.1 v
antes se analizd
. | Yy
a, = bUJ 1- ﬁcxp(—éwnr)scn [w, A (1= + (p]|~,
L o=
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Respuesta rampa de un

sistema de segundo orden

dondecos¢ =£. Asi,conw, =10y & =04
0, =b, I—Le"‘ sen (9.21 1 66.4%)
0.84

¢} Como sc obtuvo en el capilulo 3, ecuacidn (33)

Sebrepaso en porcentaje = exp —7;7_ % 100%
=27
yasi,con{ =04
Sobrepaso cii porcenlaje = exp —__0—4_37 : 100%
Ja —0.4*)j

=254%

Considere la salida de un sistema de segundo orden cuando esta su-
Jjeto a uny entrada rampa unitaria.

I'ransformada de Laplace de la salida
= G(s) x transformada de Laplace de la entrada

De csta manera, utilizando la ecuacidn (8) para representar la forma
general de un sistema de segundo orden en el dominio de s
byw!
g, (5) = ———"— = 0,(5)
=2w s+ a)

Puesto que, para una rampa unitaria, 0, (s) =1/ 5%, entonces

IO PR — [30]
(5" +20w s+ )s
99(5)=_E’D‘*L_M 131

(s—m))s—m,)s’
donde »7, y 1, son las ruices de la expresidn cuadratica. Puesto que
para una ecuacion de la forma ax® + bx + clasraices estdn dadas por

—fbix."(b2 —4ac)

n=

2a
entonces
- 2 2 2
m = 2w, +y A, —dw,) =-Llw, Awn\/‘f(gl -1
2
¥ R
my,=—fo —w JE -1

Lua ecuacion (31) se puede reordenar usando las fracciones parciales
en la forma
N
A C Do
g, (s)= b(T — [32]
Ls™ 5 s—my s—m,
Laevaluacion de cstas constantes, A, 8, Cy D,y sustituyendo los va-
lores de my v mr. que antes se obtuvieron, da por resuitado




4, = bt =200,

0

Figura 5.5 Respuesta en estado
estable de un sistema de segundo
orden a una entrada rampa unitaria

Figura 5.6 Respuesta de un
sisterna de segundo orden a
una entrada rampa unitaria
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p--%
wr.
¢ 284 -1
Ce2
Wy 2w (1)
D:i-iiL
We 2 T =D

La transformada inversa de la ccuacién (32) da por resultado

6, =b,[At + B +Cexp{mi)+ Dexp(m,t)]

-

1 r
a, bt = 2=~ Cexp(mn) + Dexplm,t) [33}
Cow

n

(o)

Los términos € ¥ £ en la ecuacion dan la respucsta transitoria. La
forma de esta respuesta depende, ya sea que £ sea mayor, igual o me-
nor que 1 v asi, en consecuencia las raices serdn reales y diferentes,
reales ¢ iguales o complejas y diferentes. La forma que adopta la res-
puesta transitoria es, asi, del misimo tipo que s¢ presenta cosn una ¢n-
trada escaldn, la cual se estudio al principio de este capitulo. Los tér-
minos 4 ¥ B dan la respuesta en estado cstable. Cuando no hay
amartiguamiento, gs decir, £ =0, entonces la respucsta en cstado cs-
table es solo &, e indica que la salida se mantiene creciendo con ¢l
cambio suave de la sefial de entrada que ¢s una rampa unitaria, #. No
ohstante, cuando hay amortiguamiento la respuesta en estado esta-
ble se retrasa respecto a la sefial de entrada por 28/, (figura 5.5).
Esto se refiere a qué es el error en estado estable. La figura 5.6 ilus-
tra 1os tipos de estados esiables mds las respuestas transitorias que se
pueden presentar con diferentes grados de amortiguamicnto.

Ejemplo 8

1a relacion entre la sefial de entrada al plato de un radiotelescopio y
la direccion en la gue éste apunta estd dada por la funcidn de transfe-
rencia

(¥

G(s) — =

+ 28w, +w!

teniende £ el valor de 0.4 v el valor de 10 Hz. Cudl es 2) el ervor
en estado estable cuando la senial de entrada al telescopio es una se-
fial rampa, y b) el tiempe de asentamiento para 2%?

Respuesia
@) Elcrror en estado estable es la cantidad mediante la cual lz posi-

¢cidn cu estado estable del telescopio sc retrasa respecto a la sefal
de entrada rampa. El crror tiene el valer de
2L 2x04 .
Error en estado estable = X = T =0.08s
o,
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Respuesta impulso de un
sistema de segundo orden

&) Eltiempo de asentamiento es el que transcurre para que la res-
puesta adquiera valores dentro de un porcentaje fijo alrededor
del valor en estado estable, en este case, 2% (vea el capitulo 3y
la ccuaeion (35) del mismo). Este tiempo estd dado por

4 4

fo=—= =1s
fw, 04x10
Ejemplo 9
Un brazo robot tiene fa funcion de transferencia
Go=-"
(s+3)°

Obtener la relacion entre la salida, es decir, 1a posicion del brazo
come funcion del tiempo, cuando el hrazo estd sujeto a una entrada
rampa unitaria.

Respuesta
Cuando el brazo estd sujeto a una entrada rampa unitaria (17 5°) la
salida estara dada por
90 (S) = ___]\—q
s2(s+3)°
Ista se puede reordenar cn fracciones parciales como
A4 B C
o + i
o (s+3) (s+3)
Por lo tanto
AG+3 + B (s+ D +Cs" =K
Cuando s=-3, entonces 9C =K v, asi, C = K/9. Cuando 5=0, en-
tonces 94 =K y, asi, 4 =K/9. Cuando s=1, entonces164 + 4B +
C=Ky,asl,B=-2K/9. Por lo tanto
9
b=ty o B
Ys* 9(s+3) Y(s+3)°

Con base en la tabla 4.1,
O, =(Ki9r - QK 9e™ +(K/%ie™

Constdere la salida de un sistema de segundo orden cuando estd su-
jeto a una entrada impulso unitario enr = 0.
Transformada de Laplace de la salida
=((s) x transformada de Laplace de la entrada

De esta manera, scgun la ccuacion (8), para representar la forma ge-
neral de unsistermna de segundo orden en ¢l dominio de s
8, ()=

: % 6,05)

§T+28w 54 @)

b’
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Puesto que para un impulso unitario en s =0, &, (s) =1, entonces
byw:

f, 8=z 34
(s" +28w s+wl) A

Esta s¢ puede reordenar como
0,(s) =~ ik [35]

(s—m)(s—m,)
donde m, y m, son las raices de la expresion
: )
5" +28w s+ow; =0

De este medo, dado que las raices estan dadas por una ecuacion de la
forma ax® +bxy +c=0por

~bty (b* - dac)

X =
2a
entonces
28w, £/ (4w —do))
m=
2
m ==L, +a)n\f(‘g': -1

my, =—fe —m (6 =1)

A partir de las fracciones parciales la ¢cuacion (35) se puede reorde-
nar en la forma

A B
+

s—my s,

0,(s) -

[36]

Por lo tanto

Als—m)+Bls—m)= by’
v cuando s = m, entonces B (m, —m,) = byw! y cuando s = m;, enton-
ces ADm, —m,) = b,w . De cste mado, al sustituir los valores de m, y
w,

4o B by,

2\}@
La transformada inversa de la ecuacién {36) da por resultado
8, = Aexpmt + Bexpm,i
vy asi, sustituyendo los valores de A y 5.
4, :&—;—[Cxp (mt) exp(m,1)] [37]
2D

1.2 forma de la respuesta que se presenta dependerd de si las raices ar,
y m,, son reales o complejas, es decir, si { es mayor o menor que !
Cuando £ > 1las raices son reales diferentes y el resultado es sélo un
incremento en ia salida seguido de un lento decaimiento hacia el va-
lor cero (figura 5.7). Cuando £ =1las raices son reales ¢ iguales y el
sistema estd criticamente amortiguado. Esto significa que conlinua
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[
Figura 5.7 Rcspuesta de un
sistema de segundo orden a
una entrada impulsc ent =0
Presion
p
| -
\
1.
T
[ 4 - Densidad
.
i

Figura 5.8 Ejemplo 10

el incremento inicial en la salida ¥ la respuesta regresa a cero en un
tiempe minimo sin oscilaciones. Cuando £ < 1las raiccs son cantida-
des complejas y se tiene un incremento inicial en las oscilaciones de
salida, con un decaimiento uniforme en la amplitud hasta que even-
tualmente regresa al valor 0.

Cuando ¢ ¢s menor que 1 las rafees son complejas. Cuando este es
el caso, la ecuacién (37} a menudo se escribe en forma diferente,
Esta forma se pudo obtener mediante la transformada inversa, dada
en latabla 4.1, de

Y
§+2%w sto]

[

COMo
e exp (Lo Nsenfw (1 - 57)¢]
V(=87
entonces. para la ccuacién (34)
b, [
0, ——-”—(A),_‘f%cxp(*Ewnr)scn[w“\;'(l—(f‘)l] (38]
V=5
Ejempio 10

La Figura 5.8 muestra un sistema de segundo orden sencillo de un 1i-
quido en un tubo en U. Este es caracteristico de los sistemas que al-
maccnan liguidos en dos tanques conectados v el movimiento del li-
quido que puede ocurrir entre etos. Para un tubo en U la funcion de
transferencia que relaciona la presién de entrada pcon el liquido en
uno de los extremos al cambio cn la altura 4 csta dada por

H(s) 1

P(s)  pls +Rs+2pg

donde p es la densidad del liquido, £ 1a longitud to1at de la columna
de liquido, R ia resistencia hidraulica y g la aceleracidn debida a la
gravedad. ; Cual es a) la frecuencia no amortiguada, o) el factor de
amortiguamiento relativo, y ¢) la ecuacién que relaciona /r con ei
ticmpo cuande hay un impulso de entrada?

Respuiesia
«) Al comparar con la ccuacidn (8)
0,(s) _ by’

B.(y) s+ s+w]

G(s) =

y al rcordenar la ecuacidn de Ia funcién de transferencia para el
tubo en U

H(sy 1

Plsy  pl[s" +{RipL)s~Q2g/Ly]

—_—
cntonces, @, =~/ (2g/L).

£) Lacomparacion también proporciona 28w, — (R/plL)y asi




Problemas

Problemas 143

R R RA2

“2w.pl 2pLlRgll) pyila)

) Laecuacion de la funcion de transferencia para el tubo en U se
puede entonces escribir como

H(s) __ (1/2pg)e,
P(s) s*+2%ws+w’

De este modo, para una entrada impulso de presion p, pucsto que
el problema cstablece que se presenta movimiento del liquido, cs de-
cir, existe oscilacién, entonces § es menor que 1, la solucién es de la
forma dada por la ecuacion (38), es decir,

6, ,Tl;(?_f_%exp( Lw fysen [mwm

Tor lo tanto, al sustituir los valores del tubo en U

h"(lepg)xf(ngL)ﬂp L m g)\ 12g/L) t}
(T2
-fesnf T
- )] 2 4R,
h_P\’mcxp (\P ,]ftj Scn\l( L pr jr

1 Escribir la funcién de transferencia G{s) para los sistemas dados
por las siguientes relaciones entrada-salida:

@) Circuilo RC con entrada v y salida {

v = RH—F Irdt

b) Circuito RLC con entrada vy salida v,.

. dv,.
p="upo8e s ! J'v(. dr
R d L

¢) Sistema hidraulico, un tubo cn U con entrada g y salida &

,OLM‘FRA@ +2hpg

dar’
d) Sistema masa-resorte-amortiguador con entrada /7y salidax
1 d*x 20 dx F

+= = +x

w dt e, dt
2 ;Cuales son los drdenes de los clementos dados por las funcio-
nes de transferencia obtenidas en la solucidn del problema 1?
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10

Describir ¢l comportamiento de un sistema de primer orden

cuando estd sujeto a @) una entrada escalén, o) una entrada ram-

pay ¢) una entrada impulso.

Un sistema tiene la siguiente relacion entre su salida 8, y su en-

trada &, cn el dominio de 5 ;Cudl es ¢l cstado del amortigua-

miento en el sistema cuando esté sujeto a una entrada escalon?
f) o 45 _ 1
() s*—65-16

Un sistema de segundo orden tiene un factor de amortiguamien-
to relativo de 0.2, una frecuencia angular libre de § Hz y una fun-
cidn de transferencia en estado estable de 2. ;Cual es la relacion
entre la entrada y la salida en ¢l dominio de spara el sistema v el
sobrepaso en percentaje cuando estd sujeto a una cntrada esca-
l6n?

Describir el comportamiento de un sistema de segundo orden
cuando estd sujeto a &) una cntrada cscaldn, b} una entrada ram-
pay ¢) una entrada impulso.

¢Cual es la respuesta del sistema dado por la siguiente funcion
de transferencia cuando estd sujeto a una entrada escalan unifa-
rio?

$
(s+3)°

Un sistema tienc la siguiente relacién entre su salida 8, y su en-
trada @, en cf doninic de 5. (Cudl es el error en estado estable
cuando esté sujeto a una entrada rampa?

8, _ 400

u

8§ +205+400

Las oscilaciones de lado a lado de una embarcacidn debidas al
oleaje, es decir, movimiento de ondulacidn, se puede describir
mediante
2
o) w
; 2 2
H(s) s +2%w s+w,

donde @ es la defleccidn angular a partir de la vertical y /2 1a altu-
ra dc las olas. Con una frecucncia angular libre w_ de 2 Hz y un
factor de amortiguamiento relativo £ de 0.1, ;cémo varia la de-
fleccion angular con el tiempo para una sihita ola grande, es de-
cir, un impulsa?

¢ Cuél es la respuesta de un sistema dado por la siguiente funcidn
de transferencia cuando estd sujcta a un impulso unitario?

2

Glsy=— %
O = e




Introduccion

El diagrama de bloques

Punto Blogue
suma ————— Puntode
separacién

+ Fungién de
transferencia ‘
to-

Figura 6.1 Elementos de un diagrama
de blogues

Modelos mediante diagramas
de bloques

Establecer modelos para sistemas complicados es el resultado de en-
lazar algunos subsistemas o elementos, cada uno de los cuales tienc
su propia funcién de transferencia. Los diagramas de bloques se
pueden usar para representar cada uno de estos subsistemas y, el
agrupamiento del arrcglo enlazado, el sistema como un ledo. Eneste
capitulo la atencidn se centra en tales agrupamientos y coma sc de-
termina la respuesta globa! del sistema a partir del conocimiente de
la funcién de transferencia individual de cada bloque.

La figura 6.1 muestra como representar los clementos en un diagra-
ma de bloques. Las flechas se usan para representar las direcciones
de flujo de la gefial. Cuando las sefiales son funciones del tiempo se
representan con letras mindsculas seguidas por (¢), por ¢jemplo i),
aunque con frecuencia (¢) se omite cuando es obvio que las sciiales
son funciones del tiempe. Coando lus sefiales estan en el dominio de
sse representan con letras maytisculas seguidas por (s), por cjemplo,
I(s). Un punto suma es en el que las sefiales se suman algebraica-
mente. $i una de las seflales que entran a dicho punto se indica como
positiva y la otra, como negativa, entonces dicha suma es la diferen-
cia entre las dos seflales. Siambas seilales se indican como positivas
entonces la suma es la adicion de las dos sefiales. En el capitulo 1
este punto suma, cuando se uso para comparar el valor requerido con
una sefial de realimentacion que indica el valor real, se denomind
comparador, fa sciial de realimentacion se sustrac del valor deseado
para obtencr la sefial de error. Cuando de algin punto de la trayecto-
ria de 1a sefial, se toma una sefial, ¢l punto de separacion se represen-
ta de la misma forma, que en un circuito eléctrico, donde la unién en-
tre dos conductores permite que la corriente sc separe, es decir, la
unidn se representa mediante el encuentro de dos lincas y Ja union se
indica con **. En general el blogue sc dibuja con la funcién de trans-
ferencia escrita dentro de éL
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Trayecluiia directa

Trayectoria de realimentacion
a}

I rayecteria direcla

S R
! by
L | G,(s) f

Travectoria de prealimentacion

&)

Figura 6.2 Trayectoria de |a sefial

Bloques en serie

El término trayectoria directa se usa para los elementos a través
de los cuales pasa la sefial en ta direccion entrada-salida a lo largo
del sistemna (figura 6.2«). Las funciones de transferencia parz los ele-
mentos en esta trayectoria directa en general se designan mediante G
0 G(s). El término trayectoria de realimentacion se usa para los cle-
mentos por los cuales pasa la scial cuando se alimenta de regreso
desdc la salida hacia la entrada (figura 6.2a). Las funciones de (rans-
ferencia para los elementos en esta trayectoria de realimentacion por
lo comun se designan por / o H{s). El término rrayecroria de preali-
mentacion se usa para los elementos que cstdn en paralelo con la tra-
vectoria directa y a través de los cuales la sefial se mucve en la mis-
ma direccion, es decir, entrada-salida (figura 6.24),

Si ¢l sistema consta de varios elementos en serie, por ejemplo, los
dos elementos de 1a trayectoria directa en la figura 6.24, entonces la
funcién de transferencia del sistema G{s) es

G(s) = g.(s)
0.(s)
Pero para el primer elemento sc tiene
G5 = Fal?)
0.(s)
para el elemento 2
g,
Gz (‘s) — 0z (S)
g..(s)
y para ¢l clemento 3
7
GS (S) — o (S)
8,,(s)

Pero

60 (S) — 6()1(S) % 002(5) w 90 (‘S)
.5y 05 B,(s) 6,0

De este modo
G(5) =G (5) x G, {5) x G, {s) [1]

Asl, el namero de bloques en serie, con funciones de transferencia
G (5), G, (), (7, (s), etcétera, se puede reemplazar por un solo bloque
con una funcion de transferencia ((s). Vea el caplitulo 1 para la ob-




Figura 6.3 Ejemplo 1

Bloques con lazos de

realimentacion
#(s) ‘® ‘P——TG.(S; | {8}
< L
{ His]
[
a)
815} o) ’*—‘ A,(8)
/\&/: G,(s) I
Ve
ST
‘ | hisy |
L
b

Figura 6.4 a) Realimeniacion
necativa, b) realimentacion positiva
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Blogues con lazos de realimentacion

tencidn de las funciones de transferencia cuando se hace referencia a
¢stas s0lo en estado estable.

De esta manera, para los dos clementos G, (s} y G, (s) cn serie, si
#.(s) es laentrada al arreglo y A, (s) 1a salida

0, () =G(9)8,(5) =G, (5)G, ()8 (s} (2]

Se supone que cuando los bloques individuales en Ios que no
existe interaccion, se conectan entre si, producen cambios en la fun-
cion de transferencia de los bloques individuales. Sélo si no cxistc
tal interaccion las funciones de transferencia de los bloques se pue-
den usar en forma aislada para obtener la funcion de (ransferencia
global cuando éstos s¢ combinan. De este modo, si las bloques indi-
viduales son circuitos eléctricos puede haber problemas at combi-
natlos debido a que los circuitos interactilan y se cargan unos a olros,

Ejemplo 1

Un sistema en lazo abierto consta de dos elementos en serie: Ins ele-
mentos tienen las funciones de transferencia que se indican en la fi-
gura 6.3. ;Cual es la funcion de transferencia del sistema como un
todo?

Respuesta
Para los bloques en serie, la ecuacidn {1] da por resultado

G(8) =G, (5) x G, (5)x G, (5} x ercéiera
Por lo tanto

G(s)— 2 x -

s+1

La figura 6.4 mucstra un sistema en lazo cerrado sencillo con reali-
mentacion negativa. Con la realimentacion negativa las sefiales de
referencia y de realimentacidn se restan en el punto sumay con reali-
mentacion positiva éstas se suman. 518, (s} es el valor de referencia,
es decir, la entrada, y 8 (s) es el valor real, es decir, la salida del sis-
tema, entonces la funcion de transferencia del sistema de control
completo es

8.(5)
a.(s)

Funcién de transferencia =

Cada subsistema dentro del sistema global tiene su propia fun-
cién de transferencia. Para la teayectoria de realimentacion, la fun-
cidn de transferencia es A (s); entonces, con su entrada 6, (s) tendra
una salida f7(5)d  (s) hacia la trayectoria directa. De csta manera, si
la trayectaria directa del sistema tiene una funcidn de transferencia
G\ (s), entonces, con su entrada £ (s) - H{(s)8 (x) v salida de 8 (s).
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Figura 6.5 Ejemplo 2

Bloques en serie y ¢on uh
lazo de realimentacién

Figura 6.6 Funcion de transferencia de
ur: sistema de lazo cerrado con
elementos multiples

G,(s) ,-_80_(5_‘)____
! 6,(s) - H(s)8, ()

Asi, al reordenar ésta se obtiene
A, ()1 + G (s)H (5)]= 0,(5)G,(s) (3]

Por lo tanto, la funcidn de transferencia glohal det sistema de control
en lazo cerrado es

Gy(s)
§)=—— 4
Gl 1+ G {s)H (s} 4
Si la realimentacidn es positiva (figura 6.45), entonces
8, (5) = G,(5)10,(s) + G,()1()8, ()] [5]
G, (s)
G T —_—
2 1 =G (5)H (s) (6]
Ejemplo 2

;Cudl es la funcidn de transferencia global para el sistema que ilus-
tra la figura 6.57

Respuesta
La realimentacién es negativa, por lo fanto, segun la ecuacion [4]
PG
L+ G (O (s)
2/
Gls)= 2 s+ 2 2

T1a552/(s+1)] (5ol 4l0s Ltlis

Censidere un sistema en lazo cerrado que consta de tres componen-
tes cn serie en la trayectoria dirceta y con un lazo de realimentacion,
come muestra la figura 0.6, La funcion de transferencia de la trayec-
toria directa es de esta manegra

Funcion de transferencia de la trayectoria directa =

G (s} x G, (s)x Gy (s)
Fl sistema en lazo cerrado se puede asi reemplazar por ¢l siste-
ma equivalente més sencillo, como ilustra la figura 6.7. Ahora
solo se ticne un elemento con una funcion de transferencia de
G, (s} % G, (s) x G, () yunlazo de realimentacion con una funcién de
transferencia H(s). La funcion de transferencia global G{s) para cl
sistema cs, cntonccs

B, (s) _ G(8) =G, (5)x G (s)
6.(s) 1+[G =G, (s)=x G (NH{$)

6,(s)
Gls) H G,(5) H G.is) }_

«- | H(s)

i

G(s5)=




[IRENTIRTRTY

—*®% G{s)G,(5)G,(s) —r—

| ’_“—l
‘ His) |
|

Figura 6.7 Sistema equivalente
para la figura 5.6

. o
- { | K —J L ——
N sy
‘ :

S
T ‘
Figura 6.8 Ejemplc 3
Bloques en paraielo
G.(s)8,(s)
#{s} : LA
Sy Gls) o X
i e
— G.(518,is)
EACK J

Figura 6.9 Lazo de prealimentacion
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Ejemplo 3

Un sistema de control (figura 6.8) tiene una trayectoria dirccta de
dos elementos, la funcion de transferencia es £ y 1/(s+1). Si la tra-
yectoria de realimentacidn ticne una funcion de transferencia de s,
ceual es la funcidn de transferencia en lazo cerrado?
Respuesia
Para los elementos de la travectoria directa la funcion de transferen-
cia global es, segun la ecuacion [1]

1

Funcién de transferencia de la travectoria directa {s) = K x - - .
s+

Debido a que se tiene realimentacion negativa, la funcién de transfe-
rencia global G(s) es, al usar a ecuacién [4]

G(_g):iGJ (5
1+ G (s)H(s)
G- Kls*D K

T K/ tD) Lo &)

La figura 6.9 muestra parte de un sistema de control con lazo de
prealimentacion, Para este sistema la sehal de entrada a cada ele-
mento ¢s & (s). De este modo, la salida del clemento con una funcion
de transferencia G,(s) es G, (s}, (s) y Ia salida del elemento con una
funcién de transferencia G, (s) es G, (5)0,(s). En la figura las dos se-
fiales se muestran como adicion en ¢l punto suma. Por lo tanto, ia sa-
lida @, (s}es

8,(5) =G (5)8,(5) + G1(5)8,(5) =[G\ (5) + G, (s))0, (] [7]
Por lo tanto, la funcidn de transterencia global G{s) es
G(s)=G,() + G, (8) (]

Silas sefiales s¢ hubieran sustraido en ¢l punto suma, entonces se de-
beria obtener

8, (5)=[G,(s5) - G, (5)}0,(5) [9]
y

G(5) =G, (5) - G.(s) [10]
Ejemplo 4

Un lazo de prealimentacién de Tu forma que muestra la figura 6.9 tie-
ne funciones de transferencia de G, (5) =1/(s +1) y (G, (5) = 5. ¢ Cual
es la funcién de transferencia global si Ia senial del lazo de preali-
mentacién se suma a la sefial de la trayectoria directa?
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Movimiento de un punto
suma cespués de un
bloque

() f

5,(8)

0,(5)= G(s)[A,(s) + O,(s]]

Reacomodo de punios
suma

2{s) \4 w 9.(s)
+ Kfﬁ 4
M +

o,(5) 4(s)

0,(8)=0,(s) % b,(s) 1 0(5)

Reacomodo de puntos
suma

0,0s)  8(s)

0,(8)=0.4s) £ 0,(s) % y(s)

Movimiento de un punto
de separacién antes de
un bloque

ag G{s} 0 f5)

7{s)

0,(5}=G(s)9,(s}

Movimiento de un punto
de separacion después
de un bloque

o.(s) f,(s]

0,(s)= Gls)6/(s)

Movimiento de un punto
de separacidon antes de
un punto suma

0,(s)=0(s) £ 0,(s)

13.

Movimiento de un punto
de separacion después
de un punto suma

,(s)=0,(s) = B,(s)

opajeled uas sonbog

IS1
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Simplificacion de diagramas
de bloques

Respuesta
Usande la ecuacidn [8]
G() =G () +G, (9
1 55‘-%5+l:5s+6

G5 =5+ —=
5+ s+1 s+1

I.a exposicion anterior sdlo representa algunos de los métodos de
simplificacion de diagramas de bloques. Asi, varios bloques en serie
se pueden reemplazar por un sclo bloque, bloques con un lazo de
realimentacion sc pueden sustituir por un solo bloque sin realimen-
tacidn, y bloques conun lazo de prealimentacion se pueden reempla-
zar por un sclo blogue. Enla tabla 6.1 se listan éstos y otros métodos
que se pucden utilizar.

Ejemplo 5

Reducir ¢l sistema que describe la figura 6.10 a un solo blogue v de-
terminar fa funcion de transferencia de ese blogue.

Figura 6.10 Ejemplo &

Respuesia

Lafigura 6.11 muestra como se pucden combinar los blogues en va-
rios pasos. Para simplificar las figuras, se ha omitido la indicacion
de que todas las funciones estin en ¢l dominio de 5. De esta manera,
en ¢) los dos blogques en serie G,(s) y G, (s) sc combinan para dar un
solo bioque usando la transformacion 1 de la tabla 6.1 con una fun-
cion de transferencia

G, ()G, (5)

Fn b) el bloque del inciso anterior se combina, usando la transforima-
cidn 2 de la tabla 6.1, con el bloque de la realimentacion H (s) para
obtener un solo bloque con una funcién de transferencia

GG, (s)

1 -G ()G, (s)H (s)
sc utitiza ¢l signo porque la realimentacién es positiva, En ¢} la parte
de prealimentacion del diagrama se simplifica utilizando la transfor-

macion 3 de la tabla 6.1, para obtener un solo blogue con una fun-
cién de rransferencia

G (s)+ G, (s}




Figura 6.11 Ejemplo 5
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Diagrama de bloques Equivalente

—
)
| GG,
—>— — G.G > .. —
@ H : - G,G,H,
+t

2]
>—‘G3<G4l‘_»
c)
YN cvals. » |GGG e,
1-G.G,H, i 1 GGH .
)
NAVAT TN o GGG +6.H) |,
i 1-G.G,H, 1-G,G,H - H,G,G,(G, +G,)
; |
&}

En &) este equivalente del bloque prealimentado s¢ cofbina con el
bloque gue se obtuvo en 4) con la transformacion | de la tabla 6.1
para obtener un solo bloque con una funcion de transferencia

G ()G, ()G (s) + G, (s)]
1 -G {8)G, (53, (5)
Por ultimo, en €) este bloque se combina con st lazo de realimenta-

cion, utilizando la transformacién 2 de fa tabla 6.1, para abtener un
solo bloque con una funcién de transferencia

GG, G5+ G ()] 1 -G G, ()]
P+ £, GHOUSIG ()G () + G, ()] [} = G ()G, (5)H, ()]}
Ta cual se simplificaa
GG, (9[G(8) + Gy (s)]
1 =G ()G, )H (5) + HL(5)G,(8)G, ()G, (s) + G, (5)]

Ejemplo 6

Reorganizar el diagrama de bloques del sistenta descrito en la figura
6.10 de modo que ¢l bloque de realimentacion ,(s) esté aisTado v
los cfevtos de los cambios en su funcion de transferencia se puedan
estudiar facilmente.
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Figura 6.12 Ejemplo 6

G3
G,
H?
1
’ G, + G,
HE
1
LG, -G, '
— 17, J
G,+0G,
HZ
S G3+Gd 2
H\
1
G, +G,
d)
2
+ G,G,(G, +G,) N
1+H,G6,G,(G, +G,)
+
1
H -
! G, +G,
&)
G,G,(G,+5,)
1+H,G,G, (G, + G,)
H,
f)




Figura 6.13 Ejemplo 7

Figura 6.14 Ejemplo7

Entradas maitiples
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Respuesta

La figura 6.12 detalla los pasos del procedimicnto que se puede
adoptar para aislar el blogue H,(s). Para simplificar en las figuras se
omitié la indicacion de que todos 1os blogues estdn en el dominio de
5 Er ) tos dos bloques en serie se combinaron utilizando la transfor-
macion 1 de la tabla 6.1. En ) se eliming el lazo de prealimentacion
con la transformacion 3 de la tabla 6.1, En ¢) ei punto de separacion
| se movio después del bloque [G, (s} + G, {(s)jutilizando la transfor-
macién 11 de la misma tabla. End) los puntos suma 1y 2 sc reaco-
modaron mediante ta transformacian 9 de la tabla 6.1. En ) se elimi-
16 el lazo interno de realimentacion usande la transformacién 2 de la
tabla 6.1. En /) se uso la transformacién 4 para remover un bloque
del lazo de realimentacion y asi dar la solucién requerida.

Ejemplo 7

Transformar el sistema que muestra la figura 6.13 en un diagrama de
bloques con realimentacion unitaria. Hay realimentacion unitaria
cuando la trayectoria de realimentacion F(s) se transforma a una
con funcion de transferencia de realimentacion de 1.

Respuestd

Con base en la transformacion 4 de la tabla 6.1 sc obtiene el gistema
que ilustra la figura 6.14.

1H(s) Giis) G, (s) His) T

Con frecuencia en los sistemas de control existe mas de una entrada
al sistema. De este modo, se pucde tener la sefial de entrada que indi-
ca ¢l valor requerido de la variable controlada y {ambién una o varias
cntradas debidas a perturbaciones que afectan al sistema. El procedi-
miento para obtener la relacidn entre las entradas y 1a salida para
¢S0s sistemas ¢s: '

1 Hacer las entradas iguat a cero, excepto una de etlas.

2 Transformar ¢l diagrama de blogues resultante a une que sélo
tengd una frayectoria directa y una de realimentacion.

3 Determinar, entonces, la seiial de salida debida a la entrada que
ne es igual a cero.

4 Repetirlos pasos 1,2y 3 paracada una de las entradas en turno.

5 La salida total del sistema es la suma algebraica de las salidas
debidas a cada una de las entradas.

La figura 6.15 muestra un sistema de control basico con una entrada
de referencia §,(s) y una enirada de perturbacion 8, (s). Al aplicar el
procedimiento anterior se obtienc, igualando 8, (s)a cero y después
de alguna simplificacion, el diagrama de bloques se muestra en la fi-
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gura 6.16a), Para cste sistema la relacion cntre la entrada 8, (s) v la
salida 8, (s5), utilizando la transformacion 2 de la tabla 6.1, es

0,(5) GG, ()
0,(9) 1+G.(9G,(H(5)

FG(S)

Bis) <= A L bs)

_ G,(s) ‘®_ G,(s) g
e—_

Figura .15 Sistema de control e ) ’
s

con entradas malliples :
| S

[

Ahora, al hacer 8 (s} igual a 0 se obticne el diagrama de bloques quc
mucstra la figura 6.165. Debido a que el lazo de realimentacién pro-
porciona una sciial sustraida de la sefial de entrada, es decir, se csta-
ba utilizando realimentacidn negativa, es necesario representar la
funcion de transferencia del lazo de realimentacion como negativa,
0 sea, —H (), El sistema resultante es solo una trayectoria directa con
una funcidn de transferencia G, {s) y una realimentacion positiva con
una funcion de transferencia —G,{s)H (s). De este modo, usando lu
transformacion 2 en la tabla 6.1

6.0 _ G.(5) - G, (5)
6, 1=G, -G H )] 1+G )G, ()H(S)

T G(S)G,(sj
H{s}

t12]

7, (s
F G,{s) _+®_ G, (s)

, 0.(8)
u &(s) | -#ts)

Figura8.16 a)6 (s)=0,0}d(s)=0 5




Figura 6,17 Ejemplo 8

Figura 6.18 Ejemplo 3

Entradas multiples 1957

Asi, Ia salida total del sistemna cuando csta sujeto a ambas entradas es
la suma que se da en las ecuaciones {11] v [12}. s decir

9 (_)) - GI (S}G: (5)9, (5) + G: (“")9“ (-5)
S GG, (9H () 1+ GG, (8)H (5)

1131

Veacl capitulo 1 para obtener la ecuacion anterior en términos de las
sefiales que pasan a través del sistema,
Ejemplo 8

Derivar la ecuacion que describe la relacion entre las entradas 8, {s),
,,(s)y @,,(s)al sistema descrito en la figura 6.17 y lasalida 0 {s).

Bar(5)
&ls) | i c B 0,(s)
L H(s) H,y(8) J
B (8)
Respuesia

Con 8,,(s) ¥ 8, (s) igualadas a cero, la transformacidn 2 de la tabla
6.1 da por resultado

0.9 GG
0,(5) 1+ G ()G, ()1 ()i, (s}

Con 6, {s)y#8,,(s)igualadas a cero, el arrcglo es como el que muestra
la figura 6.18a y asi

g,y G, (s)

8,(8) 1+G )G, (5)H (5)H ()

6.15) 0,15
&,(5) :
Gisy — His) — H,(s) J
5
R 9,
48 -Hish | 651 L &, et
H,(s)
b}
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Ejemplos de sistemas

Figura 6.19 Moler de cd: a) controlado
por armadura, b} controlado por campo

Con &,(s)y #,,(s) igualadas a ccro, el arreglo es coma el quc ilustra
la figura 6.18b) y asi

0.0 ___ Gi8)G,(9)H (5)
9,,(5) 1+ G ()G, ()T (s)11,(s)
Por 1o tanto, la salida total del sistema es
0. (5) = GG (0.9
1+ G ()G, ()T, (s)I1,(s)
G, (5)84,(s) G {8)G, (51 H, ()0 4. ()

" 14+ G ()G, (5)H (5)H,(5) 1+ G {s)G,(5)H (5)H,(s)

El motor de cd que se estudid en el capitulo 2 puede tener dos for-
mas: controlado por armadura ¢ controlade por campo. La figura
2.39 muestra cstas formas basicas como dizgramas de blogucs con
las ecuaciones que describen las relaciones entre la entrada v a sali-
da a cada bloque. Al convertir estas ecuaciones a funciones de trans-
ferencia (vea cl ejemplo if'en ¢l capitulo 5) da por resultado los dia-
gramas de bloque de la figura 6.19.
Para el motor controlade por armadura (figura 6,194), el circuito
Circulto de Embobinade
armadura  de armadura Carga
LI 1_)_ 1 w(s)

L.s+R, | Is+c

H

Kj
a)
Circuito de Embobinado
campo de armadura Carga
Vi(s} 1 P i 1 ] w(s)
Ls-R, ’ Is+c |
B)

de armadura tienc una funcion de transferencia de primer orden qus
s¢ puede escribir en la forma
/R, - 1/R,
(L. /RY+1 75+l
donde 7, ¢s la constante de ticmpo para el circuito de armadura,

T, = L,/R,. De manera similar, la funcion de transferencia para la
carga sc puede escribir como

e  lle
{/eys+1 1.5+1

donde 7, es la constante de ticmpo para la cargar, =1/¢.
La funcion de transferencia de la trayectoria directa del sistema
es, entonces
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1/R lie
R k4 [
Ts+1 7,5+1

La funcién de transferencia del sistema con su trayectoria de reali-

mentacion o (s)/¥, (s) es, entonces, usando la transformacion 2 de la

tabla 6.1

6= (/R )k, (1 e)i(z,s + DT ,s+1)
15k (LR, k, (Le)(z,s +1)T,5 1)
_ (/R Y, (L c) e
(rs+Es+ D+ k(R DK, (L)

Al rcordenar fa ecnacién [14] se obtiene

(17RO, (1/¢)
TS (T, 4T sk k(R K, (1/6)
_ (/R Dk, (V@ T,)

5[ T T T s+ A RO (L) +1 ()
Esta es una ecuacion de segundo orden y se puede escribir en la for-
ma

G(s) =

o= _~ .

s 2w s -w)

donde , es la frecuencia natural angular y £ es el factor de amorti-

guamiento relative. Por ejemplo, el comportamiento del sistema

cuando cstéd sujeto a una cntrada cscaldn o a una entrada rampa es

como se describe en £l capitulo 5 para sistemas de segundo orden.
Para el moror controlado por campo (figura 6.19b), ¢l circuito de

campo es un sistema de primer orden y Ia funcion de transferencia se

puede escribir como

| /R,
Ls+R, 15+l

donde {a constante de tiempo v, = L, /R, Ll sistema que rcpresenta
Ia carga es también un sisterna de primer orden y su funcidn de trans-
ferencia se puede escribir como

lie _ lic

(Iicys+1 z,s+1

donde 7, es la constante de tiempo para la cargat, =1/
El metor controlado por campo es un sistema en lazo abierto. Por
lo tanto, la funcion de wansferencia global w(s)/ v {s) es

iR /
D
s+l T,5+1
LR, Yk, 01 e
Gs) = LD [15]

(T.s+Dr,5+1)

Este ¢s un sistema de segundo orden.
Con motores de ed la perturbacion imds probable esunpar/; ala
carga. De esta manera, para tencr en cuenta éste en motores controla-
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dos por armadura y por campo se deben modificar los diagramas de
bloques como muestra la figura 6.20. El efecto de la perturbacion en
la szlida del motor controlade por armadura cs modificar 1a salida
que indica la ecuacion {14] a
sy (UL LN B
{Ts+ DT, s+ D)+ A, (/R Yk, (1/e)

(I/e)zs+1)

+ 1, (s)
(T s+ 1D)(T,5 1) = (tp5 + DAk, (/R
T.(s}
Vis) TR |h(s) Tis) i Py ws)
P = g I _’_]’—K—l_‘_#Q{Q_)_ PR I e
L K, '
w) )
a)
Vis) 4(s) M)~ T o)
Figura 6.20 Motor de od con e f—‘;% _,# K, _,_<></\_,k Li‘ Ca
perturbacion de carga: &) controlade o . FLhal

por armadura, b) controtado por campo o)

Un motor de ¢d se podria usar como parte de un sistema de con-
Irof de posicion, cs decir, rotar la carga a un dngulo en particular.
Puesto que la salida de los motores de cd mencionados se considera
la velocidad angular w es necesario tener en cuenta la adicion de un
bloque que convierta la velocidad angular a desplazamiento angular.
Dado que 1a velocidad angular es {a razdn de cambie del desplaza-
miento angular, es decir, w = df:dr, entonces

[d6= fodi
Por lo tanto, en el dominio de s
8, () =~ or(s)
s

donde &, (s) es la salida en el dominio de s De este modo, ¢l blogue
que se adiciona tiene la funcién de transferencia | /sy, por lo tanto,
para el moter controlado por armadura es como tlustra la figura 6.21.
El lazo de realimentacion en este caso es s6lo la fuerza contraelec-

Flgura 6.21 Sistema de control de

pasicion con un metor de od contralEzA




Senal
de errer

Potencidmerro
s LA
- K ] >~< !

5

e

-’(ST(S}

K

amptificador Reclificador

! P ‘/%7 1R, w KN 1c 1 A,(s)
| K 0 2 > / re-1 | " irzs-M | s
VLt
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tromolriz y, por lo tanto, ésta cs una medida de la velocidad angular,
el punto de separacion para la realimentacion esta antes del blogue
/s dondc la salida de la carga cs la velocidad angular en lugar del
desplazamiento angular,

El desempenio del sistema de control de posicion puede mejorar,
desde et punto de vista de control, al incluir una segunda trayectoria
de realimentacion, si ¢sta es una medida de la posicion anguiar de la
carga, 6,. La figura 6.22 muestra el sistema. El sistema de medicion
podria ser un potenciémetro rotacional ¢ un transformador diferen-
cial de variacion angular (RVDT por sus siglas en inglés: rofay va-
riable differential transformer), el cual da un voltaje proporcional a
la posicion angular. Esta senal de realinentacién v, se sumaa la se-
fial de voltaje de referencia v, para dar una sefial de error. La sefial
de voltaje de referencia se obtiene de la posicién angular que fija un
potencidmetro rotacienal (vea ¢l capitulo 2 para el analisis del po-
tenciometro). La sefial de error se amplifica y rectifica antes de pasar
al sistema con motor de cd. Este sistema de control se puede utilizar
para controlar el movimiente de log brazos robot, la posicion ¢on
maquinas herramientas, etcétera.

Como &n la figura 8.21

T.is)

B

vais)
K3

v.(3) :

K,

Sefial de vollaje L

prapercioral a Sistema de

la posicion &, medicién

RVDT

Figura 6.22 Sistema de control de posicion
con realimentacién de la posicion

X X
A —

Figura .23 Ejemplo 9

Ajuste para
fijar la
valvula

Periurbacian
-—

1n

L

Resistencta R

- 0,

Ejemplo 9

Obtener la relacion entre las entradas del valor fijado de la altura del
liquido /4, y la perturbacidn del nivel del liquido de o del sistema de
nivel de liquido que describe la figura 6.23, y la salida de la altura del
liquido /,. De esta manera determinar cémo la salida variara con el
tiempo cuando existe una cntrada escaldn al valor fijado, es decir,
éste se fija subitamente a un nuevo valor.

E! movimiento de un flotador produce la rotacién de una varlla
alrededor de un pivotc y asi, a traves del actuador, se ajusta la apertu-
rade la valvula. El punlo de ajusle se puede fijar subiendo o bajando
el punto de conexidn del flotador a la varilla. 1.a sefial de errores la
diferencia entre la posicion del flotador cuando esta en el nivel re-
querido y cuando sc encuentra en cualquier otro nivel. El controla-
dor es la varilla pivoteada cuya entrada, cn uno de sus cxtremos, ¢s la
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Figura 6.24 Ejemplo 9

seflal de error dei flotador y fa salida, el punto donde sc conecta el ac-
tuador.

Respuesta

Se¢ pucde considerar que ¢l sistema tiene un diagrama de blogues
commo el que muesira la figura 6.24. La sefial de error es la entrada a
uno de los extremos de la varilla pivoteada y 1a salida es el movi-
miento del ofro extreme de la varilla y, por lo tanto, el movimiento
del vastago de ta valvula. Este movimiento es la entrada al actuador
de la valvula que produce la salida de una razén de flujo. Esta, al
sumarse con la perfurbacion, ¢s la cntrada a la planta, es decir, el li-
guido en el contenedor. La rcalimentacion es el movimiento del flo-
tador, el cual se traduce directamente en una senal de altura, por lo
tanto, la trayectoria de realimentacion es unitaria.

q
1
ho—h, y
h, : z 3 | h
L | Varilia l__f vavula | o N g Planta beee—p
pivaleda | - N/

La siguiente es una consideracion de las funciones de transferen-
cia de cada uno de los elementos en el sistema v, por lo tanto, la rela-
cién entre las entradas y la salida para ¢l sistema come un todo.

a) Varifla pivoteada. La relacién entre la salida y 1a entrada para la
varilla pivoteada es
salida _ salida a distancia del pivote

entrada  entrada a distancia del pivote
Para una entrada /, la salida serd z, dondc
X

It

|

ol

Asi, la funcidn de transferencia es {x/ ).

h)  Sistema valvulz. Taentrada z al sistema valvula determina la ra-
z6n de flujo de salida g de la valvula, La relacion entre la entra-
day la salida se puede linealizar (vea el capitulo 2) para obtener

¢y =z

¢) La planta. Bl nivel se controla mediante la manipulacién de la
razénala que el aguaentra en el tanque, Sielaguaentraa unara-
zén de g, por segundo y sale arazén de g, por scgundo, enton-
ces la razon neta a la cual sc inerementa el agua en ¢l tanque es
(¢ e — G ). Enun tiempo 0¢ el cambio en el volumen del agua
en el tangue serd (g, — ¢, )04 Si el tanque tiene un drea de la
seccion transversal de A, entonces este cambio en el volumen
producird un cambio en el nivel del agua de 44, donde

(G, — g )01 =200
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&k

et Gt T A—

q 1 ! (5[
Porlo tanto

dh

G ~Gea = A

b

El flujo de salida del tanque sc afectara por la altura del agua por
arriba de la tuberia de salida, es decir, la altura debida a la pre-
sidn. Pucsto que la presion debida a la altura del agua /2 es pro-
porcionat 4 A, se puede escribir

h

qw :E

donde R representy ka resistencia hidraulica de la tuberia de sali-
da. De este modo

h dh
e T T T A—
R dr
RA d—i’ +h=Rg_,
L.a funcidn de transferencia es, de csta manera,
i R R
G0 R

0., () RAs+1 71541

donde T = R4 y es la constante de tiempo.

Fl sistema. Con g, =0, la trayectoria dirccta tienc una relacion
entre la salida y fa entrada de

Puesto que la trayectoria de realimentacion tiene una funcion de
transferencia unitaria, entonces
His) - (x/ ¥R s + 1]
1+ e/ dR/(Ts +1)]
Con g, (s) =0, la trayectoria direcra tiene una .uncion de transfe-

rencia de R/(rs+1) v la trayectoria de realimentacion una de
{x/ ¥} Por lo tanto

h(s)

_ Rizs+1)
HO = S pdria Y
Por lo tanto, para el sistema con ambas entradas
His)= (xf R {Ts +1)] H(s)
1+ (x/ )R/ (zs +1)]
Ri(zs+1) ,
Iy (x/ MR {zs +1)] Q(8)

Entrada escalon. Considere una entrada escalon al sistema, sin
que se presente perturbacién. Para csta situacion la relacion en-
ire la entrada y la salida es
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(x/ y)e[Rirs+ 1))
T+ (xR Mrs+ 1]
(x/ ¥)eR
s+ 1+ (x/ y)eR

H(s) = H(s)

His)= H.{s)

Esta ecuacion se puede simplilicar si se definen dos constanies ¢
y K como
_ 1+ (x/»cR
=
. (xiy)eR
1+ (x/y)eR

a

Por lo tanto

His = (s)
i+

5+
Una entrada escalon para H (s) tienc la transformada de Laplace
1/s, por lo tanto
Ka

His)=
s(s+a)

I.a ecnacion que darfa esta transformada (vea el capitulo 4) es

h=Kll-¢™)

Este es un crecimiento exponencial para alcanzar el valor en es-
tado estable de K.

Problemas 1 ;Cudles son las funciones de transferencia globales de los siste-
mas que describen los diagramas de bleques de la figura 6.257

Figura 6.25 Problema 1
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2 Convertir los diagramas de bloques de la figura 6,26 en sistemas
equivalentes con realimentacién unitaria.

- 1 i 1 |
—
s+1 s+ 2 1
— |
Ls |
b

Figura 6.26 Problama 2 8

- ‘ lazo de realimentacion, transformacién 4 de la tabla 6.1

py T | . f . .y
\Tz% gi I Glsl ——=- 3 Verificar la transformacion dada para remover un bioque del

Hosl —— 4 Simplificar el diagrama de bloques de la {igura 6.27 de modo
i que el bloque G{5) en la trayectoria dirccta quede aislado.

. { 1s) t 5 Derivar una ecuacion que relacione las entradas 0,(s), 6,,(s) v
6, (8) v la sulida para ¢l sisiema que describe la figura 6,28
Figura 6.27 Problema 4

(s} &,.10s)

e , i : i 8.(s)
jH(s)%

1

Figura 6,28 Problema 5 —

6 Lafigura 6,29 muestra un sistema de control de velocidad que se
podria utilizar para controlar la velocidad de rotacitu de las rue-
das de una locomotora de tren. Para manejar un generador clée-
trico se usa ura maquina alimentada con diescl: dicho genera-
dor, a su vez, maneja un motor y, por lo tanto, las ruedas de la
locomotora. La posicidn de la palanca de marcha determina ¢l
voltaje de referencia que se alimenta al amplificador diferencial,

Figura 6.29 Problema

Embobinada de

Circuito de armadura .
9 Potenciometre  Emhbchinado . campo de solmeme
T~ / de campo del  Generador  Ls R, constante del motor
'J\/':D’\_L generador [N ANIPV I L SR Carga
) |
/ AN
: T W
Amplificacor . d A
Acelerador V| difarencial ! Molar J[\ L I l\ ]
Tacogenerador =

L& macuina hace Ggue
el eje gire a velocidad
angular constante

<4
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Hfs i é
oy
bos(ts + 1)

Figura 6.30 -Problema 7

Ahi éste se compara con la sefial de realimentacion y se usa un
voltaje de error amplificado para proporcionar la corriente al
embobinado de campo del generador. La salida del generador
esta contrelada por fa corriente de campo debido a quc ¢l rotor
gira a velocidad angular constante. La salida del generador su-
ministra la corriente en el circuito de armadura del motor, ¢l cual
tiene como salida un par que hace girar una flecha sobre la cual
estan montadas las ruedas de la locomotora. Representar el sis-
tema mcdiantc un diagrama de bloques y derivar la ccuacion que
describalarelacion entre ¢l angulo de la palanca de marcha 8 v la
velocidad angular de salidaw .

Un sistema de guiado asistido por potencia para un coche tiene
la forma basica que muestra la figura 6.30, es decir, un sistema
que convierte el movimiento rotatoric de 1a rueda de guiado en
un movimiento lineal, un sistema hidraulico de la forma que se
describio en fa figura 2.43 con una valvula de carretes que mane-
jaun pistén en el cilindro y, por lo tanto, una carga, y un sistema
para convertir ¢l movimiento lineal de la carga en un movimicn-
to rotalorio. Perivar fa relucion entre el dngulo de entrada 6, a la
rueda de guiade y el Angulo de salida @, de la carga. De esta for-
ma establecer como cambiara el angulo de salida con el tiempo,
si a la entrada hay una rampa unitaria.

Para girar una carga se utitiza un motor controlada por campo.
Sila inductancia del embobinado de campo se puede considerar
insignificante, derivar larelacion entre la velocidad de salidaw
cuando hay un cscalén de voltaje de entrada de valor ¥ al camipo.
Siclescalones de 50V, entonces la velocidad angularen estado
estable ¢s de 2 rad/s. La carga alcanza | rad/s en 0.35 s después
que se aplica cl escaldn de voltaje. A partir de estos datos derivar
la ecuacion para la grafica que describa como varia con el tiem-
po la velocidad de salida.




Introduccién

Error en estado estable

f,18) f.(s)
G(s) Ly

| S

Figura 7.1 Sistema de control en
{azo abierto

Figura 7.2 Sistema de control en
lazo cerrado

7 El error en estado estable

Cuando a un sistema de control s aplica un comando de entrada, ¢n
general, se espera gue después de que se desvanecen todos los efec-
tos transitorios, la salida del sistema se asentard al valor del comun-
do. El error entre este valor y el comando de entrada se denomina
error en eslado estable. Este error es una medida de la exactitud de
un sistema de control a seguir una entrada de comanda y es el error
después de que decaen todas las respuestas transitorias 4 la entrada
{vea el capitula § para un estudio preliminar de este error en relacidn
con la respuesta dindmica de los sistenas). El error en estado estable
para un sistema depende del sistema on cuestion y de la forma que
tome la entrada al sistema. A fin de realizar un analisis de los ervores
en estado estable de sistemas es Gtil clasificar los sistemas en fipes
de sistemas. Esta variedad de tipos indica el error en estado estable
que se presentara para cada una de las difcrentes entradas. Este capi-
tulo trata de la clasificacion y la determinacion de los crrores en esta-
do estable para sistemas.

El error en cualquicr sistema es la diferencia entre la serial de salida
requerida, es decir, la sefial e entrada de referencia que especifica
queé se requicre, y la scfial de salida real que sc presenta. Para un sis-
tema de control en lazo abierto (figura 7.1) cuando hay una entrada
6,(5)y una salida &_ (s), ¢l crror E(s) es, entonces,

E(s)=0,(s)-0,(s)
Puesta que la funcién de transferencia G(syes & (8)/8 (s) entonces

E{5)=8.(5)=G{)0, () =[1 - G (9 (1

De esta manera, el error depende no sélo del sistema, coma determi-
na su funcién de transferencia, sino de la forma de la entrada & (s).
Para i sistema en lazo cerrado, considere la simplificacién deun
sistema con realimentacion unitaria (figura 7.2). Cuando existe una
entrada de referencia & (s) y una salida real 6 (s) entonces Ia sefial
que se alimenta deregreso es 8 (shy, de esta manera el error £{s) es
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Reaslimertacidn uritaria

Figura 7.3 &) Sistema de controf
en lazo cerrado, ) conversion en
realimentacion unitaria, c) sisterna
equivalente cor realimentacion

E(s)=0,(s) -0, (5)

SiG{s)es la funcién de transferencia de la trayectoria dirceta, enton-
ces existe realimentacidn unitaria

0.(5) _ Gs)
8.(5) 1+Gis)

Por lo tanto

G(s){i@ R 0

FO=00 = G 1560

De esta forma cl crror depende del sistema, como especifica su fun-
¢i6n de transferencia, v 1a forma de la enwrada, 6 (s).

Si ei sistema de control en lazo cerrado tiene un laze de realimen-
tacion con una funcion de transferencia 4 {s), como enla figura 7.3¢,
entonees ¢l sistema se puede convertir en uno con realimentacion
unitaria mediante el proceso que describe la figura 7.35. El resuliado
¢s un sistema equivalente con realimentacion unitaria de la forma
queilustra la figura 7.3¢. La funcion de transferencia de la trayecto-
ria directa esta entonces dada por

Gis)
1+ Gi{s)[H(s)-1]

—
[oF]
Wl

Al simplificar el sisterma mediante su conversion en uno con rea-
limentacion unitaria. permite usar la ecuacidn [2] para el error,

A fin de caleular el error en estado estable ¢ se utiliza ¢l teorema
del valor final (vea el capitulo 4). Ll error en estado estable es el va-
lor del error, el cual es una funcion del ticmpo £, cuando todos los
(ransitorios han tenido tiempo para decaery, por lo tanto, s ¢l valor
cuando ¢ tiende a infinito. De acuerdo con el teorema del valor {inal
esta condicion esta dada por

e, =limels)=limsE(s) [4]

born

Asi, para un sistema en lazo abicrto, segiin la couacion 1]

e, = hﬁm {sfl - Gidlo, ()}

v parg un sistema oen fazo cerrado con la ccuacion [2]

Ejempio 1

Calcular la magnitud del error en estado estable para @) un sistema
enfazo abierio conuna funcién de ransferenciade & 7 (s = 1) vl
sistemia on lazo corrado con realimentacion unitaria y una funcidn de
trunsferencia en la travectoriy directa de & 7 (7 + 1) cuands ambos
CSEAn SUfelos a una entrads cecaldn unitario del/ s,
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Respuesta

a) Con base en la ecuacion [5]

e, = lirrg {1 -G, ()}

.l kol
=limijyg 1- J—
=0 s+l /s
-1-k

b} A partir de a ccuacidn [6]

—

=lim|s—— l a.(s)
xol 1+G(§) J

g».s

Ll error en cstado estable para un sistema depende del valor de
Hm sE(s)
s

velvalor de E(s)depende de la funcidn de transferencia cni la trayee-
toria directa de un sistema en lazo cerrado cuando hay realimenta-
cidn unitaria. Fn el estudio de la clasificacion de sistemas es impoi-
tante considerar que en todos los casos de sistemas en lazo cerrado
se supone que estan en la forma que se tienc realimentacion unitaria.
Los sistemas se clasifican de acuerdo con el valor de la funcidn de
transferencia de la trayecteria directa cuando se tene realimentacion

unitaria; ésta a menudo se denomina flincidn de transferencia en
lazo abierto del sistema en lazo cerrado. Para un sisicma can funcion
de transterencia de la trayectoria directa G(s) vy lazo de realimenta-
c16n con funcidn de transferencia H{s), la funcién de transferencia
en lazo abierto G, {5} csta dada por fa cecuacion |31 como

G{s)

Gs)-——
) 1+GOH[H() -1}

La funcidn de transferencia en lazo abicrto de los sistemas en ge-
neral se puedce representar mediante una ecuacion de la forma

T, S s asta,)
hbs+b)

donde K vs una constante, mry nson enteros y ni a, ni &, pueden ser
CCIO! ¢ €5 un entero, ¢l valor que se conoce como el tipe o clase del
sistema. De este modo, 31 ¢ =0, entonces sg diﬂe que ol sistema es de
tipo Oy sig — 1 entonces es detipo 1, y sig = 2, entonces es de tina 2

El tipo ¢s, de esta manera, el numero de factores1/sen la fu
de transferencia en lazo abierto. Pucsto que l /s es integracion i

K" +a

ot

sHsT A 5T A s

(8]

clon

|




i5-1is+2)

capitulo 4), el tipo es el nimero de integradores en la funcion de
transferencia en lazo abierto.

Ejemplo 2

:Cudl ¢s cl tipo para los sistemas que se muestran en la figura 7.47

Respuestu

La funcién de transferencia en lazo abicrto se puede calcular con la
ecuacion {7].

a)

)

c)

el

R

Figura 7.4 Ejemplo 2

)

Error en estado estable para
una entrada escalon

H

Elsistema tiene una funcién de transferencia en lazo abicrto de
4

(s+1)
Puesto gue no hay términe independiente sen el denominador, el
tipo es 0.
Elsistema tiene una funcidn de transferencia en lazo abierto de

10

s+ 1(s+2)
Puesto que no hay término independiente sen el deneminador, ¢l
tipo ¢s 0.
Elsistema ticne una funcion de transferencia en lazo abierto de

5Hs+2) B Ss

L+[S/s +2))[(1/8) =1]  (s* —3s5+5)
Puesto que no hay término independiente sen el denominador, el
tipo es 0,

El sistema tiene una funcién de transferencia en laze abierto de
6/[s{s + 23] 3 6(s+3)
T 46/[s(s + 21/ (s +3) = 1] 5° +55° =95~ 12
Puesto que no hay término independiente sen el denominador, el
tipe es 0.

Elsistema tiene una funcion de transferencia en lazo abierto de
10
(8 +25 1)
Pucsto que hay término independiente s° en el denominador, el
tipo es 2.
Llsistema tiene una funcién de transferencia en lazo abierto de
(s + 1)/ +25+1) sl
i (s 1 D08 1 25+ )4 =) 5% +355+ 4
Puesto que no hay término independicnts sen el denominador, el
fipo es 0.

Ll error en estado estable e para un sistema cn lazo cerrado esta
dado por la ecuacién [6] como




Transitorio
- Estado
re—estable
Als) f-4---%Y----~ £
LTk,
.(8) a0
ipo
Tiempo
0

Figura 7.5 Error en estado estable

con una entrada escalén
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Error en estado estable para una entrada escalon

e, =lim|s
o 56

[
146G, () ()

donde G (s) es 1a funcion de transferencia cn lazo abierto. Una en-
trada escaldn unitario es 8. (s) = 1/s. De esta manera, para tal entrada

T 1]
s - *
1+G (s) s

- B
i

~lim| —J
5 146, ()

e =lim

LR "
5=l

(9]

La funcion de transferencia en lazo abierto esta dada por la ccuacion
[8] como

K(s"+a

57 (s"

-l m-2 ;
S ta, ST A tastag)

Aref” m=2

nml a-2 )
+b, 87 b, 8T kBt By)

n-l
v asi, cuando s tiende a cere, la tuncion de transfercncia en lazo
abicrto para un sistema de tipe € se convertira en Ka, /b, es decir,
una constante, y para todos los ofros tipos es infinito. Es mas usual
representar ¢l valor de la funcidén de transferencia en lazo abierto
cuando s — 0 como una constante K, donde £, se conoce como
constanie del evror de posicion y es adimensional.
K, = Eil}g G, (s) [10]
De este modo, en términoes de la ecuacién anterior para la funcion de

transferencia cn lazo abierto
K, =Ka, /8 [11]

para un sistema de tipo 0 e infinito para todos los otros tipos.
La consecuencia de esto es que ¢l error en estado estable para un
sistemna de tipo O sera 1/ {1+ (Ka / b )] o
1
T+K,

{12]

eSJ

y para todos los otros tipos de sistemas sera cero. La figura 7.5 mucs-
tra el tipo de respuesla que se podria presentar con un sistema de tipo
0. Después de que los transitorios, cualquiera que sea su forma, han
desaparecido hay un error en estado estable de la forma /(1 + K ).

Lo anterior representa la situacion cuando existe una entrada es-
c¢alon unitario. Sila entrada fuc un escaldén de magnitud 4, entonces
el error en estado estable con un sistema de tipo 0 seria A/(F+ K ).

Con un sistema de tipo 0 la magnitud del error en estado estable
con una entrada escaldn unitario depende del valor de K : mientras
mayor es su valor menor es cl error. Pero K| es directamente propor-
cional a K (ecuacion {11]). K es el factor por ¢l cual se multiplican
lus sefiales al pasar a través de la trayectoria directa del sistema. Por
ejemplo, el sistema podria ser como el que ilusira la figura 7.6. Asi,
al incrementar el factor de amplificacidn o ganancia el errar en esta-
do estable se puede reducir.
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Figura 7.6 Un sistema tipo 0

Error en estade estable para
una entrada rampa

Ejemplo 3
¢Cuales son los errores en estado estable cuando se aplica una entra-

da escaldn unitario a los sistemas dados per las siguientes {funciones
de transferencia en lazo abierto?

a4
s+1

(s+1)(5+2)
3
s(sf =35+ 5)
6(s+3)
s+ 2)(5+6)
10
ST+ 254D

)

e

Respuesty

a) Elsisternaes detipo 0. Comos — 0, G (s)tiendead. Asi, K, =4
¥, de este modo, el error en estado estable es 17(L+4) = 0.2 uni-
dades.

) Elsistemaes detipo 0. Comos = 0,6 (sitiendea 5. Asi, £ =5
v, de este modo, el error en estado estable cs1/(F = 5) = 0.17 uni-
dades.

¢} Elsistema cs de tipo 1 v asi ¢l error en estado estable es cero

d) Flsistema es detipo 0. Como 5 — 0, G, (s} tiende a -3/ 2, Asi,
K, =-3/2y, deestemodo, el error en cstade establees 1/(1~1.5)
= —2.0 unidades.

¢) Elsistema cs de tipo 2 y asi el error en estado cstable es cero.

El error en estade estable e para un sistema en lazo cerrado estid
dado por la ccuacion [6] como
! N
e, =lm L*— 6.(s)
i 1T+ GL() ]
donde G () ¢s la funcidn de transferencia en lazo abierto. Una en-
trada rampa unitariz es 8, (s) = 1/57. Por lo tanto, pata dicha entrada

-

. b1
e, —limis———-—
SO |A‘_GQ“)S-
—]{113\_~ 1 [13]

Como stiende a cero, asi ¢! término sen 2l denominador se convierte
en cero. De este modo, cf factor que determina la magnitud del error
es el valor de sG, (s) cuando s — 0, ¢s decir, la ecuacion [13] se con-
vierte en

1 s A

“ imsG (5)




Transiorio Estado estaole

Ent-adaravpa 7

Tiempo

Figura 7.7 Error en estado estable
con entrada rampa

Lo

Error en estado estable para una entrada ra~za 17

donde K| esuna constante conocida como constante del ervor de ve-

locidad. Este ticne las unidades de segundos ™,

K, =limsG (5) 116]
L=

La funcion de transferencia en lazo abierto G, estd dada por la ccua-
cion [8] como

-

2
Tt alsta,)
e bstb))

mo, w-l
K" +a,8" +a,.s

ST +h s+ b,

=i

De este modo, el valor de sG, () cs
SK(s" +a, s" +a, "+ ras+ta,)

n=k il

AN G NI Ay S L NUppy, ey 3
n=2 |

n=1"
Para un sisterma de tipo 0, g =0, por lo tanto, sK 7 5% = sK. Ast, cuan-
do stiende acero, s G, (#) para un sistema de tipo 0 serd cero v enton-
ces K es cero. De esta mancra, ¢l valor del crror en cstado cstablc
serd 140 ¢ infinito, Para un sistema do tipe 1, ¢ =1, por lo tanto,
SKsT =K. Asi, cuando s tiende a cero, G (s) se converlind en
Ka. /b, esdecir, éstees of valor de K. De esta manera, el valor dot
error en estudo estable seral/ K o1/(Ka, /b, ). Laligura 7.7 muestra
el tipo de respuesta que podria presentar un sistema de tipe 1. Des-
nues do que Jos transitorios han desaparecido, cualquiera que sea su
formea, hay un error en estudo estable de 1704 ). Para un sistemia de
tipo 2, g =2, por lo tanto, sK /s =K /5 Asi, cuando stiende a cerg,
5G, (5) se hace infinito y, por lo tanto, el error en estado estable s¢
hace cero.

Lo anterior representa la situacion cuando existe una enfrada ram-
pa unitaria, Si la entrada s una rampa con una razén de cambio con
ol tiempo de una constante A entonces el error en estado estable con
¢l sistema de tipo | seria A/K .

-

Ejemplo 4

:Cudles son los errores @n estado estable cuando sc aplica una entra-

o ) I

dd ramp unitaria a IUS sistemas quc ticnen !(l:& Slgll]ﬁlﬂci [LI]‘IUOE’IL:‘T

de transterencia? Estos son los sistenas usados en el gjemple 3.
ooa

U"J —

5+

10

L
N—_—

(s =D +2)
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Error en estado estable para
una entrada parahélica

Respuesta

a) El sistema es de tipo 0. Come s — 0, sG_(s) tiende a 0. Asi,
K, =0y, de este modo, el error en estado estable es infinite.

b) El sistema es de tipe 0. Come s —0, 3G (s} tiende a 0. Asi,
K, =0y, de este modao, el error en estado estable es infinite,

¢) Elsistemaesdetipol.Comos »0,5G, (s)tiendea5/5=1s"y,
de este modo, el error en estado estable ¢s de 1 unidad,

o) El sistemna es de tipo 0. Como 5 —0, 5G,_ (s) tende a 0. Asi,
K, =0y, de este modo, el error en estado estable es infinito,

¢) El sistema cs de tipo 2. Como s =0, sG, (s) tiende a infinito v
asi, el error en estado estable es cero.

El error en estado cstable ¢, para un sistema en lazo cerrado esta
dado por la ecuacion [6] como
“;
30 I—G ( )

donde _(s) es la funcion de transferencia en lazo abicrto. Una en-
trada pardbola unitariz es 8 () =1/s°. Dde csia manera, para dicha
cntrada

=lim|s _—“ij‘
€ Hni I—LG (5)514‘
- 1

znm%;; 117]
soall "_52 +5:G~u (S)J

Como stiende a cero, ¢l término s° en el denominador se hace cero.
Paor lo que, el factor que determina la magnitud del error es el valor
de s°G, {s) cuando s —> 0, es decir, 1a ecnacion [17] se convierte en

——— [18]
lm}s G, (5}
1

¢, == [19]

donde K es una constante conocida como constante del error de
aceleracion y que tiene las unidades de segundos ™~

K, =lmsG_(5) [20]
g-»0
La funcion de transferencia en fazo abierto G, estd dada por la ecua-
cion [8] como

B -k -2 .
K(s" +a, " +a, " "+ +as+a,)

=

" at w2
ST+ b, 87 + b 8"+ hs+ By

Dre este modo, el valor de s°G (s)es
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e

Entrada e

3] Tiempo

Figura 7.8 Error en estado estable
con entrada parabdlica

Error en eslado estable para una entrada parabdlica 175

1 P ) .
sK(" +a, s "va, 5" tastag)
S4B, s b 5T b by)

o

Para un sistema de tipo 0, ¢ =0, por lo fanto, s°K /3" ="K, Asi,
cuando stiende a cero, s°G, {5) para un sistema de tipo { serd cero y
K, es cero. De esta manera, el valor del crror en estado estable
serd 1/0 o infinilo, Para un sistema de tipo 1, g —1, por lo tanto,
$°K/s? =sK. Asi, cuando s tiende a cero, s°G, (s) se hara cero y K,
es cero. De esta manera, el valor del error en estadoe estable serd1/00
infinito. Para un sistema de tipo 2, g =2, por lo tanto, s*K/s” =K.
Asi, cuando stiende a cero, G, {s) se convierte en Ka, /b, es decir,
ésie es el valor de K. De esta forma, el valor del crroren cstado esta-
hlesera1/K, ol/(Ka, /b, ). La figura 7.8 ilustra el tipo de respuesta
que se podria presentar con un sistema de tipo 2. Después de que los
transitorios, cualquiera que sea su forma, han desaparecido hay un
error en estado estable de L /(K ). Para sisternas de tipos mayores 4 2,
cuando stiende a cero, s°G, (5) se hace infinito v, por lo tanto, el error
en cstado estable es cero.

1.0 anterior representa la situacién cuando existe una entrada pa-
rabola unitaria. Si la entrada fuera una parabola de la forma 4/s°,
donde 4 es una constante, entonces el error en estado cstable con el
sistcma de tipo 2 serfa A/K,.

Ejemple &

+Cuales son los errores en estado estable cuando se aplica una entra-
da parabdlica unilaria a Jos sistemas que ticnen las siguientes funcio-
nes de transferencia? Estos son los sistemas mencionados en los
ejemplos 3 v 4.
4
ay —
s+1
10
(s+1)s+2)
C‘) 475___
s(s” —35+5)
6(s +3)
(3+2)s+06)
10
S +25+1)

e)

Respuesta

@) El sistema es de tipo 0. Como s—0, 5°G, (s) ticnde a 0. Asi,
K, =0y, de este modo, el error en estado estable es infinito.

B Tl sistema es de tipe 0. Como s- »0, s°G, (5) tiende a 0. Asi,
K, =0y, de este modo, ¢l error en estado estable ¢s infinito.

) El sistema es de tipo 1. Como s —0, s°G, (s) tiende a 0. Asi,
K, =0y, de este modo, el error en estado estable es infinito.

d) El sistema es de tipo 0. Como s — 0, s°G_ (s) tiende a 0. Asi,
K, =0y, de este modo, el error en estado estable es infinito.
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Errores en estado estable
para diferentes entradas

ey Elsistemaes de tipo 2. Como s — 0, 5°G, (s)tiende a10s7, Asi,
K, =105 *v,de este modo, el error en estado estable es1/10 uni-
dades.

Latabla 7.1 y la figura 7.9 resumen lo hasta aqui expuesto en rela-
cidncon los errores en gstado estable que se pueden presentar con di-
ferentes entradas para varios tipos de sistemas. Con sistemas linea-
tes {vea el capitulo 2 para el cstudio sobre linealidad). si una entrada
0, produce wna salida & ; v una entrada 6, produce una salida @,
cntonces una entrada de (6, +6,) preduce una salida de (8, + 6, ),
situacion que se conoce como principio de superposicion, De cste
maodo, si se tiene una entrada a un sistema lineal de, digamos
{1753+ (1/s%), entonces el error en ¢stado establc es la suma de los
crrores debidos a cada segmento de la entrady si se consideraran en
forma individual, ¢s decir, el error debido a (1/5) mas el errar debido
al/ssh.

Tabla 7.1 Errores en estado estable

Errores en estado estable debidos a entradas nunitarias

Tipo de sistema Fxcalon )is  Rampo Vs® Pardbolalis®  lis

0 V(LK) o* @ =)

1 0 K, @ >

2 0 IV K, o

3 0 0 11K,
4 0 0 ¢ 0
Ejemplo 6

Se requicre un sistema de control de un motor para un manejador de
disco de computadora. Este requiere operar con un error en estado
cstable cero cuando se aplica una sciial de entrada rampa., ; Qué tipo
de sistcma se requicre?

Respuesta

Para un crror en estado estable cero con una scilal de entrada rampa,
la tubla 7.1 indica que el sistema debe ser de tipo 2 o mayor.

Ejemplo 7
Un brazo robot tiene una funcidn de transferencia en laxzo abierto

para su posicion angular de

100
G.i)= s(s+5)(s1 2)

. Cudl serd el error en estado estable cuando la entrada es como indi-
ca la figura 7.107




Errores en estado establs para diferentes entradas 177

Entrada Tipo O Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3

1-K, l
o} Tiempo s} Tiempo 0 Tiempo 0 Tiempo 0 Tiempo
a)
-
i Errcr en estado g //’ [ fi
‘ estable infinito MR,
’/
L
- e
0 Tigmpo 0 llempo U liempo u Tiempo
&)
| |
i
a, Error en estado Error en estado g, ),
estatile fifinils astable infinito
G Tigmpo a Tiempo G
<)

Figura 7.9 Errores en estado

estable, a) entrada escalon, Respuesta
b)Y entrada ~ampa, ¢} entrada . . N
p;rabotica pa. o El sistema es de tipo | y la entrada es una sefial rampa de 10 gra-
dos por segundo. A medida que s tiende a cero, sG, €s) tiende a
100/10=10s"". Entonees, K, =105~ v, por lo tanto, ¢l crror en esta-
do estable es, para una entrada rampa unitaria. /X, y para una ram-
pa que creee a razén de A es A/K, ¢s decir, 10/10=1% De esta
manera, la salida siempre estd atras de la entrada por 1°.
Ejemplo 8
100 - —————= 1 Determinar el error en estado cstable que se presenta con un sistcma
| lineal que tenc una funcidn de transferencia en lazo ahicrto de
3 i 2
s+1
| G (5=l
> ‘ s (s+4)
- | L.
e | cuando estd sujeto a una entrada de
=3 |
£ : 1 2 2
- : B (s)=- 121 =
1 ¢ s §° .
W0oT
o (;?mpo Respuesta
Figura 7.10 Ejempia 7 Ei sistema es de tipo 2. Debido a que el sistema cs lineal, el principio

de superposicidn se puede aplicar de modo que el error total en esta-
da estable sea la suma de los errores debidos a cada segmento de la
seflal de entrada. Por lo tanto, para la entradal/s, una entrada escalon
unitario, s¢ tendra un error cero. Para la entrada 2 /% no habra error,
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Error en estado estable
debido a perturbaciones

Figura 7.11 a) Sistema con
realimentacién unitaria con una
perturbacién, by cuando 8 (s) =0,
¢)cuando 8,(s)=0

siendo ésta una entrada rampa. Para la cntrada 2/s° habra un
error, siendo ésla una entrada parabdlica. El valor de 5°G, (5) cuanda
stiende a cero, es decir, K, €52/ =197 Asi, el errores 2/4 = 4ani-
dades. i

Considere el sistema que mucstra la figura 7.11, donde ademds de la
entrada referencia hay una entrada de perturbacion. Ambas cntradas
pueden dar cabida a errores en estado estable.

—— {1_(5)

6G.(s) G, (8}

Siguiendo el procedimiento descrito en el capinilo 6, la funcion
de transferencia en lazo abierto se determina para ¢l caso cuando
6, (s) - 0, pero @,(s) cs distinta de cero ¥ asi se determina el error en
estado estable, entonces para cuando &, (s5) =0, pero 0, (s)no es cero.
[Los errores cn estado estable cuande ambas entradas son difcrentes
de cero es, entonces, la suma de los dos errores derivados por separa-
do. De esta manera, para 8, (s) =0 se tiene

NG AT
! 1+ G (9G,(5)

El error es la diterencia entre 1a entrada de referencia y la salida del
sistema

EMN=0()-0_(5)
y asi, puesto que G, (5)=8_(5)/ 0,(s),

: _ _ G ()G, (5) .
£(5)=0,(5) 146006, ,{s)
E(s) ! ()

= ¢
1+ G ()G, (9)



Figura 7.12

Ejemplo 9
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Por lo tanta, el error en estado estable es

e =lim s L0 f21]
=0 14+G (G, (s)

Cuando 8,{s) =0, entonces el sisterma sélo estd formado por una
trayectoria directa con G, (s) y una trayectoria de realimentacion con
G, (s). Este se puede convertir en un sistema con realimentacién uni-
1aria mediante el método que describe la figura 7.11, y asi, la funcion
de transferencia en lazo abierto es

G

G, (s)= N 1O R
I GGy -1]
Asl, el crror es, puesto que &, (s5) -0

E(5)=6,9)-0,(=-9,(9)

. G ()

E@)=-r—e—r———0,(9)

1+ G, ()G, (s) +1]

Por to tanto, ¢l crror en estado estable ¢s

_ e G, (s) g
e = ( e Y [22]

El errur total cuando existen ambas entradas, la de referencia y la de
perturbacion, es la suma de los errores dados por las ecuaciones [21]
y[22].

Ejemplo 9

Un sistema dc control de nivel de liquido, descrito en ¢l ejemplo 9,
capitulo 6, v por las figuras 6.23 y 6.24, s¢ puede representar me-
diante un sistema como el que ilustra la figura 7.12. ; Cudl es el error
en estado estable cuando el sistemna esta sujeto a una cnirada de per-
turbacidn de tipo escalén de magnitud 4?7

His)
——

Respuesta

La figura 7.13a muestra al sistema cuando no hay entrada de refe-
rercia y solo existe la entrada de perturbacién. La figura 7.13D
ilustra cémo éste sc puede reacomodar para dar un gistema con reali-
mentacion unitaria. Asi, para dicho sistema la funcién dc transferen-
cia en lazo abierto es

Ri(zs+1
G.(9)= ( )
L4 [RA(Ts + D]k, +1)

Por lo tante, la salida H(s) se relaciona con la entrada O, {s) por
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H{s)

)

Figura7.13 Ejemplo 9

Problemas

O« HLL

Figura 7.14 Problema 3

H(s) Ri{zs+1)

L+ [RI(rs+ D)](k g, +1) Qi)

El error, puesto que H,{s) =0, es

E(s)=H,(s) - H(s) =~ H(s)
E(9)=— Ri{zs+1)
1+[R/ (s +D)i{k k, +1)

Q. ()

Por lo tanto, el error en estado estable cuando hay una entrada csca-
ion A/ses

. R/(rs +1) A
e, =lim+<—s , —
=0 1+ [Ri(rs+ D}k, +1) 5
: Rd |
= lim| ——————|
20 s+ 1+ Ry + R |
B RA
| +Rkk, +R

Establecer el tipo de los sistemas que se dan en las siguientes
funciones de transferencia en lazo ahierto:
3
@) s+2
I(s+1)
55 42541
G
s{s+3)
2
§+ds
2(s+3)
ST 255 1)

¢)

d)

. Cudles son los tipos de los siguientes sistemas en lazo cerrado?

a) T.a funcidn de transferencia de la trayectoria directa 1/ (25 + 1),
la trayectoria de realimentacion unitaria,

b) La funcion de transferencia de la trayectoria directa 1/(s +1),
la funcién de transferencia de fa trayectoria de realimenta-
clon 3.

¢) La funcion de transferencia de la trayectoria directa
1/(s* +25+1), la funcién de transferencia de la trayectoria de
realimentacién1/s.

d) La funcidén de transferencia de la trayectoria dirccta
2(s+1)/(s* + 55), la funcién de transfercncia de la trayectoria
de realimentacién 1/(s +1).

Calcular ¢! error en estado estable para el sisteria que describe la

figura 7. 14 cuando estz sujeto a una entrada escalon unitario si K

tiene el valor &) 1, b) 10 y comentar qué significa incrementar el

valor de K.
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Elsistema de guiado de un automovil tienc una funcion de trans-
ferencia en lazo abierto de

G, (5)= K
s(s+a)(s+h)
Cuiles seran los errores en estado estable cuando el sistema de
guiado estd sujeto a @) una entrada escaldn de magnitud 4 y
4) una cntrada rampa que cambia a razén de A?
¢ Cuales son los errores en estado cstable para los sistemas dados
por las funciones de transferencia en Jazo abierto listadas en el
problema 1, si estdn sujetos a £) una entrada escalon unitario,
i) una entrada rampa unitaria, rif) una entrada parabélica unita-
ria?
Determinar cl error en estado estable que se presentara con un
sisteia lineal que tiene una funcién de transferencia en lazo
abierto de

10

s(s+5)
cuando estd sujeto a una cntrada de
2 3

;Cudles son los tipos para el sistema que ilustia la figura 7. 15
cuando esta sujeto a @) la entrada de referencia y &) la perturba-
cion?




Introduccién

Definiendo la estabilidad

Polos, ceros y estabilidad

Un requerimiento importante para un sistema de control es quc debe
ser estable, Esto significa que si al sistema se aplica una entrada de
magnitud finita, entonces la salida deberia también ser finita y de
ningin modo infinita, es decir, incrementédrse dentro de un limite
(vea el capitulo 1 para una introduccidn a este concepto). Este capi-
tulo trata las condiciones que se deben satistacer para sistemas esta-
bies. Para sistemas lineales el requerimiento de estabilidad se pucde
definir en términos de los poles de la funcion de transferencia en
lazo cerrado. L.os pofos son las raices del polinomio del denomina-
dor de la funcion de transferencia y los ceros las rafces del poline-
mio del numerador de la funcidén de transferencia.

Un sistema se¢ puede definir como estable si toda entrada acotada, cs
decir, finita, produce una salida acotada. De ¢sta manera, por cjem-
plo, para toda entrada escalon aplicada a un sistemna la salida debe
ser finita. Un sistema no es necesarlamente estable si una sola entra-
da escaldn produce una salida finita: toda entrada escalén debe pro-
ducir salidas finitas.

De mancra allernativa, un sistema sc puede definir como estable
si al estar sujeto a una enlrada impulse la salida tiende a cero a medi-
da que el tiempo tiende a infinito. Si, al responder ala entrada impul-
50, 1a salida del sistema tiende a infinito a medida que ¢l tiempo tien-
de a infinito, cntonces el sistema cs {restable. Sin embargo, si la
salida no tiende a cero o no crece a infinite, pero tiende aun valor fi-
nito diferente de cero, se dice entonces que el sistema cs ¢rifica o
marginalmente estable. Bl capitulo 1 proporciona el ¢jempla del sis-
tema de una esfera sobre la superficie de una vasija. Sila esfera estd
dentro de la vasija, entonces cs estable puesto que después deun im-
pulso, Ia csfera terminaria, a medida que ¢l tiempe tiende a infinito,
en la misina posicion: el centro de la vasija. Si la csfera esta sobre la
superficie convexa de la vasija (puesta al revés), entonces el impulso
causarfa que 1a esfera caiga v no regrese a su posicion original a me-
dida que el tiempo tiende a infinito. Este sistema es nestable. Si la
csfera cstuviera sobre una superficic plana, entonces el impulso pro-
duciria en ella un movimiento a lo largo de la superficie y, a medida
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Figura 8.1 Problema 1
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que el tiempo tiende a infinito, iria hacia el reposo en una posicion
cstable a cierta distancia de su punto de inicio. Este sistema es critica
o marginalmente estable.

Ejemplo 1

(Cuales de los siguientes sistemas son estables?

a) Unaentrada escaldn al sistema produce una salida que se puede
describir mediante la ecuacidén 8, =21,

b} Una entrada escaldn al sistema produce una salida que se puede
describir mediante la ecuacién 8, = 5.

¢) Unimpulso aplicado al sistema produce una salida que s¢ pucde
describir mediante la ecuacion 8, =e™.

4y Unimpulso aplicado al sistema produce una salida que se puede
describir mediante [a ecuacion 8 =¢'.

Respuesia

a) La figura 8.1¢ muestra la forma de la salida. Puesto que se in-
crementa y no se acota, el sistema ¢s inestable.

b} La figura 8.14 ilustra la forma de la salida. Pucsto que ésta se
acota, es decir, es finita ¢l sistema es estable.

¢) La figura 8.1¢ describe Ia forma de Ja salida. Puesto gque con el
tiempo ¢sta se hace cero, es decir, tiende a cero a medida que el
tiempo tiende a infinito, el sistema es estable.

dy Lafigura 8.14 muestra }a forma de la salida. Puesto que continiia
incrementandose y no se acota a medida que ¢l ticmpo tiende a
infinite, ¢l sistema es inestable.

La funcién de transferencia en lazo cerrado G{(s) de un sistema, en

general se puede representar mediante

K" | a
(s"+b & +b ST+ b5t b))

m=1 m-2 .
ST va, 5T e rastay)

-

G(s)y= (1

y, si las raices del denominador y del numerador sc cstablecen como

:K(.§+z])(.§+zz)---(s+zm)

G(s)
(s+p)s+p)-{s+p,)

2]

donde las raices del numeradorson z , z,, .., z, y sc denominan ce-
7os y las rafces del denominador son p, p,, .. ., p, y se denominan
polos, K es una constantc multiplicadora o la ganancia del sistema.

Los ceres son los valores de spara fos cuales la funcién de transfe-
rencia se convierte en cero. Los polos son los valores de s para los
cuales la funcidn de transferencia es infinita, es decir, éstos ha-
cen que el valor del denominador sea cero. De esta manera, si el nu-
merador cs (s—2), entonces la funcién de transferencia es cero si
(s —2) =0, es decir, s = +2. Por lo tanto, el cero esta en +2. Si ¢l deno-
minador es (5 + 3}, entonces la funcion de trans(erenciy es infinita si
(s +3) =0, es decir, s =—3. Por Io tanto, el polo estd en --3.
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Los polos y los ceros pueden ser cantidades reales o complejas.
Asi, por ejemplo, si el denominador fuera {s° — 65 + 8), entonces, de-
bido a que esto es (s — 4)s —2), los polos estdn en +4 y +2. Sin em-
bargo, si el deneminador fuera (57 +1), entonces, puesto que éste se
puede eseribir como (s —1J)(s +1j), los polos estin en +1jy —1j. En
general, los polos y los ceros se pueden escribir como

§=0 + j [3]

donde ¢ es 12 parte real ¥ jw es la parte imaginaria.

Coma indica la ecuacian [2], enunciar los valores de los ceros y
los polos de un sistema, junto con el valor de una ganancia X, permi-
te especificar por completo fa funcidn de transferencia del sistema.

Ejemplo 2

;Cudles son los ceros y polos de los sistemas dados por las siguien-
tes funciones de transferencia ¢n lazo cerrado?

2s+1)
(s+Ds+2)(s-3)
(s+3)s-D
S(s+2)(s+3)s -4}
s+4
s H1s+3
1

e)

Respuesta

a) El denominador se puede escribit como (s —2)(s—2) y asi los
polos estan +2 y +2. El numerador es (s — 1) y asi, el cerp estd en
+1L

b) El denominador es (s+1)(s+2)(s~3) y asi, los polos estin en
-1}, =2y +3. El numerador ¢s 2(s + 1) y asi, el cero esta en —1.

¢) Eldenominador ¢s (s —0)(s + 2)(s +3)(s — 4) y asi, los polos es-
tanen 0, -2, -3y +4. El numerador es (s +3}s—1) y asi, los ce-
Tos estd en =3y +1.

d) El denominador es (s° +15+3). Las raices se pueden obtener
mediante la ecuacion de las ralces m de una ecuacidn cuadratica,
(ax® + bx + ¢) es decir,

:—biwb2—4ac
2a

Ht

Par lo tanto, los polos de (s* +15+3) son

-1£+1-12

s
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=-0.510.5v-1412 -1
--05+j1.7

Por lo tanto, los polos estan en (0.5 + j1.7) y (-0.5-j1.7). El
numerader es (5 —4) v, de este modo, el cero esta en +4,

¢) El denominador es (57 + 5 +1). Segln la expresion anlerior para
el calculo de Tas raices

REE
2
=-0.520.57- 141
=-0.5+j0.87

Por lo tanto, los polos estan en (0.5 + j0,87) y (-0.5 — j0.87). El
numerador es 1 una constante y, por lo tanto, no hay ceros.

Ejemplo 3

;Cuiles son las funciones de transferencia de los sistemas que tienen
los siguientes polos y ceros?

a) Polos en -1, -2, sin ceros.

b} Dolosen+1, =2; ccro en

¢) Polosen (-2 +jl); cero en+1

d) Polosen (1z£j2),ceroen—L

Respuesta

@) El denominador sera (s + 1)(s + 2) y el numerador1(cn ausencia de
cualquicr informacion sobre la ganancia K). Por lo tanto

Gis) = _
(s+Ds+2)

) El denominador serd {s — 1}(s +2) y el numerador (s —0). Por lo
tanto
s

T GoDGs12)
¢) El denominador sera
[s—(=2+jD][s—(-2-jN]
=[P = (2+Ds— (2= jl)s+ (=2 +jI{-2 - j1)]
=[s* +45+5]
El numerador es (s — 1), y de esta manera
-1
Gisy=— "+
© st 4s5+5
d} El denominador scrd
[s—+in)ls -0~ j2))
=[st = (1 +2)s = (1= j2)s+ (1 +12)(1 - j2)]

=[s* =25+5]
El numeradar es (s + 1) v, de esta manera

G(s)
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Patrén de polos y ceros

<t

—jw l

Figura 8.2 ~.Patron de polos y ceros

—jo

G
¥
-
o

Figura 8.3 Ejemplo 4

.v+}7
5 -25+5

G(s)=

Los polos y Jos ceros de una funcidn de transferencia se pueden re-
presentar en un diagrama llamado el pairén de polos y cervs. La (i-
gura 8.2 ilustra los ejes que se usan para dicha grifica. El eje x es la
parte real del polo o cero y el eje 3, la parte imaginaria. La posicion
de un polo se marca con una cruz'x'y la posicion de un cero por un
pequefio circulo 'o’. De esta manera, cn la figura se marca un polo
que tiene una parte rcal de —1y una parte imaginaria de +1, es decir,
¢l polo esta en (=1 + j1}. El cero se marca en +1, y no tiene parte ima-
ginaria.

La grafica en dos dimensiones se conoce como plano s. Los polos
o ceros en ¢l lado izquierdo de la grafica son todos negativos, los po-
los o ceros en el lado derecho son positivos. Los polos o ccros son
rcalcs o pares del tipo (o 4 jw).

Ejemplo 4

Bibujar los patrones de polos y ceros para los sistemas que tienen los
siguientes polos y ceros.

a) DPolosen =2, +3; ceroen +1.

#) Polos en 0, -1, -2, cero en -3

¢} Polosen—1+j2; ceroen—1

d) Polosen-2=jl,0; cerosen -3+ j2.

Respuesta
Veala figura 8.3,

3 A
R Y = Y L
. 2 e 3
1 I
B S G L
: - i
1 ! 1
1 @ 1 ! ! 1 1 [ | 1 1
2 0 1 2 3 v 13 121 o 1 2 3
b i
Coqk P S -
| | 1
1
k—-é— [ Y 5
3+ 3k
b)
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La estabilidad de un sislerma se puede determinar considerando
como cambia la salida con el tiempo después de una entrada impul-
so. Con un sistema estable la salida debera tender a cero con el tiem-
Po, y con un sistema inestable la salida crecera con el tiempe.

Considere un sistema sin ccros y un polo en —2. La funcion de
transferencia G(s) sera

1
Gisy=_—
® s+2

Por lo tanto, la salida 0 (s} estd relacionada cor Ja entrada 8, (s) me-
diante

1
0,(s})= E 9‘(5)

Si el sistema estd sujeto a un impulso unitario, entonces #,(s) =1y,
de esta mancra

0,()=
s+2
Fsta es una transformada de Laplace de la forma /{s+a) v asi, la
transformada inversa da por resultado
0 — e-ll

]

El valor de e decrece con el tiempo, haciéndose cerc en un ticmpo
infinito. Por lo tanto, el sistema c¢s estable,

Ahora considere un sistcma sin ceros v un polo en +2. La funcidn
de transferencia G(s) sera

1
G(s)=—
(s) =
Por lo tanto
1
g = 0.
(5= 0,05

Para un impulso unitario, # (s) =1y, de esta manera
1

52

8. {s)=

Esta cs una transformada de Laplace de la forma 1/{s + ¢) y asi, la
transformada inversa da por resultado
9 :er

2}

A medida que ¢ se incrementa, el valor de ¢” también se incrementa,
por lo tanto, el sistema es inestable,
Considere otro cjemplo, csta vez con polos en (=2 + j1) v sin ce-
ros. Lu funcidn de transferencia es
1

Gis)= - —
[-C20iD)s (2 jD)
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je
2l
1,
! 1 I &
2 1 o 1 20
1=
2
)
jor
21
% 1
1 1 1
2 ] o 1 290
x i+
2k
)

Figura 8.4 Patrones de polos y ceros
y estabilidad, region de estabilidad
compartida. a) Polo en 2 sin ceros:
estable. b) Polo en +2 sin ceros:
inestable. ¢) Polos en —2 + j1sin ceros:
estable.

y asi
. 1
3] = a.(s
S T K

Asi, cuando hay un impulso unitario 8,(s) =1y, de esta mangera

1
[s=(=2+D1[s - (-2- 3

Fsta es una transformada de Laplace de 1a forma 1/[(s + a)(s + B)]y
asi la transformada inversa es de la forma

BD (S) =

1 -t —ht
e —e
b—a( )
cona=—{-2+ iy bh=-(-2-jl)se tiene
6“ Z-L(e—ﬂejr 48_2'8~H)
]2

Bl término entre los paréntesis essen £. Por lo tanto
8, =e'sent

Lsta es una onda senoidal, la cual tienc una amplitad que decrece
con el tiempo de acuerdo con ¢, De esta manera, la salida decae
con el tiempo v, por lo tanto, el sistema es estable.

En general, cuando a un sistema se aplica un impulso, la salida ¢s
de la forma de una suma de términos exponenciales. Si sélo uno de
los términos exponenciales cs una exponencial creciente, es decir, fa
exponencial de una funcion positiva de ¢ tal come ", entonces la sa-
lida crece de manera continua con el tiempo v el sistema cs inestable.
Esta situacién se producira si umo de los polos tiene parte real positi-
va y, de esta manera, el denominador de la funcién de transferencia
incluye un término (s - @). Cuando existen pares de polos que invo-
lucran £jw entonces la salida cs siempre una oseilacion. Esta oscila-
cian es estable si Ja parte real del par de polos ¢s negativa e inestable
si es positiva.

De esta manera, si todos 1os polos estdn en el Jado izquierdo del
patrén de poles y ceros, el sistema es estable. Sisélouno de los polos
est4 ent ¢l lado derecho de dicho patrdn, éste cs inestable. Un sistema
es criticamente estable si uno o més polos estan sobre el eje vertical
de! patron de polos y ceros, es decir, tienen parte real cero, y no hay
polos en el lada derecho. La figura 8.4 nuestra las posicioncs de los
polos para los ejemplos anteriores y ja figura 8.5 ilustra ja lorma ge-
neral que toman las salidas para diferentes posiciones de Ins polos.
Si solo interesa la cstabilidad, los polos de la funcion de transferen-
cia son importantes y los valores dc los ceros del sistema son irrele-
vantes.
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o Jer Criticamente estable
&, Estable &,
i 0
- 0 u Ol t 0 U t
a)
Je
jw x AN Estable
9;| Ingstable
0 g
a o 0 f
>
) 9
JU)
x
) ) 0 I
Figura 8.5 Salidas para diferentes
posiciones de los polos con una x -
e}

entrada impulso

Una alternativa para ¢l analisis de estabilidad anterior ¢s conside-
rar la estabilidad en 1émminos de como cambia la salida con el Hempo
después de una entrada escalon. Esto es una entrada acotada y para
un sistema estable deberia haber una salida acotada. Para la estabili-
dad en relacion con las posiciones de los polos resulta fa misma con-
dicidon. La figura 8.6 indica las formas generales que toman las sali-

das para las diferentes posiciones de los polos. N
jw Inestable
jos f.
& Estable
o 0 I © t
0 v t
<}
a) o jew Estable
! g | Criticamente estable
0 I3 0 t

b}

Figura 8.6 Salidas para diferentes
posiciones de los pcles con una
entrada escalon
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El critefio de estabilidad de
Routh-Hurwitz

Ejemplo 5

;Cuiles de los siguientes sistemas son estables, criticamentc csfa-
bles ¢ inestables?

) Poloen —4; cero en +1.

5) Poloen +1; sin ceros.

¢) Polosen(, -1, -2 ceroen+1

d) Polosen (-2 £ j3); sin ceros.

e) Polosen {14 j2); ceroen -2,

Respuesta

Las valores de los ceros son irrelevantes. Para estabilidad todos los
polos deben tencr partes reales negativas. De este modo, a y d son
cstables. Para estabilidad critica uno o mas polos deben tener partes
reales cero y ninguna debe ser positiva. Asi, ¢ es criticamentc csta-
ble. Para inestabilidad uno o més de los polos deben tener partes rea-
les positivas, de esla manera b y ¢ son inestables.

Determinar la cstabilidad de un sistema dada su funcion de transfe-
rencia implica también determinar las ralces del polinomio del deno-
minador de !a funcién y considerar si cualesquiera de €stas son o no
positivas. Sin embargo, las rafces no se pueden obtener con facitidad
si el polinomio del denominador es de la forma

as" a7 ba, s e T asta, [4]

v nes mayor que 3 o 4. El criterio de Routh-Hurwitz, sin embargo, re-
presenta un métado que se puede usar en tales situaciones.

La primera prueba que se aplica es revisar los coeficientes, es de-
cit, los coeficientes de los términos en la expresién anterior. Si éstos
son todos positives y ninguno es cero, entonces el sistema puede ser
estable, Si cuafesquicra de los coeficientes ca negativo, entances el
sistema es inestable, Si cualesquicra de los coeficientes ¢s cero, en-
tonces, en el mejor de los casos, cl sistema es cr1t1wnwnte estable.
De este modo, por ejemplo, el denommadnr (s* +257 +35 + ) puede
ser estable puesto que todos los coeficientes estin presentes y son
positivos. Sin embargo, (5’ -25 +351 1) es inestable debido a que
hay un coeficiente negativo. Con (s +25° +35)no hay un término y
asi, en el mejor de los casos, el sislema es criticamente estable.

Para sistemas que tienen denominadores que podrian ser estables
se lleva a cabo una segunda prueba. Los coeficientes de la ecuacion
[4]se cscriben en un orden particular denominado arreglo de Routh.
Estees
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Los renglones adicionales en el arreglo se determinan mediante
calculo a partir de los elementos de los dos renglones inmediatamen-
te anteriores. Los renglones subsecuentes se calculan hasta que sélo

aparecen ceros. Bl arreglo debetia contener, entonces, (1 + D renglo-
nes, un renglén corresponde a cada uno de los términos s* hasa §° .

N
Q Q ] $ a, da Gy
-l
s al Gy s
[ o o 57 el b, b,
sl o o
¢
F
$ ¥, X, X
@ t
s BU ¢
5 z,
Los elementos del tercer renglon se obtiencn a partiz de los clemen-
s . tos de los dos renglones previos mediante
Q
7
G
- b =a,. _( i, (5]
Q G o anfl
| = f an
(1AL B 10y by=a,, |~ la, (6]
I— ~ T a4,
‘o' e N F -
) 17 (I Los elementos del cuarto renglén sc obtienen a partir de 1os efemen-
— =S tos de los dos renglones previos mediante
c-I1ate
o 2 -
! a 1\
6 =a,,- == b 7]
b,
Figura 8.7 Determinacion de los ) ]
elementos en el arreglo Routh a,,
CEa, s —| —= b [8]
b

Una forma de recordar estas reglas para determinar los elementos se
ilustra en la figura 8.7,

Cuando ¢l arreglo se ha complctado, éste se revisa. Si todos los
elementos de la primera columna son positivos, todas las raices tie-
nen partes reales negativas, y 2stan en el lado izquierdo del patrén de
polos y ceros. El sjstema es, entonces estable si todos tos clementos
de la primera columna son positivos. Sien la primera columma, hay
clementos negativos, el numero de cambios de signo en la primera
columma es igual al mimero de raices con parles reales positivas.
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Ejemplo 6

Los siguientes polinomios son les denominadores de las funciones
de transferencia de varios sistemas. Por inspeccion, jcuales de €stos
podrian ser estables, inestables y criticamente estables?

ays' +3s° #2543

by s +25" +35+1

c)s® —4st 4380 +25T 45542

d)s® +5t + 557 425" #3542

e) s’ +25° +357 +4543 5

Respuesia

Los polinomios by d pueden ser estables debido a que todos kos coe-
ficientes son positives y ninguno es cero. El palinomio ¢ es inestable

puesto que hay un término negative. Los polinomios a y e son, en el
mejor de los casos, criticamente estables,

Ejemplo 7

Usarel arreglo de Routh para determinar si el sistema que tiene la si-
gujente funcion de ransferencia s o no estable.
2541
Gls)=—— , 5
s 428 +357 +As+]

Respuesta
El denominador es (* +25° +35" +4s+1) ¥ por inspeccién todos
los coeficientes son positives y no falta ninguno. Por lo tanto, podria

scr cstable. A fin de asegurar que es estable, entonces se fienc que
usar el arreglo de Routh. Los dos primeros renglones del arreglo son

1131
#1204

Los elementos del tercer renglén del arreglo se calculan usando tas
ccuaciones [3] v [6]

b
a
b: =d, g *{ . Jan—i
an—l
b2:1-(1}0:1
W2
De esta manera, el arreglo se convicrte en
s° W 31
$12 4
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Los elementos del cuarto renglén del arreglo se calenlan usando las
ecuaciones [7] y [8].

h!

€ =, 3 ‘(an—_ljbz

Uy

\
q :47(2J1=2

Ul
Y

(a1
G =4, 5 =L {5

e )
¢ =0~ %JG:O

Todos los elementos de la primera columna son positivos y, por lo
tanto el sistema es estable.
Ejemplo 8

Con base en el arreglo de Routh determinar si el sistema que tienc la
siguiente funcion de transferencia es o no estable:

25+1
Gis)= 4,32
§ ST +5T + 4541
Kespuesta

Eldenominadores (s* +¢® +57 + 45+1) ¥ por inspeccion todos ios
coeficientes son positivos y no falta ninguno. Por lo tanto, podria ser
estable. A fin de asegurar que es estable, sc ticne que usar ¢l arreglo
de Routh. Los dos primeros renglones del arreglo son
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sl
£ 1 4

Los elementos del tercer renglén de! arreglo se calculan usando las
ccuaciones 5]y [6].

[ a
— I
bl =y ‘L a3
ap-

51:1-(5]4ﬁ—3
1

aﬂ?

bz =0, 4" —— s
@, )

H-l

3:1—f1Jo_1
: 1

\

De esta manera, ¢l arrcglo se convierte en

st 11 1
s 1 4
5 -3 1

Los clementos del cuarto renglon del arreglo se calenlan usando las
ccuaciones [7] y [8].

De esta manera el arreglo se convierte en

st 1 1 1
s 1 4

52 -3 1

s 1373

Tl elemento del quinto renglon se calcula usando
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N

d =1 ( 3J0:1

- U_i-/-g
Dc esta manera, ¢l arreglo se convierte en
1
§3
S2
Sl
0

La primera columna tiene un elemento negativo y, por €sa, el siste-
ma es inestable. Hay dos cambios de signo, de mds a menos y de me-
1108 a rmas, asi, et sistema tiene dos polos con partes reales positivas.
Ejemplo 9
El denominador de la funcion de transferencia de un sistema es

s +4s% +85+ K

(En qué intervalo de valores puede estar X si el sistema debe ser es
table?

Respuesta

.os dos primeros renglones del arreglo de Routh son
S8 1
14 K

Los elementos del tercer rengion del arreglo se calculan usando Jas
ccuaciones [5] v [6].

b1=8—[1\K
4
¥
1
by =0~ = 10=0
- 4
De csta mancra, cl arrcglo sc convierte en
s 8
so 14 K
s 8-k 0

cion [7].
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#,(s)
N 10 ] i

|
L

Figura 8.8 Ejemplo 10

Estahilidad relativa

Por lo tanto, el arreglo se convicrie en

5§ 3
7

5 K

5! 0
9

5

Para quc ¢l sistema sea estable todos los elementos de la primera co-
lumna deben ser positivos. Lsto significa que

8- i4 K)=0
¥

K>0
Esto significa que 8> 1 Ky, por lo tanto, 32> & De esta manera, K
debe estar enfre 0 v 32.

Ejemplo 10

Para el sistemma que describe en la figura 8.8, ;qué intervalo de valo-
res de K dard como resultado la estabilidad?

Respuesta
La funcion de transferencia global esta dada por
G(s)

I+ G(s)H (s)
v asi, puesto que la funcidn de transferencia de la trayectoria directa
es10/[sis+1s+4)] es

10/[s(s+ s +4)] 10
F+10K 7 [s(s+1(s+4)] 5° +557 + 45+ 10K

Por lo wanto, el arreglo de Routh para el denominader es

PR B 4
5 5 10K
s 4-2K

s | 10K

Para que la primera columna solo tenga valores positivos se debe te-
ner

4-2K>0

10K >0

Esto significa que K debe cslar entre 0y 2.

La construceién del arreglo de Routh y la aplicacion del criterio de
que la primera columna del arreglo solo debe contener términos po-
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sitivos, permite decidir si el sistema tiene 0 no tadas sus raices en l
semiplano izquicrdo del plano sy, que de esta manera, el sistema sea
o 11o estable. Sin embargo, a menudo esto es alil para saber qué tan
cerca de la inestabilidad esta un sistema ¢stable. Para lograrlo ¢s ne-
cesario saber qué tan cerca del eje imaginario estan las raices . Esto
se puede hacerrecorriendo el ¢je a la izquicrda una cantidad definida
(vea la figura 8.9} y encontrar si el corrimiento da o no por resultado
un sistema inestable medido a partir del nuevo ¢je.

Recarrer el eje a —u significa que todos los valores de s del deno-
minador de fa funcion de transferencia se reemplacen por (- 0) y
cn la ccuacion en res donde ahera se aplica la prueba de estabilidad.

Ejemplo 11
(Un sistema con funcidn de transferencia con el siguiente denomi-
nador tendra raices cerca del cje situado en —1?

§7 445?844

Respuesta

Si el sistema es o no estable se puede probar mediante la consiruc-
cion del arreglo de Routh. Esta es

S8
5° 4 4
o 7
50 4

y, de estamanera, el sistema es estuble. Siuhora se recorre ¢l ¢jea -1,
entonces se reemplaza s por { — 1), ’

(=1 +40 -7 +8(r—1)+ 4
Esto cs

(7 =372 43 =D +407 =2r+ ) =8(r =D+ 4
Despues de simplificar se obliene

et 43 -1

Ll arreglo de Routh para esta ecuacion es

I 13
r? | I
r 4
0 -1

Ll sistema es inestable. Dado que sdlo hay un camnbio de signoe. sdlo
hay una raiz a la derecha de la linca en -1
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Problemas

Las salidas de varios sistemas cuando estan sujctos a una cnira-
daescalonsona)@ =3,b)8, =31, )8, =2 +3¢ ;Cudles de es-
tos sistemas son estables?

Las salidas de varios sistemas cuando estdn sujetos a una entra-
da impulso son q) 24, b) e o) re . oCudles sistemas son esta-
bles?

; Cuéles son los polos y ceros de los sistemas dados por las si-
guientes funciones de transferencia en lazo cerrado?
25-1

a) ==

35 =355+0

45 -1

5T +2s

{(s+2(s-3)
(s+2)s+ (s - 4)
4

s2 42543
sl
s{s=3(s+5)

.Cuates son las funciones de transferencia de los sistemas con
los siguientes palos y ceros?

a) Polosen0, -1, -2; sin ceros.

b)y Polosen+1, -3; ceroen(.

¢) Polosen (=2 jl); ceroen—1.

&) Polosen, (-3 £j2), cerosen —1, +2.

;Cudles de los siguientes sistemas son estables, crificamente es-
tables ¢ incstables?

@) Polos en0, —1; sin ceros.

h) Polosen(, +1; ceroen -L

c) Polosen +l, -3, —4; ceroen -1

d) Polos en =2, -3; cero en 0.

e} Polos cn (-3 £ j1);, cero en Q.

/) Polosen (2 L3}, ceroen -1

g) Polosen(, (14 j2) cerosen+1 -2,

f)

c)
o)

e)

Los siguicntes polinomios son los denominadores de las funcio-
nes de transferencia de varios sistemas. Por inspeccion, jcuales
de éstos podrian ser estable, inestables y criticamente eslables?
a) s +2s
by s' =257 +543.
£) 5357 4257 1451,
d) 5% 42t 4357 457 42541,
Usar el arreglo de Routh para determinar si los sistemas que tie-
nen las funciones de transferencia con los signientes polinomios
son o no estables.
@) 5 445t +8s5+12
B 45 457 +2543

P2t 42546
@) s* st 12457 +325+16.
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El denominador de la funcién de transferencia de un sistema es
& 1288 + 45+ K

¢ En qué intervalo de valores puede esrar K si ¢l sistema fuera cs-
table?

JUn sistema con funcion de transferencia con el siguiente deno-
minador tendra raices cerca del eje situado en —17

st +ds+2

Determinar el intervalo de valores de K para que ¢l sistema que
ilustra ia figura 8.10 de por resultado la estabilidad, si se presen-
tan perturbaciones,

i8] .~
v

Figura 8.10 Problema 10

— _P_<_ - 2”5777 >
§+4 + §°rg+d




Introduccion

Lugares geométricos de las
raices de sistemas de
primer orden

Analisis del lugar geometrico
de las raices

T.as raices del polinomio del denominador de la funcidn de trans(e-
rencia de un sistema, denominadas polos, deferminan la Torma gene-
ral de la respuesta transitoria de ese sistema. La figura 9.1 muestra,
para un sistema con la funeidn de wansferencia

K

(5= p)s+p,)

Gs)=

coma al cambiar la posicidn de Jos polos, p vy p,, en el plano s cam-
bia lu respuesta transitoria cuando ¢l sistema estd sujeto a un impul-
s0. Este capitulo eswdia la relacion entre el comportamiento de los
sistemas v las posiciones de sus rafces. La téenica que sc utiliza para
este andlisis e denomina méredo del lugar geoméirico de las raices.

Cansidere el xistema de primer orden que sc ilustra en la Hgura 9.2,
La funcion de transterencia del sistema en lazo abierto. (7 (s) es

5o By, pussto que la realimentagion es uitaria, el sistema tiene
funcion de transferencia & (5) de

Gis) - — A

L+ A

+ 1)

iy

Etossfoma tene on sojo polo. en =1 = £ Cuande A — G entonces
i 1

Camedida que se inercmenta ol valorde K, el valor

el poloesta en

so. e se Hustra en la figura 9.3,
-1 como cambia fa posicion del polo se aleja des-

gue & eambia. v se denomina fugar goondirico de

raicos

a5¢ed!

Cranda A - 010 foneion de tranaiorencia def sistoma 50«
sabierto, v el valor de laraiz pare

Sfi o tunsion de ot

ofsratems cunnmdn £
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Itmayinana
2k
[
1+
L & i ! Real L e 4
-3 -2 = o 1
-
_2-
a)
Imaginario
2.—.
P;
1
& & ! it Real o
-3 -2 -1 (U
1
_ab
b}
Imaginaric .
P .
x 1
1 | : Real '
-3 -2 i o 1
x -1
- Rt
/

Figura 9.1 Posicion de ios polos y

c}
respueslas & un impulso

Puesto que el valor de la raiz depende del valor de K, 1a respuesta
del sistema tambieén depende del valor de K. La Gigura 9.4 desceribe
cémo la respuesta del sistema @) a un impuiso y £) a un esealon, de-
pende del valor de &

) Ejemplo 1

‘ Para un sistema de primer orden conuna funcion de wansferencia en
Figura 9.2 Un sistema de primer lazo abicrto de K7{s - 2}y realimentacion unitaria, «) esborar la gra-
arden fica del lugar geométrico de lasrafces v £) oblener la respucsta gene-

ral del sistema a una enirada escaldn untario,
Respuestu

El sistema tiene una funcion de transierencia de
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Imaginario

Polo en
lazo abierto

o

R
-4 -3 -2 -1

Movimiento del polo
a medida que K
se incrementa

0 Real

Flgura 9.3 Lugar geomélrico de las

raices para el sistema de

8,

la figura 9.2

Incremento de £

a}

\Incremento de K

0
b)

Figura 9.4 Respuesta del sistema de
la figura 9.2 a: a) una entrada impuiso,

b} una entrada escalén

Lugares geomeétricos
raices de sistemas de
segundo orden

de las

G@);,,M
1+[K 7 (5+2)]
I
Glis)s———
® s+2+K

La gcuacién caracteristica es
s+2+K=0

De esta manera, se tiene el polo cn lazo abicrto cuando K =0y, por
lo tanto, esta en s — —2. Cuando K no es cero entonces la ecuacion ca-
racteristica s¢ puede escribir cormo
s+(2-Ky=0

lo cual indica un solo polo en —(2 + K). Por ¢llo, a medida que K se
incrementa desde 0, ¢l polo sc mucve a valores mas negativos a par-
tir de 2. La figura 9.5 tustra la grafica del Ingar geomnéirico de las
raices.

Puesto que G(5) =8, (5)/8,(s) y por 1o tanto, para una entrada es-
calén 6, (s}dc1/ slasalida @ {s) esta dada por

K

6D(S)z5{s+ 2+ K}

Esta transformada es de la forma general 1/[s{s + @)} cuya transfor-
mada inversa es (1/a)1— ¢ ). Por lo tanto

-

s =5 [I—exp—(2+ K]

pss

+K

donde K es siempre mds negativa que —2,

Imaginaric
Pola en
lazo ablerto
ey S -
-2 -1 0 Real
Figura 9.5 Ejemplo 1

La figura 9.6 muestra un sistema de segundo orden. La funcion de
transferencia en lazo abierto G, (s) del sistema es K/[s(s + 1}]y, pues-
to que la realimentacién ¢s unitaria, el sistema tienc una funcion de
transferencia de

Kis(s+1

Gs) - s+ D]

I+ KAgs(s+1Y




Figura 8.6 Un sistema de segundo

orden

K sg incremenia
desde
0 hasta 0.25
K se incrementa a
parbrce 0.25

Imaginaric

4 K se incrementa
i desde 0 hasta 0.25
Polo de \azox i 1
adiere | _~| Pote de taza ablento
Il N
= | <
1 /iWU“S 0 Real
K=0%5 i

K se incrementa a
partir de 0.25

Figura 9.7

{.ugares geomeétricos

de las raices para ef sistema de la

figura 9.6

<K = 0.25

Incremento do K

Figura 9.8 Respuesta def sistema
de la figura 9.6 a una entrada

escalon unitario
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Lugares yesméticos de las raives de sistemas de segundo ciden

la cual sc pucde eseribir como
G(S) = ’L
S s+ K

Las raices de una ecuacién de la forma ax” + by + cestan dadas por

—b=Ab —_i(LC

2a

Raices =

v asi, las raices del polinomio del denominudor de la funcion de
transferencia son

O T
2

Cuando X =0, entonces p=-—1 £ ¢sdecir, las raices en lazo abjer-
e
i

1o estan en 0 y —1. Cuande K = <, entonces p=—4, es decir, umbas
raices estin cn — 1. Para los valores de K entre Oy L [a raiz en 0 se haee
mas negativa v se mucve hacia — 4, mientras que laraiz en ~{ sc hacce
menos negaliva y se mueve hacia —2, como sefiala la figura 9.7, Para
K =1 lasrajces estan dadaspor p= 1+ J3 v, de este modo, estan
en—i+jV3v 3. Paratodos los valores de K mayores de 0.25
se presenta un par de rafces complgjas, sicndo constante la compo-
nente real de valor —1 v la parte imaginaria tiene un valor que sc in-
crementa a medida que K aumenta.

Puesto que los valores de las raices dependen del valer de £, la
respuesta del sistera a entradas externas también depende del valor
de K. La figura 9.8 muestra Ta respuesta del sisteina con diferentes
valores de X a una entrada escalén unitario. Para valores de K entre 0
v 0.25 se tiene la respuesta sobreamortiguada de un sistema de se-
gundo orden. Para K =0.25 e sistema es criticamente amortiguado.
Para K mayor que (.25 el sistema es subamortiguado y presenta osci-
lsciones.

El polinomic del denominador de la funcion de transferencia, es
decir, (s* + s+ K), se puede escrihir en la forma (s* + 2o [s+m7).
Vea los capitulos 2 v 3, donde w | es la frecuencia natural de oscila-
clén y £ es el factor de amortiguamiento relative, De esta manera,
para este sistema @’ =K yes2o f ~lyasio, =vK yo b =1 cs
decir, los valores de los polos en el amortiguamicnto critico, y
£ =1/@2vK) Asiw medidaque & se incrementa a partir de 0.25, tam-
bi¢n se incrementa la [recuencia natural y decrece ¢l factor de amor-
tiguamiento relativo.

Ejemplo 2

Para el sistema de la figura 9.9 esbozar el diagrama de los lugarcs
geométricos de las rafces v especificar los valores do la ganancia K
en los que ¢l sistcma cmpicza a oscilar.
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S K % st
“
i
‘

Figura 9.9 Ejempio 2

—

Polo da Palo de
lazo abierto |azo ahiero
en—-3.73 e 0.27

. FN A S
— N——
) Real

Figura 910 Ejempio 2

Lugares geométricos de las
raices de sistemas en lazo
cerrado

ols) : 6. {s)

! Aie
_'T\QT/\/_ Gigl
|
|

Figura 9.1t Sistema en lazo
cerrado

Respuesta

La funcidn de transferencia en lazo abierto es K/(s” +4s5+1) y cen
realimentacion unitaria la funcion de transferencia del sistema es
Ki(s' +4s+1 K
Okl B
T Ks" 14511y 571451 (1K)

Lasraices de una ceuacidn de la forma ax® + by + ¢ estin dadas por

—b 6 —dac

2ua

Raices =

y, asi, las raices del polinomio del denominador de la funcion de
transferencia son

-4 16 -4(1+K)
P

7

p=-2It \.“"(3 - K

Lospolosenlazo abierto se tienen cuando K =0y, por lo tanto, estan
en p=-0.27y p=-3.73, Cuando K =3 ambas raices ticnen cf mis-
mo valor p=-2, Cuando K es mayor que 3 las raices son complejas.
De este modo. la grafica del lugar geomdirico de las raices ¢§ como
itustra 1z figura 9.10. El valor de K, en el cual el sistema estd critica-
mente amortiguado, es 3; para valores de X mayores a éste las raices
son complejas y asi se ticnen oscilaciones.

Considere el sistema general en lazo cerrado que mugstra la figura
9.11. La funcidn de transferencia en lazo ablerto cs & (5) v, asi, con
realimentacion unitaria, la funcién de transferencia G(s) para el sis-
tema es
. G {s)
Gls)=—— (1]
1+G (s)

Los polas serdn los valores de s para los cuales ¢l polinomio del de-
nominador es cero, ¢5 decir,

1+G (5)=0
y, de este modo

G isy=-1 (2]
G, {5} se puede oblener a partir del agrupamiento de varios clemen-
tos. cada uno de los cuales tiene su propia funcion de wansferencia,
En general es posible el eserihir
K{s—-z)s-z)..5—z,)
(s=p)s—p).. (5= p,)
donde K esunaconstante; z,, z, ... 2,,. 105 CCTOS, ¥ p,, 2y o ... D, 108
polos. Silos valeres de sen la ecnacion anterior van a ser los valores
de los polos v, de esta forma, estar sobre el lugar geomidirico de tas
raices, cntoneces tambicén se debe satisfacer la ccuacion [2]. De este
modo, pata los puntos sobre el lugar geomeétrico de las raices

G, 50 = {3]
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Figura 912 G i{s)=K{z-1/s{s+2)
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K(57Z|)(S722)'“(Sizm) —
(5= s ) (s— p,)

Debido a que s es una variable compleja o ecuacidn anterior se
puede escribir en forma polar (vea la siguiente nota para un breve es-
tudio de cstas formas). Pueste que la magnitud del preducto de dos
nimeros complejos es el producto de sus magnitudes y ef cociente cs
el cociente de sus magnitudes, la ecuacion [4] en forma polar para
las magnitudes ¢s

-1 [4]

5=zl 2,]...]s—z

S=plse o,

ol =] (5]
s=pl

Dado a que el argumento del producto de dos nimeros complejos es
la suma de sus argumentos y el cociente su diferencia, la ecuacion
[4] en forma polar da para los argumentos

[Z(s—z)+ s )10 (s z,)]

z
n

5= py+ L5~ pa+ L5 - p )]
=+ moltiplo fimpar de 7 (o]

Laccuacion [6] se pucde utilizar para delerininar si un punto en el
plano s esta sobre un lugar geométrico de las raices. Si el punto csta
sobre el lugar geométrico de las raices se cumplira la ecuacion [6], st
¢l punte no estd sobre el lugar geométrico de las raices, entonces ésta
no se cumplird. Mediante prueba v error se puede establecer el Tugar
geométrico de las raices. La ccuacion |3 dara el valor de K en los
puntos a lo largo del lugar geométrico de las raices,

Para ilustrar lo anterior considere un sistema con funcion de
transferencia cn lazo abierto de

G(- (;) = M
(s 12)
y realimentacidn unitaria. La funcion de transferencia del sistema
sera

Gs) Kis+1)/[s(s+2)]
sy= :
1+ K5+ D7 [sls +2))

. Kis+1

{ (&)= -

S5 1 2)-K(s+1)

Gl sistema tiene los polos en lazo abicrto, s decir, cuando K =0, en(
v =2y un cero en —1. Considere algin punio sobre el plano =5 sca s,
{(fipura 9.12). Se dibujan lineas para conectar ¢i punto con los polos
v ¢l cero. Para quds, esté sobre el lugar geométrico de las raices s¢
debe tener que, al aplicar L ccuacion [6]

§— (o, =c.)=tnultiplo impar de 1
Aplicando la ccuacidn [§]

Kb

ac

voast, K = ac/b.
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f
Imaginaric
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Figura 9.13
G.(s)-K(s+1/(s" + 25+ 5}
imaginario
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Figura 8.14 Ejemplo 3

Representacion polar de
numeros complejos

Imaginasio
NGmers comple;o
Xy

r .

| ¥
Yo |
f———

0 P Feal

-

Figura 9.15

Como ejemplo adicional, considere un sistema con
Kis+1)

G (8) m 5 —
§T+25+35
v realimentacion unitaria. La funcién de transferencia del sistema
sera

Kis+1)

S 25 +5 K(s+ 1)
Esta tiene un cero cn —1 y raices en lazo abicrto, ¢s decir, cuando
K =0,de 142y, por lotanto, ¢l plano s exs como describe la figura
9.13. Para que el punto s, esté sobre ¢l lugar geométrico de [as raices,
se debe tener, ab aplicar la ecuacidn [6]

Gls) =

B - () + e,y == miltiplo impar de
Segun la ecuacion [3]
[

ac

1

vasi, K =ac/ b

Ejemplo 3

Muestre que el punto s, de la figura 9,14 esta sobre el lugar geometri-

co de las raices y determinar el valor de & para el punto.

Respuesta

El sistema tiene tres raices v ningun cero. De esta manera, al aplicar

la ecuacidn [6]
0-(a, +u, +u,)==miltplo impar de

Perocr, =180°%0 1w (¢, +er,) =360°0 27 Por lo tanto, sc tiene
0—(T+27)

para Ja suma v, asi, ¢s un multiplo impar de 7.

El valor de K para ¢l punto esté dado por la ccuacion [5] como

A
ahe

Puesto que a = b= w‘% y ¢ =2, entonces K -2 \,@\.@ =16

La figura 9.15 representa un niimero complejo, {v + j1), en una gra-
fica donde el gje yes la parie imaginaria del namero y el eie x la parte
real. A partir de la trigonometria

x=rcost

yr=rsend
De esta miancra

x+ jy=r(cosd -+ jsendd)
Esto en general sc abrevia como

Y- jy=rsd

Figura polar de un nimero complejo
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rse denomina magniind o moduio del mimero complejo y se escribe
como |x + jy| 6 se denomina argisnento del numero complejo.
Entonces ¢l producto de dos nimeros complcjos se puede escribir
como
n{cosH, +jsend r{cosh, +jsend,)
=1 nl{cosd cos B, ~sen ), send, )
+j(sen B, cos B, +cosl, sen b, )]
=nmlcos(8, + 8, )+ jsen (0, + 8.)]
v, de este modo, el producto tiene una magnitud que es el producto

de las magnitudes y un argumento que es la suma de los argumentos.
Dividir un numero complejo entre otro da como resultado

rcost +isend;)

r{cos @, + jsen(,)
_ rfcos@ + jsen B, Hcosf, — jsend,)

1{cos @, + jsen 0, Wcos 8, — jsend,)

_r | (cosB cos B, +senl sen )

;
I cos’ 6, +sen’ B,

+j(sen B cosf, —cosfl senfl,)

cos™ 6, +sen’ @,

" ) .
=t [cos(#, —0),)+jsen (f —6,)]
h
y, de esta manera, ¢l cociente tiene una magnitud que s el cociente
de las magnitudes y un argumento que es la diferencia de los argu-
IMCntos.

La técnica expucsta al inicio de este capitulo para graficar ¢l fugar
geométrico de las raices se puede resumir como:

1 Mediante prueba y error encontrar en el plano slos puntos con
angulos entre ¢l eje real y las lineas que unen dichos puntos con
los ceros v los polos que salisfagun la ecuacion [6], la ecuacion
de argumento.

2 Determinar ¢l valor de K en los puntos sobre el lugar gecométrico
de las raices con basc cn la ccuacion [7], la ceuacién de magm-
tud.

Esto podria parecer un procedimiente errdneo o de los llamados a

palos de ciego; sin embargo, existen varias reglas gue ayudan a cle-

gir en forma apropiada los puntos sobre el lugar geométrico de las
ralces.

1 Elndmero de lugares geométricos es igual af gradoe nde la ecua-
¢idn caracteristica de la funcidn de fransferencia en lazo abicrto,
¢s decir, ¢l polinomio del denominador. Cada raiz traza un lugar
geométrico a medida que K varia desde 0 en un polo en lazo
abicrlo, hasta nlinito en un cerc en lazo abierto. Ll t¢rmino



208  Analisis det lugar geométnica de las raices

»
»
K-t Koo K=o K-01Real

Imaginarin
|
| | | |
Z pows — |Tacio - 2| 1 polo-1 |
ZCe’DES‘LEI(JSa-o‘ CEIDBE 1zolaaia |
iaderocna derecia Ugregta derecha o]
i i e |

Figura 9.16 Lugares geomelricos de
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Figura 917 Asintotas conn =3
ym=0

raima de lugar geomérrica de las raices sc usa con frecuencia
para cada lugar geoméirico de las raices, istas ramas son curvas
continuas que inician en cada uno de los 7 polos en fazo abicrto,
donde K =10, v se aproxima a infinito ¢n los m ccros cn lazo
abierto. Las ramas del lugar geometrico para los polos en exceso
(polos que no ticnen correspondencia con ceros finites), es de-
cir, donde 17> m, s& extienden a infinito. Para ceros en exceso, €3
decir, m > n, las ramas se extienden desde infinito a los polos en
lazo abicrte. De este modo, para un sistema que tiene una ecua

cién caracteristica en lazo abierto de s* +2s57 + 35+ K — 0 habra
wes ramas del lugar geométrico de lus ruices.

Los lugares gcométricos de las raices de un sistema con una
ecuacion caracteristica real son simétricos respecto al eje real.
Esto se debe a que las raices complejas se presentan en pares de
la forma o & jo.

Los lugares geomélricos de fus ralces comlenzan en los » polos
del sistema donde K =0.

Los lugares geométricos de las raices finalizan en los m ceros
dcl sistema, donde X = <. Si hay mas polos gue ceros, que ¢s ¢l
Caso Mas comun, entonces i lugarcs geoméliricos terminan en
los u ceros finitos y los (n — mi) lugares geomeétricos restantes
terminan en infinito.

Las porciones def eje real son secciones de los lugares geoméiri-
cos de Jas rafces si el nimero de polos v ceros a la derecha de di-
cha percidn es impar, como lo 1lustra la figura 9.16.

Aquellos lugares gecométricos que terminan en infinito tienden
hacia las asintotas que forman angulos respecto al eje real posit

vo de

T 3 S 2(n—m)—1jx

n—im ’ n=n n-m =

La figura 9.1 7 muestra ejemplos de dichos lugares geométricos para
un sistema cuando 2 =3y m =0. Los angulos de las asintotas son /3
060% 7 0180%y 57/3 0 360°

7

Las asintotas intersectan sobre ¢l eje real en un punto, algunas
veees llamado centro de gravedad o centroide de las asintotas,
dado por

{ptpt.tp)-(z+z1..1z2,)

n—m

De este modo, para el ejemplo de la figura 9.17 donde los polos
estan en —1y =3 = 73 v no hay ceros, entonces el punto de inter-
seccidn es
-1-5+j3-5 3
3

~3.7

La interseccion de los lugares geométricos de las raices con el
eje timaginario se puede encontrar calculando aquelios valores
de K que den como resullado la existencia de lus ruices imagina-
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tias en fa ecuacion caracteristica, es decir, s=o + jw con o =1,
Por cjemplo, con una cevacion caracteristica 57 + 257 + 35+ K,
entonces haciendo s=jo resulta —jo’ —20° +3jo +K =0y
asi, al igualar las partes imaginarias sc obtiene —w’ +3w =0y
@ =+3 e igualando las partes reales da como resultado 2w°
K=0vasi,K =0

Una alternativa para determinar esta interseccion es el usar el
arrcglo de Routh y encontrar el valor limite de K que preserva la
estabilidad, siendo éste el valor de X, donde los lugares geome-
tricos de las raices cruzan el eje imaginario.
El términe punto de desprendintiento o ruptira se usa cuando
dos o més lugares geométricos se encuentran en un punto y e
forma subsccucnte se “scparan” de ese punto siguiendo Irayee-
torias separadas. La figura 9.18 muestra dicho punto de despren-
dimiento. Los puntos de desprendimiento se presentan en ague-
llos puntos para los cuales, la ecuacidén caracteristicad K /ds =0
Sin cmbargo, se debe observar que no todas las raices de la ecua-
cion dK/ds =0 corresponden a los puntos de desprendimiento,
solamente aguéllas para las cuales la ccuacion [5], cs decir a
ceuacidn de argamento, se satisface. Para ¢f sistema dado en la
figura 9.18

Gls) = K
-5-K

La ecuacidn caracteristica ¢s
S +s+K=0

Por lo tanto
K== =5
di =-25-1
ds

Cuando dK/ds =0, entonces
-25-1=0

y asi, el punto de desprendimicnto estd eny=—1.
El angulo de partida de los lugares geométrices en K —0Ode un
polo complejo y el dngulo de ilegada de los lugares geométricos
de las raices en K == a un cero complcjo s¢ pucde determinar
con la ecuacidén de argumento [61 y haciendo que ssea un punte
sobre el lugar geométrico de las raices mmy cercano al palo o
cero considerado.

La figura 9.19 ilustra esta idea cuando sc aplica para determi-
nar ¢l dngulo de partida de un polo complejo (=2 + J2). El siste-
ma tiene polos ¢n 0y 2 + ]2 sin ceros, y asi, sc debe tener

—(a, +a, +a.)=+muiltiplc impar de 7

Debido a que el punto esta muy cercano al pele, entonces
a0, =180 1an"'{2/2} v, de este modo, cs 135°% El dngulo ¢, es
907 Por lo tanto, se ticie
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Figura 9.19 Angulo de partida
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—{(135°+ ¢, +90°) = —multiplo impar de 71 = —540°

Por lo tanto x, =315°.
Una secuencia util que se puede seguir, con la ayuda de las re-

glas anteriores, para construir lugares geométricos de las raices se
puede resumir como:

1

2
3

L7 B

10

Obtener la ccuacidn caracteristica de la funcion de transferencia
en lazo abicrto, G, (s), para el sistema.

Determinar 1as posiciones de los polos y los ceros.

Determinar, con base en laregla 1, ¢l ninero de lugares geoms-
tricos.

Graficar los lugares geométricos sobre el eje real con laregla 5.
Determinar los angulos de las asintotas a partir de la regla 6.
Obtener la interseccidn de las asintotas con el eje real con base
en laregla 7.

Determinar la interseccion de las asintotas con el eje imaginario
con la regla 8.

Determinar los puntos de desprendimiente usando la regla 9.
Obtener los angulos de partida de polos complejos y los dngulos
de lfegada a ceros complejos a partir de la regla 10.

Esbaozar los lugares geométricos de las raices teniendo en cuenta
las reglas 2, 3 v 4.

[.a figura 9.20 ilustra algunos ejemplos de graficas de Ingar geo-

métrico de las raices para sistemas que tienen diferentes formas de
funciones de transferencia cn lazo abierto.

Ejemplo 4

Esbozar los lugares geométricos de las raices para un sistema con
una funcién de transferencia en lazo abierto de

. S
(s+Dls+2)5+3)

Respuesta

Sigulendo los pasos antes expuestos:
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Figura 9.20 Graficas de lugares geométricos de las raices de:
8)G,{s) - Kls+z,)(s+p,)s+p,}, cuando p, >z, > p;;

B)G,(s)=K{s+z,)(s+p)s+p,}cuando z, > p, > p;

&) Gi(s )<Kils s+ pa)e by}

d)G,(s)-K(s+z,)s+0o+ joXs+0— jv) cuande o >2z;;

) G,(8)=Kls+z,)/l(s+ o+ jw)(s+o-ju) cuando z. =0,
FYG,(s)=Kl(s+p,)(s+0+ jw)(s+c—ju), cuando p; > a;

o) G,(s)= K/(s ,D1 s+ 0= jw)s+0-ju) cuando g > p;:

MG (s)=K{s+z(s+pNs+p, Hs+0+ jw)s+o—jw) cuando p, » p, >,
i) G,{s) =K(s +2,)/s(s + p,)(s = p, ). cuando p, >z, > py;

~
G

T
%)

1]

Kis*(s+p,)
K(s+z,)/8%(s+p,) cuando p, >z,
K(s~2,)/§"(s+p, )8+ p,) cuando p, > p, = Z,

)

)

-\x_k_
S
Do
w e
Le2

)

{La figura continua en fa pagina 212}
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El sistema ticne realimentacion unitaria y, de este mado, 1a fun-
¢ion de transferencia del sistema estara dada por la ecuacién [1]
como
K/fs+Ds+2s+
Gisy = K160+ 20 +3)
1+ K/(s+1s+2)s+3)
K
1D+ +3)+ K
La ccuacion caracteristica es, entonces
(s+Ds+2)(s+3)+K -0
Cuando K =0 la ecuacion caracteristica se convierte en
(s +D(s+2)s+31=0
y 1os polos en lazo ahierto estan en —1, -2 v ~3. No hay ccros.

G =

La ecuacion es de tercer grado v, por lo tanto, se lendrdn tres lu-
gares geomeétricos de las raices.

Tas porciones del lngar geometrico de las raices sobre el ¢je real
estaran enfre —1 y —2 v desde -3 hasta menos infinita.

Los angulos de Jas asintotas serdn /3 060% 31/30180°y 37/3 0
300¢

El punto de interseccion de las asintotas con ¢l ¢je real es

-1-2-3

JR— =2

3
Las intersecclones con el gje nmaginario se pueden determinar
haciendo s = jw en la ceuacion caracteristica, con lo que s¢ oh-
tene

(Go+D(jo +2)jw+3)+K =0

je’ + e w6 K =0

—jo’ w6+ jwll+6+K=0
Aligualar las partes imaginarias s¢ abtiene —w’ + [ lw = Uy, de
esta manera, © = +/11. Al igualar las partes reales da por resul-
tado ~6w’ +6+ K =0y asi K =60.
Para determinar ¢l punto de desprendimiento; la ecuacidn carac-
teristica es

G+DE+2 s DT E=0

K=~(s'+657 +115+6)
4K =-35° 125 11

ds
Alipgualar la ecuacion a cero se tiene que

357 +125+11=0
y, de esta mancra, las raices son

w12 4 -
_i:iigﬁ_ligz,giojg

Sdlo es factible el punto de desprendimiento —2 + (.58,
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Imaginaria

N

D
Figura 9.21 Ejemplo 4

Real

9 No hay polos o ceros complejos.

10 La figura 9.21 muestra la gréfica completa de los lugares geo-

métricos de las rafces.

Ejemplo 5

Esbozar los lugares geométricos de las raices para un sistema con
una funcién de transferencia ¢n lazo abierto de

K{s+1)
(s+2+]3)(s+2-33)

Respuesta

Siguiendo los pasos anics expucstos:

1

El sistema tiehe realimentacion unitaria y, por lo tanto, la fan-

cién de transferencia del sistema es
Gis) = K(g.+ D/As+2+ j3-)(5 +2-33)

1+ K{s+D/(s+2+13)s+2 - j3)
- K(s=1)
(24 D2+ D+ K5+

Asi, 1a ecuacion caracteristica es
G2+ D6 +2-3)+K(s-1 -0

Cuando K =0 la ecuacion caracteristica se convierte en
(5+2+(3)(s+2-]3}=0

Gs)

Los polos en lazo abicrto son, de este 1medo 2 £ j3, Como la fun-
cion de transferencia en lazo abierto incluye (s + 1) en el numera-
dor hay un cero en —1.
La ecuacion es de segundo grado v tiene dos lugares geomeétri-
cos de las raices.
Las porciones del lugar geométrico de las raices sobre ¢l eje real
son desde —1 hasta infinito.
Los angulos de las asintotas seran, puesfo que n—m=1 /1 0
180° v estas se sitian sobre el eje real.
Pucsto que las asintotas estin sobre el eje real ¢l punto de inter-
seccidn 1o tiene interpretacion.
Cualquier punto de interseccion de los lugares geométricos con
¢l ¢je imaginario se puede determinar haciendo s=jw en la
ecuacion caracteristica. Esto da como resuliado

(jor+2+ 3w 2-j3) - K(ju-1)=0

@+ jd-Kw+13-K=0

Por lo tanto, al igualar las partes imaginarias se obliene K = -4y
al igualar las partes reales se ticne ol =13- Ky, asi, =441
Cuanda K tiene valores negativos los lurares geondtricos resul-
tantes se denominan fugares geométricos complementarios. En
este libro el estudio se restringe a los lugares geométricos que s
producen cuando K es positiva y. de este modo, los valeres ne-
gatives de K indican quc los lugares geométricos no cruzan ¢l
¢je imagindilo,
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§ Elpuntodedesprendimiento se determina a partir de ia ecuacion

caracteristica, la cual es

(S+2+3)s+2-J3)+K{s-1) =0
Esta se puede simplificar a
P 44549+ K(s-1)=0
K= § +4y+9

-5

Para diferenciar un cociente se tiene

i[g) _ wdu/dx) — u{dv/dx)

2

dxi v v

entonces
d7K B {1- )25+ 4)— (s* + s +9)(-1)
ds (1-8)°

dK 57125113

ds s —25+1
Aligualar esta ecuacion a cere, signilica que se tiene
-5t +25+13=0
Las raiccs de csta ccuacion son
—2EN4+52
T2ENVA+5T =1+3.7
-2
Sélo el valor de —2.7 es factible. De este modo hay un punto de
desprendimiento en —2.7.

9  Se tiene un par de polos complejos v no hay ceros complejos.
Los angulos de partida del lugar gcométrico cn K = 0dec un polo
complejo se determinan al usar la ecuacion de argumento [6] y
haciendo que ssea un punto sobre el lugar geométrico de las rai-
ces muy cercano al polo ~2 + j3. Puesto que hay un angulo 3, al
cero que es 90°mas tan~'{2/3) 0123.7° un 4ngulo & al otro polo
de 90°y un dngulo al polo -2 + j3 de o, entonces

123.7°— (&, + 90°) = zmultiplo impar de 1807
33.7° o, =%I180°
Por lo tanto, &, =213.7°0 [46.3".
10 Lafigura9.22ilustra el diagrama completo del lugar geométrico
de las raices.

El diagrama del lugar geométrico de las raices muestra el efecto que
la variacién de la ganancia tiene sobre las raices de la ecuacion ca-
racteristica en lazo cerrado y, por lo tanto, ¢l comportamicnto dina-
mico del sistema. Esto permite observar el efecto de modificar o adi-
cionar polos y ceros al sistema que se va a estudiar. Los polosenlazo
abierto de esos diagramas se pude considerar que actuan comao las
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Figura 9.23 Polos complejos

incremento de w,

Incremento de &
@

Imaginario
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Figura 9.24 Frecuencia angular y
factor de amortiguamiento relativo

“fuentes™ de los Tugares geométricos y 10s ceros como “pozos’ con
K incrementandose desde un polo en lazo abierto hasta infinito en un
CCTO.
La funcidn de transferencia en lazo cerrado de un sistema de se-
gundo orden se puede representar mediante
Gls) = [7]
s 28w srw,

donde w , es la frecuencia natural angular y £ el factor de amortigua-
miento relative. Si el factor de amortiguamiente relativo esta entre 0
y 1, entonees los polos sen complejos, v el sistema produce una res-
puesta oscilatoria. Para csta condicion se puede eseribir

F 4w srw = 5o jolsro—jo)
=3 +20s+0° ~w’
Asi
2w, =20

y, por lo tanto

a 8]

w

[

e

w'=c'tw’ [9]

La ceuacion [9) muestra que e, s la longitud de la linea que une el
origen del plano sy el polo en lazo cerrado (véase la figura 9.23),
puesto que para un tridngulo rectangulo el cvadrado de la hipotenusa
es igual a la suma de los cuadrados de los catetos {teorema de Pitigo-
ras). Debido a que 0/ es, para el mismo tridngule, el coseno del dn-
gule ¢, entonces la ceuacién [8] indica que

{=cos¢ |16

De este modo, si la frecuencia angular de oscilacion de un sistema
se va a incrementar, la longitud de la linea que une al polo en lazo ce-
rrado y el erigen también se debe incrementar (figura 9.24). Siel fuc-
tor de amortiguamiento relativo se incrementa, entonces el angulo ¢
cntre esta linea y el ¢je real debe decrecer debido a que esto incre-
menta ¢l cos ¢ (figura 9.24).

Comeo un cjemplo de 1a aplicacién de los conceptos anteriores a
un sistema, considere el diagrama del lugar gcométrico de las raices
de la figura 9.25. Para dicho sistema el valor minimo de la frecuen-
cia natural angular serd cuando K =9, debido a que esto da la lengi-
tud mas corta dc la linea del polo al origen. Este es también el valor
minimo del cos ¢ v, de esta manera, el valor minimo del factor de
amortiguamicnto relalivo. A medida que X se incrementa, también
@, y ¢ seincrementan hasta que en el punto de desprendimicnto § =1
y el amortiguamiento es critico. Un incremento adicional en K dard
como resultade que sélo se tengan ralces reales 'y, por lo tanto no
haya oscilacidn.
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Al cambiar la frecuencia natural angular v/o el factor de amorti-
guamiento relativo se producirdn cambios en los pardmetros de de-
sempefio del sistema como el tiempo de levantamiento, sobrepaso en
porcentaje y el tiempo de asentamiento (vea el capilulo 3). De esta
manera, por ejemplo, el tiempo de asentamiento de 2% esta dado por
la ecuacidn [36], del capitulo 3

4
f=——
{w,
Nehido a que la ecuacién [R] indica que { = 0/m , entonces
4
=2 1]
g

El tiempo de levantamiento ¢, de un sistema cstd dado por fa
ccuacion [29], capitulo 2

2 [12]

Dre este modo, al incrementar a el tiempo de levantamiento decrece.

El diagrama del lugar geométrico de las raices también sc puede
usar para cstudiar el efecto de cambiar la ganancia en la estabilidad
del sistema. Asi, para el diagrama del lugar geométrico de las raices
que describe la figura 9.26 la inestabilidad se empieza a presentar
cuando el valor de X es tal que el diagrama del lugar geometrico de
las raiccs alcanza al eje imaginario. La inestabilidad relativa de un
sistema se puede juzgar por la proximidad de sus lugares geométri
cos de las raices al eje imaginario, un sistema con lugares gcomélri-
cos de as raices mas alejados del correspondiente a otro sistcma cs
relutivamente mas estable (figura 9.27).

La intraduccion de un cero en el semiplano izquierdo del plano s
mejora la estabilidad relativa de un sistema debido a que éste incre-
menta los angulos de las asintotas y de csta manera, mueve los luga-
res geométricos alcjandolos del cje imaginario. ] angulo de una
asintota s

T

n=1u

donde 1zes el ntdimero de polos y i, ¢l niuncro de ceros. Al Incremen-
lar 1, cuando n> el dngulo se acerca a /2 y asi hace los lugares
geométricos paralelos al gje imaginario. Cuando los lugares gcomé-
tricos son paralelos al eje entonces no existe valor de X para el cual
se da como resultado la inestabilidad. La introduccion de un polo ex-
tra tiene ¢l efecto contrario.

Un sistema de orden superior sera mas complicado que los siste-
mas antes estudiados. Sin embargo, si se ticnen polos o ceros mas
cercanos al origen que otros, éstos dominardn el comportamiento di-
namico del sistema y, de esta manera, sdto con su frecuencia y factor
de amortigramiento relativo a menudo scran suficicntes para descri-
bir el comportamiento del sistema, Las raices mas cercanas al origen
del plano s se denominan raices dominanies. Existe una dominancia
razonable si el cociente de las pattes reales de Ias raices es mayar o
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Imaginzario
Poloenlazo ~2
cerrado -1+ j4'3
|
P N, A
| 1
|
|
¢
|
1 0 Rea!

Figura 9.28 Ejemplo 8

casi 5. La funcién de transferencia y, por lo tanto, el analisis de los
lugares geométricos de las raices s¢ puede simplificar considerando
salo las raices dominantes,

Para ilustrar ¢l concepte de raices dominantes, considere un siste-
ma con una funcidn de transfercncia en lazo cerrado de

5
o0 p—
O = s+

Las raices son —1v =5, La respuesta del sislema a un impulsa unitario
es

5

8 (5)=——
o (5) (s+D(s+35)

g, =5x 0.25(e7" — ™)
Por lo general, el término ¢ se puede despreciar en comparacion
con el término ¢ de mado que la respuesta es, cn efecto

8, =5x023 e

Para ublener esto como solucidn se requiere un sistema con una fun-
cion de transferencia de
- 5x0.25
Gs)=———

(s+1)
El polo 5= —1es, de este modo, ¢l polo dominante. Sin cmbargo, en
general ¢l numerador se modifica para que prevalezca la misma sali-
di cn1 estado estable. Tste ¢s ¢l valor de G{s}cuando s =0, es decir, 1.
Por lo tanto, la aproximacion mas usual es

o
s) = (5+1)

Ejemplo 6
¢ Cuél ¢s la frecuencia angular natural y el factor de amortiguamicn-
to relativo para un sistema que tiene una funcion de transferencia en
lazo cerradn con una ecuacion caracteristica de

5 +2s+4
Respuesta
Las raices de la ecuacion caracteristica estan dadas por

—

~2x+4-16
2
y son, de este modo —1 1 V3. Por lo tanto, la rafz —1 + j+/3 forma un

triangulo rectangulo con una hipotenusa @, y catctos de longitudly
3 (figura 9.28), y asi

2

=0+’

wl=1"+1.7" =4
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Por lo tanto, @, =2 rad/s. El factor de amortiguamiento relativo es el
coseno del angulo ¢, y asi

_ @ — 1
C=cosgp=1
Ejemplo 7
Un sistema tiene una funcion de transferencia en lazo abierto de

G, ()= k
(+2+2)0s+2-72)

@) Esbozar el diagrama del lugar geométrico de las raices.

by (Cudl es i) la frecuencia angular, i) el factor de umortiguamien-
to relativo, ) el tiempo de levanramiento v v} el tiempo de
asentamiento para 2% para K =107

¢) El sistema produce un error en cstado cstablic que se sugicre ¢li-
minar mediante la inclusion de un bloque con una funcion de
transfurencia de /v en la trayectoria directa. ;Cudl serd ahora el
diagrama del lugar geométrico de las raices?

d) ¢ Cudl sera el tiempo de asentamicnto de 2% modificado cuando
K -1

¢) (Codmo alecta la modificacién a la estabilidad relativa para
K=1

Respuesta

a)  Siguienda los pasns antes expuestos para trazar un diagrama del
lugar geometrico de las raices:
1 Elsistema tiene realimentacidn unitaria y, de esta nanera,
la funcion de transferencia del sistema cs
. K
Gls) = . ,
(5+2+j2¥s+2-j2)+ K
La ecuacién caracleristica es, por lo tanto
(3+24+j2)s5+2-2)+K =0
2 Cuando K =0la ecuacidn caracteristica se convierte en
(s+2+j2)(s+2-j2)=0
Los pelos en lazo abierto estan de esta manera, en —-2 £ j2,
No hay ceros.
3 Laccuacion cs de segundo grado vy, asi, s¢ ticnen dos luga-
res geométricos,
4 No hay porciones de 1os lugares gcométricos de las rafces
sobre el eje real.
5 Los angulos de las asintotas serdn, debido a que 7~ m -2,
/2 090°
6 Lu inlerseccion de las asintotas con ¢l je real serd
(2+12)+(=2-12)
2
7 Cualesquicra puntos de interseccién de los lugares geomé-
tricos con ¢l eje imaginario se pueden determinar haciendo
s= je cn la ccuacidn caracteristica. Esta da por resultado
(jo+2+]12)(jow+2-j2)+ K =0
-+ jdm+8+K =0

-2
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Imaginario
K=10 14
2
K=0 -2
—1
1] L -
-3 -2 -1 0 Real
—-1
K=0 .2
-3
K=10
- 4
Figura9.29 Ejemplo 7

Por 1o tanto, al igualar las partes imaginarias se obtiene
w =0y, al igualar las partes reales, K = -8, De este modo,
los lugares geométricos ne cruzan el gje imaginaric, pues-
to que sélo sc esta interesado cuando sc presentan con los
valores positivos de K.

8 Debido a que los lugares geométricos no tocan el cjc real
no hay puntos de desprendimiento.

9 Sdlosctiene un par de polos complejos y no hay ceros, Los
angulos de partida del lugar geométrico en K =0, desde un
polo complejo, se determinan mediante la ecuacion de ar-
gumento {61y si ses un punto sobre ¢l lugar geométrico de
las raices muy cercano a (-2 + j2). Puesto que rz, =90°cn-
tonces el dngulo al polo (=2 + j2) o ez, estd dado por

(ct, +90%) = £ muluplo impar de180°
Por lo tanto, &, =90°

10 La figura 9.29 muestra ¢l diagrama completo del lugar

geométrico de las raices.

by Cuando K =101a ecuacion caracleristica se convierte en

(5+2+i20s+2-]2)+10=0
la cual se convierte en

s +45+18=0

De esta mancra, las raices son
=4 +4/16 - ——
wzfzjij\/m =-2+j37

7} La frecuencia angular se puede obtener con Ja ecuacidn [9]
wl=0"+u’
wl=2" +(V14)

Por lo tanto, @, = 4.2 rad’s.
i) Bl factor de amortiguamiento relativo se puede obtener me-
diante la ecuacion [10]

.2
{=cosp="—=048
< ¢ 13

if) Ll tiempo de levantamiento esta dado por la ecuacion [12]
como
L3 i
t,=——=——==042s
2 2414
iv) El tiempo de asentamiento de 2% se puede obtencr con la
ceuacion {11]
4
f—=25
5]

Los lugares geoméiricos de las raices para la funcidn de transfe-
rencia modificada sc pueden obtencr signiendo las pasos ex-
puestos ai inicio del capitulo:
1 Elsistema tiene realimentacion unitaria v, de esta manera,
la funcién de transferencia del sistema es
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_ K
Ss+2+i2¥s+2-j2)+K
Asi, la ecuacion caracteristica es

S5+2+H12)(5+2-j2)+ K =0

G(s)

Cuando X =01a ecuacion caracteristica se convierte en
S(s+2+j2Xs+2-32)=0

De esta manera, los pelos en lazo abierto son 0, y -2 £ jL

No hay ceros.

La ecuacidn es de tercer grado y, por lo tanto, hay tres tu-
gares geometricos.

Las porciones de los lugares geométricos de Ias raices so-
bre el eje real son desde O hasta infinito.

Los dngulos dc las asintotas serdn (puesto que # —m =3)
af3060°% 3x/30l80°y 57/3 0 300°
El puniv de interseccion de las asintotas es
O+(2+12)+(2~j2) _ 4
3 3

Cualquier punto de interseccion de los lugares geométri-
cos con el eje imaginario se puede obtener haciendo s = jw
en la ccuacion caracteristica, lo cual da como resultado

jojo+2+iD)(jo+2-2)+K =0
—jw’ —dm’ + j8m + K =0
Por lo tanto, al igualar Jas partes imaginarias se obtiene
—’ +8w =0y al igualar las partes reales, 4w’ 1 K =0
y,asl, o =128y K =32

El punto de desprendimiento se determina a partir de la
ecuacion caracteristica, la cual cs

S5+2+ 205 +2-j2)+ K =0
Esta sc pucde simplificar a

ST +4s? +8y+ K =0

K=-5 —4¢" —8s

entonces

%1; =-3s" -8s-8
Al igualar esta ecuacion a cero se tiene

35" +85+8=0
Las raices de esta ecuacion son

-8 + /64 - 96

=-13%£j05
6
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Imaginario

K-10
Ko A2
//
/ -1
/
{ H L 1
-3 -2 -1\\ 0 Real
N oo

Figura 9.30 Ejemplo 7

dy

No hay punto de desprendimiento sobre ei eje real.

9 Los angules de partida de los lugares geométricos en K =0
desde los polos complejos se determinan mediante la ecua-
cién de argumento [6] y si ses un punto sobre el lugar geo-
métrico de las raices muy cercano al polo =2 + j2.

(cr, 1135° + 90°) = £ multiplo impar de 180°
—225°— ¢, = £180° 0 £540°
Porlo tanto, &, = 45°0 315°

10 La figura 9.30 describe el diagrama completo del lugar
geométrico de las raices.

Cuande K =10 la ecuacién caracteristica se convierte en

Sr+2+ D5 +2-j2)+10=0
la cual sc convierte ¢n

§' 4457 + 8+ 10=0
Debido a que estas raices estaran sobre los lugares geométricos
en la figura § 30, una de las raices de la ecuacion debe estar so-
bre el eje real y las otras dos deben ser complejas. Las raices son
24y -0.8+1.9]
El tiempo de asentamiento de 2% s¢ puedc obtener mediante la
ccuacion [11]

4 5
t,=—=—=06255
a 08

De este modo, al introducir el término 1 /s se incrementa ¢l tiem-
po de asentamiento.
Con K =10 ¢l sistema original da o = -2 y con la modificacion
ésta es —0.8. Por lo tanto, la estabilidad relativa se ha reducido.
Una forma de resolver esto, ast como reducir ¢l ticmpo de asen-
tamiento sera reducir ei valor de K.

Ejemplo 8

Un sistema en lazo cerrado tiene tres polos y ningdn cero. a) ;Qué se
puede decir acerca de su estabilidad y &) cémo se puede mejorar su
estabilidad relativa?

Respuesta

a)

b)

Los angulos de las asintotas serdn /3, 37/3 y, 3x/3 y de este
modo interceptara en alglin valor de ganancia con el eje imagi-
nario. Asi, en dicho valor de gananeia el sistema se hace inesta-
ble.

La estabilidad relativa se puede mejorar al agregar un cero, Lsto
darit entonces asintotas en angulos de /2 y 377/2, Ninguna de Tas
cuales dard intersccciones con ¢l cje imaginario; por el contra-
rio, dard lugares geométricos paralelos a ese eje y, de esta mane-
ra se mejora la estabilidad del sistema,

Ejemplo 9

Un sistema tiene una funcién de transferencia en lazo abierto de
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K
G )= =
$(5+06)
;Cual cs la ganancia cuando hay a) amortiguanuento critico, o) un
factor de amortiguamiento relativo de 0.67
Respuesta
La funcion de transferencia en lazo cerrado del sistema sera
K K
G(s) = —— e =
s +0Y+ K s +b65+K
Por lo tanto, las raices son
—6++36-4K B
M A el U PN
2

@) Elamortiguamicnto critico s¢ presenta cuando la parte imagina-

Imaginario K , o
. ria de las ralces cs cero, os decir, cuando K -9=0. De este
K25 711 modo, K =9.
\ . . . , -
N 45 5)  Fl factor de amortignamiento relativo csta dado por la ccuacion
=4 \\ﬂ | 8] come
S 12 . G
. ==
K-9 N @
~] osp= 08 . .
N ORI [ste sistema ticne una o conun valor de 3 y, de esta mancra, para
-6 -5 -4 =31 -2 -1 9 Real L =0.6sctiene quew, =5rad’s. Perodela ecuacidn [10] se tiene
-1 2 2 2
m, =0+
42 y asi
R @ =5 -3
g .
¥, porlo tanto, w = 4rad/s. Este es el valor de la parte imaginaria
Figura 9.31 Ejemplo 8 de las raices. De csta mancra
4-+K -9
y agi, K =25, La figura 9.31 muestra el diagrama del lugar geo-
metrico de las raices.
Problemas 1 Esbozar los lugares geométricos de las raices para los sislemas

de la figura 9.32 v para sistemas de segundo orden estabiccer ¢l
valor dela ganancia K para la cual los sistemas estan criticamen-
e amortiguados.

ra

Eshozar los diagramas dc los lugarcs gcométricos de las raices
para los sistemas que tienen las siguienies funciones de transfe-
rencia en lazo abicrto ¢ identificar polos, ceros, asintoras ¥ pun-
tos de desprendimiento,
Kis+2)

(s+D(s+3)(s+4)

K(s+3)
(s+2)(s+4+i3)s+4-3)

K

(s+1){s” +95+23)

<
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! ?
H
—_ N
c)
o U e Bl e
el =
Oy L sogs g ]

Figura 9.32 Probiema 1

K
d) ———
§+s+4
+Cuales son las frecuencias angulares naturales y los factores de
amortiguamiento relativo para los sistemas que tienen funciones
de transferencia en Jazo cerrado con ccuaciones caracteristicas
de:
a) 5T +4s-16.
by 5 +6s+12.
c) 5 =25 +10.
iCnales son los tiempos de asentamiento de 2% v los tiempos de
levantamiento para un sistema que tienc una funcién de transfe-
rencia en lazo ablerto de
K
s{s+2)
cuando ) K =4y by K =16?
Un sistema dado por fa funcidn de transferencia en lazo abierto
IS

(s+1)(s° +95 +25)

se modifica al incluir en la trayectoria directa un elemento adi-
cional con la funcion de transferencia {5 + 2), es decir, un ceroen
=2 (Ludles el efecto de éste sobre la cstabilidad relativa del sis-
tema?

Cual es la ganancia para un sistema que tiene ung [uncién de
transierencia en lazo abierio de

G, (s5)=

sls+3)

cuando se tiene «) amertiguamiento critico y #) un factor de
amortiguamicnto relativo de 0,37

Esbozar el dingrama del lugar geomdtrico dc las raices y caleu-
lar la ganancia para ¢) amortiguamiento critico y &) un factor de
amortiguamiento relativo de 0.6 para un sistema que tiene una
funcion de transferencia en laxo ahierto de

K
Go(s)=—"
) s(s+1)
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Figura 10.1

Centrol proporcional

Controladores

Este capitulo sc relaciona con la seleccion de la forma apropiada del
controlador para una planta en un sistema de control en lazo cerrado
v la determinacion de los pardmetras idéncos para ese controlador.
Elcontrolador es un elemento en el sistema en lazo cerrado que tiene
como entrada la sefial de error y produce una salida que s¢ convierte
en la entrada al elemento correctivo (vea cl capliulo 1) La relacion
entre lasalida v 1a entrada al controlador con frecuencia se denomiina

ey de conrrol. Existen tres formas de dicha ley: proposrcional, inte-

gral y derivativa, y son las que se estudian en este capitulo. tin algu-
nos sistemas ¢s necesario mejorar el desempeiio del controlador, lo
cual sc logra al introducir en el sistema de control elementos adicio-
nales denominados compensadores. Esta alteracion en el desempe-
fio s¢ denoming compensacion.

Con el control proporcional la salida del controfador cs directamente
proporcional a su entrada; la entrada es la sefial de ervor, ¢, la cual es
una funcion del tiempo. De esta manera

Salida =K e 1]

donde K | es una constante Hamada ganancia proporcional. La sali-
da del controlader depende sdlo de la magnitud del error en ¢l instan-
te en el que se considera. La funcion de translerencia, G (s) para ¢l
controlador es, por lo tanto

G5)=K, [2]

El controlador es, en efecto, sélo un amplificador con una ganancia
constante. Ln cierto ticmpo, un crror grande produce una salida
grande del controlador. La ganancia constante, sin embargo, tiendc a
existir solo sobre cierto rango de errores que se conace como banda
proporcional. Una grafica de la salida contra ¢l crror seria una linea
recta con una pendiente de K en la bunda proporeional (figura
10.1).
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Es comuiin expresar la salida del controlador como un porcentaje de
la posiblc salidn total de éste. De cste moda, un 100% de cambio en
la salida del controlador corresponde a un cambio en el error desde
un extremo a otro de la banda proporcional. Asi

ol : 100

Error Tiempo Kp = — [3]

- " banda proporcional

Debido a que la salida ¢s proporcional a la entrada, si la entrada a
controlador es un error cn la forma de un escalén, entonces la salida

Cs’:l';gggg; ¢s también un escaldn, y ¢s exactamente una version a escala de la
entrada (figura 10.2). Esto ¢s provisto por ¢l controlador si opera
dentro de su banda proporcional.

Tiempo El control proporcional es sencillo de aplicar, en csencia sdlo se

requicere alguna forma de amplificador. Este podria ser un amplifica-

Figura 10.2 Sistema con control dor clectronico o un amplificador mecanico en forma de palanca
proporcional (vea mas adelante en cste capitulo); el control proporcional es de la

forma que describe la figura 10.3. El resultado cs una funcion de

transferencia cn laze abierto de
Cantrolador Planta
0{s} - . ] 6,5

K _w+ G, ()=K G (%) [4]

.
T} donde G (syes la funcion de transferencia de la planta.
La prmmpﬂi desventaja del sistema ¢s que ¢l controlador no intro-
Figura 10.3 Sislema con controf duce un término 1/so integrador en la trayectoria directa. Esto signi-
proporcional fica que si el sistema fuera de tipo 0, cnfonces cl controlador no cam-

biaria v seguiria sicnde de tipo 0 con log consecuentes crrores e
estado estable (vea el capitulo 7). El controlader no introduce nue-
vos cercs o polos al sistema, s6to determina la ubicacién de los polos
en lazo cerrado. Esto se debe a que la funcion de transferencia en
laro cerrado es con ¢l controlador, v 1a realimentacion unitaria ¢s

K .
G(S):— 1]Gp(5)
1+K,G,(8)

v, de esta mancra, la ecuacién caracteristica (1 + FRENE)) tiene los
valores de sus raices afcetados por K,

Ejemplo 1
Si la planta de fa figura 10.3 ticne una funcion de transferencia de
G, (s)= 1
! sis+1)

y se usa con control proporeional, jeual serd ) ¢l tipo de sistema, »)
los errores en estado estable cuando se usa con f) una entrada esca-
1én, 7y una entrada rampa?

Respuesta

@) Elsistematendrd una funcion de transferencia en lazo abicrto de
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)=t

s(s+ 1)

Dc este modo, cl sistema cs de tipo 1. Vea el capimlo 7 para ma-
yor detalie,
£ i) Elerror en estado estahle, e, esta dado por (vea capituio 7)

NE

[ 1

e, =lim|s — 0, (5) |

Toso0 | 144G (s) ]

donde, para una entrada cscalén 8, (5) =1/s. Asi
. 1 1
e, =lim{s—————
o0 1+ [KAs(s D)) s
= i = U
X

Asi, para una enirada escalén un sistema de tipo | tiene un
crror en estado estable cero.

i) Paraunaentrada rampa, la entrada es1/s? v el error en estade
cstable cs

. 1 1
¢, = lmey——.>

=0 | LK (s + 1)) 2
-1
K,
Control integral Con ¢l control intcgral la salida del controlador es proporcional a la

integral de la sefial de error ¢ con ¢l tiempo, es decir,

Salida - X, ﬂedr [5]

0 donde K, es la constante denominada gurancia integral. Esta licne
Frror ! Tiempo unidades de s~'. La figura 10.4 mucstra qué pasa cuando ¢l crror es
i de la forma de un escalén. La integral entre 0y ¢ es, de hecho, el drea
i bajo la grafica del error entre Oy 1. Asi, debido a que después de que
; el error comienza, el drea scinerementa en una razén regular, la sali-
; da del controlador se debe incrementar en una razon regular. La sali-
| da cn cualquier ticmpo es, entonces, proporcional a la acumulacidn
i de los efectos de los errores pasados.
‘ Al tomar |a transformada de Lapalce de la ecuacion [3] da por re-
sultado Ia funcidn de transterencia, para el controlador integral, de

. salida(sy K,
6. (5 - e (9K
Figura 10.4 Control integral e(s) s

Asli, para ¢l sistema de la forma que se ilusira en la figura 10.5, el
control integral da una funcion de transferencia de la trayectoria di-
recla de (K /5)0, (8) y, por lo tanio, una funcidn de transferencia en
laze abierto de

Salida del
controlador

Tiempo

(6]

G, (5 -[" 6,9 7]

J
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Controladar Planta

Figura 10.5 Controlinlegral

Una ventaja del control integral es que la infroduccion de un tér-
mino sen el denominador incrementa cl tipo de sistemaen 1. Pe esta
manera, si el sistema hubicra sido de tipo 0, cl error en cstado estable
que sc habria presentado con la entrada escalon desapareceria cuan-
do se presentara el control integral. Una desventaja del control inte-
gral es que el término (s —0) en el denominador significa que se ha
introducido un polo en el origen. Puesto que no se introducen ceros,
la diferencia entre ¢l nimero de polos 'y de ceros m s¢ incrementa
en 1. Una consecuencia de lo anterior es que los angulos de las asin-
totas de los lugares geométricos de las raices dectecen, es decir, és-
tas apuntan mas hacia el semiplano derecho del plano sy, de este
modo, se reduce la estabilidad relativa.

3T .
etcétera.

Angulos de las asintotas =+

H

>
n— H—m

Ejemplo 2
Sila planta de la figura 10.5 tiene una funcion de transferencia de
1
G, 5=
) s(s 1)

y se usa con el control integral, ¢cudl serd «) el tipo de sisterna, b} los
crrores en estado estable cuando se usa con {) una cntrada escalén, #7)
una cnotrada rampa y ¢) cémo se compaia la estabilidad con la que se
presentaria si hubiera control proporcional (como en el gjemplo 1)?

Respuesta
4) Elsistema tendrd una funcién de transferencia en lazo abierto de
K,
G, (5) = ——
s{s+1)

Por lo tanto, el sistema es de tipo 2. Vea el capitulo 7 para mayor
detalic.

b) i)Elerrorenestado estable, e, estd dado por (vea el capitulo 7)

PR

1
=lim|s——8, (s
6_3_5 ,\‘%01‘ 1+GD(S) 1()}

donde, para una entrada escalon &, (s) =1/s. Asi

e, = lim ?4‘—1_—‘1
=0 |1 [K /s s+ 1)) 8
=i=0
ow

De cste modo, para una entrada escaldn un sistema de tipo 1
tiene un error en estado estable cero.

if} Parauna cntrada rampa, la entrada es 1/ s y ¢l error en esta-
do estable es

e, =lim I L

fF—
20 | F4[K st s+ D)) 8
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Figura 10.6 Ejemplo 2

Control proporcional
integral

Real
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Real
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=0

8i—

De esta manera, para una entrada rampa hay un error en esta-
do estzble cero, lo cual mejora la situacion del cjemplo 1,
donde se tenia un control proporcional,

c) Paralasituacion del control proporcional del ejemplo 1 el siste-

ma lenfa una funcidn de wransferencia de
K _/[s(s+1 K
Gy Kol K,
THE s+ s(s+ D)+ K

La ecuacién caracteristica es de esta mancra
2
s+s+K p = 0

El arreglo de Routh (véase ¢l capitulo 8) para ¢ste es

5° 1 Kp
! 1
s K

En la primera columna todos los términos son positivos, si Kp es
mayor que 0.

Parala situacion del control integral el sistema tiene una funcidn
de transferencia de

KPS+l K
1+Ki/[sp(s+1)] 52{S+1)+Ki

La ecuacion caracteristica es, entonces

Gis) =

53 + 52 | Ki
Elarregio de Routh (véase el capitulo 8) es
} 1 0
: 1 K,
¢! —K,
.50 K}:

De este modo, un cambio de control proporcional a centrol inte-
gral, en esta instancia, da por resultado la inestabilidad. La figu-
ra 10.6 muestra los diagramas del fugar geométrico de las raices
para las dos situaciones: diagrama &) con el control proporcional
y b) con el control integral.

La reduccién en la estabilidad relativa como resultado de usar el
control integral se puede resolver, como una cxtension, mediante el
control proporcional integral (P, figura 10.73. Para tal combinucion
la salida del controlader cs

Salida = K e+ &, | “eddt (8]
U
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Figura 10.7 Control propurcional integral
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Control proporcional
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La figura 1¢.8 ilustra el tipo de salida del controludor que sc presenta
con dicho sistema cuando existe una entrada de error tipo escalon.
Al tomar la transformada de Laplace de la ecuacidn [8] se obtie-
ne una funcién de transferencia, salida(s)/e (), para el controlador P
de

G.(s)=K, +£
s
CSK,+ K
h $
]\’p[m- (K, f"Kp)l

3

(Kp/K;)se denomina constante de tiempeo integral, 7, De estama-
nera
K. [s+{/7
6 ol D] o
§

Enconsecuencia, la funcién de transferencia de la trayectoria directa
para el sistema de la figura 10.7 es
K Ls+(1/7)1G,(5)

g

Gyls)= [10]
De esta manera, mediante el uso del conirol PL sc adicionan un cero
en —{1/7, )y un polo en{. E! factor 1/s incrementa el tipo de sistema
en 1 v elimina la posibilidad de un error en cstade estable para una
entrada cscalén. Debido a que se infroducen un nuevo polo y un nue-
vo cero, la diferencia entre ¢l nimero de polos #y numero de ceros m
permanece sin cambiv. Asi, los angulos de las asintotas para los lu-
gares geométricos de las raices no cambian.
T

. , 37 ;
Angulos de las asintotas = + , ., elcétera.
H—m n—r

Sin cmbargo, ¢l punto de interseccion de las asintotas con el eje real
se mueve hacia el origen y, ¢n consccuencia, s¢ presenta cicria re-
duccion en la eslubilidad relativa

suma de polos — suma de ceros

Punto de interseccion =
-

Adicionar el poloenQy el cero en s = —(1/7; ) da por resultado que el
punto de interseccion cambia por +(1/7;)/(n —m) a la derecha y se
hace més positivo y cercano al origen. Sin embargo, la reduccion en
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fa estahilidad relativa no es tanto como lo es con el control integral
sala.

La posicidn del cero que se introduce estd determinada por la ga-
nancia integral, £, es deefr, ¢sma se determina mediante la constante
de tiempo integral, r,. La ganancia proporcional, K, determina las
posiciones de los polos en lazo cerrado {vea la seccidn sobre control
proporcional al principio del capitulo).

Ejemplo 3
Sila planta de la figura 10.7 ticne una funcidn de ransferencia de
1
G ()= ——
() s(s+1)

¥ 8¢ usa con control proporcional integral, ;cual serd a) ¢l tipo de sis-
tema, A) los errorcs en estado estable cuando se usa con ¢) una citra-
da cscaldn, i) una entrada rampa y ) coémo se compara la estabili-
dad con la que se presentaria si se tuviera i) control proporcional
{come en el gjemplo 1), i) control integral (como en el ejemplo 2)?
La constante de tiempo integral cs2 s,

Respuesta
«)  El sistema tendrd una funcidn de transterencia en lazo abierto
segin la ecuacion [10] como

o Ko[s+ Ut )G, (s) K, {s+0.5)
G()(‘?)z 2 - ? =—

5? (s+1)
Porlo tanto, el sistema es de tipe 2. Vea el capitulo 7 para maye-
res detalles,

b) i) FElerrorenestadoestable, e, con una entrada cscalén es cero
para un sistema de tipo 2 (vea el ejemplo 2).
if} Para una entrada rampa un sistema de tipo 2 da un error en
cstado cstable ecro (vea el ejemplo 2). El sistema es, de eslu
manera, mejor que al que solo se aplica control proporcional
e igual que al que solo se aplica control integral,

¢) Paralasituacion del contrel proporcional integral el sistema tie-
ne una funcion de transferencia de

Gy Kol H AT
L+ K (s + (77016, (5)/s
K5 +0.51/s(s + s
1+ K {5+ 0.5][1/s(s + 1))/s
K [s+08]
S5+ D K, (s +0.5)

La ecuacion caracteristica cs, entonces
s st K s+ 05K =0

El arrcglo de Routh (vea ¢l capitulo §) ¢s
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Figura 10.10 Control derivativo
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Figura 10.11

Control derivativo

s K,
s 0.5K,
st 05K,

s 03K,

En la primera columna todos los elementos son, positivos si
05K, es mayor que . La adicion del control proporcional al
control integral resulta en una restitucion de la estabitidad. La fi-
gura 10.9 ilustra c} diagrama del lugar geométrico de las raices
para ¢l sistema. Este so deberia comparar con el diagrama del lu-
gar geométrico de las raices de la figura 10.6 cuando los contro-
les proporcional e integral estan separadus. Al compararlo sblo
con el coniral proporcional, la estabilidad relativa se reduce y
con cl contro! P1, las asintotas estan mas cercanas al gje imagina-
tio, pero comparado solo con el control integral el control PTha
empujado los lugares geométricos de las raices hacta la izquier-
da en ¢l plano s

Con la lorma derivativa del controlador, la salida del controlador ¢s
propurcional a la razén de cambio con el tiempo del error e, es decir
Salida = £ de (11
dr
donde K es la ganancia derivativa y tiene unidades de 5. La figura
10.10 muestry qué pasa cuando hay un crror de entrada rampa. Cen
el control derivativo, tan pronto como la scfial de crror inicia puede
haber una salida del controlador muy grande, pugsto que ¢sta ¢s pro-
porcional a ta razén de cambio de 2 senal de errory no asu valor. De
este modo pucde proporcionar una aceion correctiva grande antes de
gue se prescnte un error grande en realidad. Sin embargo, si el error
es constante. entenices no hay accién correctiva, aan si el error es
grande. Asi, el control derivative s insensible a sciiales de etror
constantes o que varian con lentitud v, en consscuencia, no se usa
solo, sino combinado con otras formas de controlador.

Al tomar 'a transformada de Laplace de la ecuacién [11] re-
sulta, para ¢l control derivativo, una funcién de transferencia
salida (£)/e(s)

G As)=Kys [12]
Por lo tanto, para ¢l sistema en lazo cerrado que muestra la figura
10.11, la presencia del control derivativo produce una funcion de
trunsferencia en lazo abierto de

K3G,(3)

L+ KgsG, (5)
Si la planta es de tipo | 0 mayor, entonces la aplicacidn de la accién
derivativa s para cancelar una s e el denominador y asi reducir el

orden en 1. No obstante, como antes s¢ menciond, la uccion derivati-
va no se usa soli sino salo en conjunto con otra forma de controla-

G, s)= [13]
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dor. Cuando se usa esta accion de control se logra que la respuesta
sea mas rapida.

Existen dificultades en la implantacién de una ley de control deri-
vativa, por lo que en la prciica se obtiene una aproximacién me-
diante el uso de un compensador de adelanto {vea mas adelante en
este capitulo). Este tienc una funcién de translercncia de a forma
K{y+z)(s+ p)con p>z

Si ¢l control derivativo s¢ usa con el control proporctonal (figura
10.12), entonces la funcién de transferencia en lazo abicrto se con-
vierte en

Gyls)= (K, +Ky9)Gy(s)
G, () =K [(liry) +51G, () [14]

dondetry =K,/ K, y se denomina constante de tiempo derivativa,
Con esta forma de control se ha introducido un cere en s=-1/7y.
Tampoco habrd cambios en el tipo de sistema y, por lo tanto, ¢n los
errores en estado estable,

Canlrolador G, (s)

Ejemplo 4

Sila planta del sistema de la figura 10.12 tiene una funcion de trans-
ferencia de
1

=5

P

¥ se usa con ¢l control proporcional derivativo, ¢ cudl serd a) el tipo
de sistema, B) ios errarcs en estado estable cuando se usa con /) una
entrada escalon, i) una entrada rampa y ¢) cual es la condicidn para
la estabilidad? La constante de tiempo derivativa es de 2 s.
Respuesta

@) El sistema tendrd una funcion de transferencia cn lazo abicrto
dada por la ceuacidn [14] como

K (s+0.5)

Go (s} =K [{liwy) +5]G (5) = (s +1)

Porlo tanto, el sistema es de tipo 1. Vea cl capitulo 7 para mayo-
res detalles.
5y 7y El error en estado cstable, e, cs cera para una entrada csca-
16n conun sistema de tipo 1, Vea el capiwlo 7 v el cjemplo 1
en este capitulo.
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Imaginario

Figura10.13 Ejemplo 4

Control PID

i{} Para una entrada rampa, &, () es! /8% y el error en estado ¢s-
table es
I

>
Cyy

1
Sm 61 (.S)j\

—lim
s—0

e =lim{s ! 1
S0 1 14+ [K (s +0.5)s(s+1)] 52
!
0.5K,

Puesto que (1/74)=0.5 =K, /K, entonces

¢) Para la situacion del control proporcional derivative el sisteima
tiene una funcion de transferencia de
K (s+0.5)G ,(5)
P K (s+05)G,{5)
Kt 05)lis(s 1))
1+ K (s+0.5)Wisis = 1]
O Ky(s+0.5)
T4 D) K (5+0.5)
La ecuacion caracleristica es entonces
ST (LK s +05K =0
Fl arregio de Routh (vea ¢l capitulo 8) para este sisiema es

Gls)=

Real

En la primera columna todos los términos son positivos y el sis-
tema es estable si K'; es positiva. La figura 10.13 muesira cl dia-
grama del lugar geométrico de las raices para ¢l sistema. Bsto s¢
deberia comparar con ¢! diagrama de la figura 10.6 cuando ¢l
control proporcional y el integral estin por scparado.

El controlader proporcional integral derivativo (P1D), mejor conaci-
do como controladar de ires térininos, con un sistemna de la forma
que ilustra la figura 10.14 dard una salida, para una cntrada de error
¢, de

. i de <

Salida = K e+ K; [ edr + Ky~ [15]
) dr

La funcién de transferencia, salida (53 e(s), del controlador es, de

£sta manera

K
Gc(s):Kp-'r—?L+de [16]
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Controtador G_(s)

Figura 10.14 Control PID

Debido a que la constante de tiempo integral, 7,, es K, /K y lacons-
tantc de tiempo derivativa, 7y, Ky /K, laecuacion [15] so puede es-

cribir como
( K K 5\‘
Golsy =K, 1+ —b 1 287
L Kp\ KP )
7 1 \1 .
G (s) =K | 1+ —— +7ys | (17]
o J

La funcién de transferencia en lazo abierto para el sistema de la
(igura 1014 es

Gy (5) =G (515 (s) - Kpii PR WJGP (s)
T8

1
_Kp(ri.5'+l+rirdsz)GP(s)

T

Gols) (18]

iy

De este modo, el controlador PIT) ha incrementado el niimero de ce-
ros ¢n 2 y el numero de polos en 1. También el factor 1/sincrementa
el tipo de sistema en 1. En la ecuacidn anterior se supone que s¢ ha
empleado un diferenciador ideal. En la préctica, como se indicd an-
tes en este capitulo, se usa un compensador de adelanto.

Ejemplo 5

Si la planta en el sistema de la figura 10.14 tiene una funcion de
transferencia de

G (8)———
? s(s+1)

y se usa control P1D, ;cudl serd &) ol tipo de sistema, b} los errores en
estado estable cuando se usa con £) una entrada escaldn, /i) una entra-
darampa, ¢) las posiciones de los polos y ceros en lazo abierto y d) 1a
condicion para la estabilidad? La constante de tiempo derivativa es
de 0.5 5v la constante de ticmpo del integral, de 2 s.

Respuesta

a) Tl sistema tendrd una funcién de transferencia en lazo abierto

dada por la ecuacién [18] como
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b)

c)

fmaginario
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Figura 10.15 Ejemplc 5

K, (ris+] +ritd52)GP(S)

Gyle)=
7,8

2 [P 24

GO(S)ZKD(S +2s+1)6p(a)=Kp(s +25+13
s 25%(s+1)
K, (s+1D

G0(5)=_97;

2s°

De esta manera el sistema ¢s de tipo 2. Véase el capitulo 7 para

mayores detalles.

i) Elerroren estado eslable e es cero para una entrada esealén
con un sistema de tipo 2. Véase el capftulo 7 y también el
cjemplo 2 en este capitulo,

if) El erzor en estado estable e, es cero para una cntrada rampa
con un sistcma de tipo 2. Véase el capitulo 7 y también el
gjemplo 2 en cste capitulo.

La funcion de transferencia en lazo abierto del inciso a indica

que ¢l sistema tiene un cero de —l en lazo abierto y polos de 0y 0.

Uno de los polos originales ha sido cancelado por un cero intro-

ducido por el controlador,

Para la situacién del control PID, el sistema tiene una funcion de

transferencia de

Kp(.3‘+l)/2.5'2
L+ K, (s+1)/25°
K, (s+1)
24 K (s+1)

Gis)=

De este modo, la ¢ccuacion caracteristica es
2 e _
25"+ K oS+ Kp =0
El arreglo de Routh (véase el capitulo 8) para este sistema es

S 2 K

P

Todos los términos de fa primera columna son positivos y el sis-
tema es eslable si XK', ey positiva, La figura 10.13 ilustra el dia-
grama del lugar geométrico de las raices para el sistema.

Ajuste de las ganancias del El uso del control proporcional sélo requiere la cleceién de una va-
controlador riable: la ganancia proporcional, K, para que el sistema de control
tenga el comportariento dindmico requerido, El uso de un controla-
dor PIrequiere la scleccidn de dos variables: 1a ganancia proporcio-
nal K, y la ganancia integral, K;. Con un controlador PID se deben
scleceionar tres variables: la ganancia proporcional, & . la ganancia
integral, X, y la ganancia derivativa, K. La scleccion de cstas va-
riables permite localizar los polos y ceros que introducc el contiola-
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Senal de prugha en %

Tiempo

Sefial medida en %
L. S,

Tiempo

dor a ser determinados v, por lo tanto, afectan la estabilidad del siste-
ma de control.

Para describir el proceso de seleceion de los mejores valares para
el controlador sc usa ¢l término sintonizacion. Existen varios méto-
dos para lograslo, pero aqui solo se estudiardn dos métodos, los de
Zicgler ¥ Nichols. Ambos métodos se basan en experimentacion y
analisis, Sstos son recetas de cocina tiles que se usan con uucha
frecuencia. El primer método a menudo sc denomina método de fa
curva de reaccién del procesc. El procedimiento con este método
cansiste en abrir ¢l lazo de control de modo que no se presenten ac-
ciones de control. En general, Ta ruptura del lazo sc hace entre el con
trolador y la unidad de correccion. Se uplica, entonces, una sefial de
prucba a la unidad de correceion y se determina larespuesta delava-
riable de proceso medida, es decir, la sefial de errar. La sefial de
prucba deberd ser tan pequefia como sea posible. La figura 10.16
muesira la forma de la sefial de prucba y una repuesta tipica. La gra-
fica de la sefial medida se grafica contra el tiempo y s¢ conoce colme
la curva de reaccion del proceso.

La sefial de prueba, P, se cxpresa coma el porcentaje de cambio
en la unidad de correceion. La variable medida se expresa como el
porcentzje del rango a escala completa. Para dar el maximo gradien-
te de la grafica se traza una tangente. Para fa figura 10.16 ¢l maximo
gradiente R es A7 / 7. El dempo cntre la aplicacion de la seital de
pruchz y cuando esta tangente intersecta el eje de tiempo de 1a prafi-
ca s denomina atraso L. La tabla 10.1 proporciona los criterios reco-
mendados por Zicgler y Nichols para los valores del controlador con
base en los valores de P, Ry L.
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Figura 10.17 Ejemplo 6

Tabla 10.1 Criterios de Ziegler y Nichols para la curva de reaccion
del proceso

Muodo de control K, K, K,
Proporcional sotamente P/{RL

Proporcional = integral 0.9 PRI V3331
Proporcional = integral + derivativo 1.2P/RL V2L 03 L

El otro método s¢ conoce como el método de la wltima ganancia.
Primero, las acciones inlegral y derivativa se reducen a sus valores
mininos, La constante proporcional, K, sc fija cn un valor bajo y,
enlonces, se incramnenta en forma gradual. Esto cs fo mismo que de-
cir que la banda proporcional se hace mas angosta de manera gra-
dual. Mientras esto sucede, al sistema se e aplican pequefias pertur-
baciones. El proceso continta hasta que se presentan oscilaciones.
Se anota ¢l valor critico de o constante propercional, £, en la que
se presentan Jas oscilaciones, asi como el tiempo, 7., de éstas. La ta-
bla 10.2 muestra los criterios de Zicgler ¥ Nichols sobre cdmo se re-
lacionan los valores de K, v T, para establecer los valores del con-
trolador. La banda proporcional critica es 100/ K .

Tabla 10.2 Criterios de Ziggler y Nichols para la gitima ganancia

Modo de conrol K. K, Ky
Proporcional solamente 05K,

Proporcional + integral 045K,

Proporcional : inregral ¢ derivativo 0.6 K, 778
Ejemplo 6

Determinar los valores que deben tener K, K-y Ky requeridos para
un centrolador de tres modos, a partir de la curva de reaccion del
proceso de la figura 10.17 cuando la sefial de prueba fue un 6% de
cambio en la posicion de la valvula de control.

Senal medida en %

I I : L 1 1 i : |

i
OO 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 S50

Tiempo desde el inicio de la sefal de prushaen s
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Respuesia
Sc dibuja una tangente en la parte de maximo gradiente de la grafica
70/

que da un atraso, Z, de 150 s y un gradicnte, R, de 5/300 = 0017 %/s.
Por lo tanto

KP:LZP: 1.2x6 =9 ]2
RL  0.017x150
1 1

—0.003357"

T2L 2x150
K, =05L=05x150=75s

i

Ejemplo 7

Cuando sc sintonizd un controlador de tres modos en un sistema de
control, mediante ¢l método de la 0ltima ganancia, sc encontrd que
las oscilaciones iniciaban cuando la banda propercional deerecia
hasta un 30%. [.as oscilaciones ticnen un periodo de 500 s (Cuales
son los valores apropiades de K, Ky y £,7

Respuesia
El valor eritico de K, es 100/banda proporcional eritica v, asi,
100,20 =3.33. De esta manera, con base en los ¢riterios de a tabla

10.2.

Ap —O‘C‘J\DC =0.6%x3.33=20
.2 2 i
K ===—-=0004s
I, 500
K, :£=—-62.55
8

En muchos sistemas sc¢ involucra ¢l posicionamiento de algin obje-
to, por cjemplo, el brazo de un robot; en este caso, ¢ requerimicnto
es que el sistema responda con rapidez a los ervores y no producir ex-
cesivas oscitaciones, o sobrepasos. Esto se puede lograr incorporan-
do dentro del lazo principal de realimentacion una trayectoria de
realimentacion menor que introduzea lo que se denomina realimen-
racion de velocidad, término que describe un lazo de realimentacion
donde la senal que se alimenta de regreso no es el valor de la salida
sino la razon de cambio con el tiempo de 1z salida. Para esta reali-
mentacién la salida de la trayectoria de realimentacion se relaciona
con su entrada mediante
da,
df

v, de csta manera, la trayectoria de realimentacion tienc una funcion
de transferencia de

A =K,s [20]
K, es una constanic, la ganancia de realimentacién, con unida-
des des.

Salida =K,

¥

[19]
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Figura 10.18 Sistema con reatimentacién
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Figura 10.19 Elefecto de la
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Realimentacion de posicion

Eltérmino de realimentacion de posicion se usa en circunstancias
en las que se realimenta el valor de la salida. Estos términos surgen a
partir del uso primaric de sistemas de control para controlar la posi-
cion de algin objeto; 1a realimentacion de posicidn es, entonces, una
medida de la posicidn del objcto y 1a realimentacidn de velocidad,
una medida de la velocidad del objeto. La figura 10.18 muestra un
sistcma con ambas formas dc rcalimentacion. En estos sistemas la
funcién de transferencia en lazo abierto es

GG, (5)

S=—— P 21
¢ 1+G, (9K s 1]
y la funcion de transterencia en lazo cerrado ¢s
G.(5)G (s
G(S) = L( ) p( ) [22]

1+G (5K 5+ G ()G ()

El efecto de la realimentacion de velocidad ha sido el introducir un
término &, {s}K s en el denominador y, de este modo, en la ecua-
cidn caracteristica.

Elefecto de esto se puede ver al considerar un ejemplo. Considere
un sistema con control proporcional, ganancia Ky, y una planta con
una funcién de transferencia 1/s{s + #). La funcion de transferencia
en lazo abierto es

Gols) = K, /s(s+a)
1+ XK, s/s(s+a)
K

P

s(s+ay+K,s
K -

s(s+a+K,)
La realimentacién de velocidad modifica el denominador y, por lo
tanto, la posicion de [as raices en lazo abierto. Las raices, las cuales
estaban enQy en ¢ en ausencia de la realimentacion de velocidad, es-
tdn ahoraenOy —(a + K, ). La figura 10.19 ilustra el cfecto sobre el
diagrama del lugar geométrico de las rafces. Como consecuencia de
la realimentacién de velocidad s mejord la estabilidad relativa, se
Incrementd el factor de amortiguamiento relativo para la misma frc-
cuencia natural angular y la frecuencia natural angular sc incremen-
t para el mismo factor de amortiguamiento relative. El sobrepaso
en porcentaje es {ecuacion [33] del capitulo 3)
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Figura 10.20 Ejemplo 8
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= 100%

exp

J1-¢?

Dcbido a que £ = cos ¢, entonces

Sobrepaso =exp —-__.____:-C-OS? — 1% 100%
V1-cos? ¢
=exp —cosg x 100%%
sen’g
Asi el sobrepaso en porcentaje es
Sobrepaso = exp (—1/tan ¢) x100% [24]

El efecto de incluir la realimentacion de velocidad es reducir ¢ para
un valor particular de la frecuencia natural angular. Esto significa
una reduccién en la tan ¢ y, en consecuencia, un decremento en el
sobrepaso en porcentaje.

Ejemplo 8

Un sistema en lazo cerrado ticne un controlador proporcional de ga-
nancia Kp, una planta de funcidn de transferencia

1

() s(s+1)

y una realimentacién de posicion unitaria: @) ,Qué ganancia propor-
cional se requiere para que la frecuencia natural angular seca de
2rad/s? (b) (Cudl es el factor de amortiguamiento relativo en esa fre-
cuencia? ¢) Si se introdujera la realimentacidn de velocidad como en
la figura 10.18, ;cudl seria la ganancia de velocidad neccsaria para
que ¢l factor de amortiguamiento relative se duplique para la misma
frecuencia angular?

Respuesta

Fl diagrama del lugar geométrico de las raices sin la realimentacion
de velocidad y con ésta se muestra en {a figura 10.19.

@) La funcion de transferencia en lazo abierto para el sistema es
Ky
G, (s) =
s(s+1)
I.as raices en lazo ahierto estan en 0y —1. La funcién de transfe-
rencia en lazo cerrado es

. K, /s(s+1) K,
Gls)= =
1+ K, /sls+1) sts+)+ K

Esta tiene la ecuacion caracteristica

S2+S+KP=0

Las raices de esta ecuacion son

—1 J1-4K ,
—m_ﬁ?#:fo.s +ifK,-025
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Porlotanto, la frecucncia natural angular, w ,, es (figura 10.20)

5

lrayinario 5 5 —
4 wy 057 +] K, -025 ]
Asi, paraw | =2 rud/s, entonces Kn =40,
A1) Fl factor de amortiguamicnto relative, £, cscos¢r v, por lo tanto,
segun la figura 10.20
0.5 <
E=—"2=0.25
, 2
»
: ¢) Con la realimentacion de velocidad la funcién de transferencia
1+K, -1 1+ K, 0 Real - ) P .
-5 cn lazo abierto se convierte, como antes se indico mediante la
ecuacion [23], en
Ky
G, ls) =
s{s+14+ K )

Figura 10.21 Ejemplo 8 De esta manera, los polos en lazo abicrio s» convicrten en 0y
—(1+ K ..). El diagrama del lugar geométrico de las raices, en-
tonces, s¢ convierte como muestra la figura 10 21, Entonces

La+K)
v
(Z =C0s (P A
(’U n
Puesto que w , permancee sin cambio en2rad/s y { ¢s ¢l doble
de 0.25, entonces
| \ :
—2—(1 +K,)=05x%2
yasi, K, =1
Compensacién Los conpensadores sc pucden definir como componentes insertos

cn el sistema de control para aumentar el desempefio del controla-
dor. Si se considera que ¢l controlador va a tener como base un con-
trolador proporcional, entonces, como ejemplo, se puede considerar
que un controlador PT va a ser un controlador proporcional con un
compensador integral. Cuandoe el compensador se incluye en la tra-
vectoria directa del lazo de control se dice entonces que éste va a ser
un compensador en cascadu, De esta manera, ¢l compensador inte-
gral es el compensador integral en cascada. El efecto de incluir un
compensador se trato al inicio en este capitule, lo que tendra princt-
palmente una mejora respecto a los errores en estado estable y una
reduccidn en la cstabilidad.

Los compensadores se usan para mejorar el desempefio v para
moldear al lugar geométrico de las raices. Asi, ¢l compensador inte-
gral introduce un polo en el origen y, de este modo, cambia 1a posi-
cion y forma de los fugares geometricos de las ralces (vea las figuras
10,6y 10.9 como ejemplos de esto). Las dos formas mas comunes de
compensadores ¢n cascada ticnen la funcidn de transferencia

G.(s) = K(s+z)
{s+7)

cuando z > pse conoce como caimpensador de atraso en cascada, y

cuando z< p, como compensador de adelanto en cascada. De esta

(25]
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Implantacion de las leyes de
control

Figura 10.23 Amplificador operactonal
en configuracion inversora

Figura 10.24 Controlador proporcional

Puesto que la intersceeion de las asintotas con el eje real se ha mo-
vido de —0.5 hasta —3.5 existe ura mejora on la estabilidad relativa.

En sistemas de control eléctricos con frecuencia se usan amplifica-
dores operacionales como la base para generar las leyes de control
requeridas. La figura 10.23 muestra la forma basica de dicho ampli-
ficador cuando ¢ste se conecta come si fuera a usarse como un am-
plificador inversor. El amplificador ticne dos entradas, conocidas
como la entrada inversora {—) v la entrada no inversora (+). Para
usarse como amplificador inversor, la entrada sc conecta a través de
un resistor, £, a la entrada inversora del amplificador v {a entrada
no inversora se conecta a tierra. Una travectoria de realimentacion
estd provista por el resistor R,. El amiplificador operacional tene
una ganancia grande en lazo abierto, del orden de 100 0000 mas, y el
cambio en su voltaje de salida estd limitado, en general, en alrededor
de =10 V. Para producir esa salida con esta gananeia, ¢l voltyje de
cntrada debe estar entre 0.00001 V v ~0.00001 V. Este es viral-
mente cere v, asi, el punte X estd virtualmesite a un potencial de tie-
rra. Por esta razon a ese punto se le Hama ticrra virtaal. La diferencia
de potencial através de £, est| -V, por 1o tanto, el potencial de en-
wada, F, se puede considerar como ¢l voltaje a traveés de R y, de
¢sta mancra

=Lk

El amplificador operacional tiene una impedancia de entrada muy
alta v de esta manera virtualmente no fluye corriente hacia su mte-
rior a través del punto X Por lo tante, la corriente, /|, fluye sélo a
través de R,. Puesto que X es la ticrra virtual, v debido a que la dife-
reneiz de potencial & traves de B4 es ¥, ¥, entonees la diferencia

de potencial a través de R, serd virmualmente =, Por lo que

—¥ =1R,
g ¥, R, _
Funcidn de transferencia = IT = };“- [26]
1 1

Asi, la funcion de transferencia estd delenminada por los valores re-
lativos de R, y R;. El signo negativo indica que la salida estd inver-
tida, es decir, desfasada 180" respecto a la entrada.

Como indica la ecuacion [26], el amplificador operacional inver-
sor tiene una ganancia de - R, /R, El signo menos se puede climinar
pasando la salida a través de otro amplificador operacional inversor,

R,
L1 il
R —
! ™~ R
o— |41
™~ 1 D\\
- I ™~

Error e / C
- Salida
+ o}

o
L
.\”»




Figura 10.25 Contrclador integral
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pero esta vez uno en el que R, = R, vy asi tenga una ganancia de —1.
La combinacion (figura 10.24) es, entonces, un controlador propor-
cionel con

Se puede producir un controlador integral si el resistor de reali-
mentacion se reemplaza por un capacitor (figura 10.25), Para un ca-
pacitor, la ccuacién [20] del capitulo 2 da por resultado

Error r—‘i/ $——0
I Salida
o- I o
De este mwodo
Fisy= @
Cs
v asi. ia impedaneia Z, esta dada por
1
Z(sy=— [28
( Cs 28]

Para el circuito con amplificador operacional con ¢l capacitor en la
realimentacion, la ecuacion basica [26] se puede escribir como

L z
Funeion de transferencia = - 22 [29]
1

Puesto que Z, (5} = R, vy Z,(s) = 1/Cs, entonces

Funcion de transferencia = —

R Cs

Cuando el circuito se combina con otro circuito con amplificador
operacional de funcién de transferencia —1, como muestra la [gura
10.23, da por resultado

(L/R,C)

Ry

{30]

Funcion de transferencia =

v, porlo tanto. es un controlador integral con K, = (/R C}. La figu-
ra 10.26 describe como se puede adaptar el circuito para dar un con-
trolador PI. Para este circuito

. 1
4'} =je': | —
1(5) =R, s
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Figura 10.26 Controlador Pl

Figura 10.27 Controlador derivativo

—O
Salida
O
y, de esta manera
. . R, I/Cs R (1/R,CY .
Funcidn de transferencia = —&——— = =2 —(——1—2 3N

R, R s
conk, =R,/R y&; =1/R|C.

La figura 10.27 muestra como se puede producir un controlador
derivativo. Para el amplificador operacional con capacitor y resistor
cn la linea de entrada se tiene, segin la ecuacion [29], Z, = R, y
T R Cs+1

R +—=—1T
Cs Cs

Errar

Salida

Diferenciador Inversor

De este modo, la ccuacion {29] da por resultado
Ry
R\ Cs+1

Al combinar cste circuito con uno que tenga una funcién de transfe-
rencla de -1 da como resultado

Funcion de transferencia = —

. » . . R.Cs
Funcion de transferencla = —=——
R Cs+1

[32]

Ast, el cireuito tiene una ganancia denvativa, K, de R,C. La figura
10.28 muestra como se puede modificar el circuito para obtener un
controlador PD.

La figura 10.29 ilustra como se pueden combinar les circultos con
amplificadores operacionales del controlador PI v el controlador D
para producir un controlador PI12. La luncion de transferencia es,
entonees
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Salida

ol

Q
[
il

Figura 10.28 Controlador PD

. N . 1/R.C R.C
Funcion de transterencia = & + 477G + iCaS
R, 5 RyCys+1

[33]

conK =R/, K, =1/R,Cy y Ky =R,(5.

Integral
R, ¢
R.
— [ ; i
o~
I R
o—e '
Error o -
+// Salida

Figura 10.29 Controlador PID

Derivativo

La forma ucumdtica de los controladores proporcional, integral y
derivativo se usa en diversos sistemas de contral de procesos. La fi-
gura 10.30 muestra la forma bisica de un controlador proporcional
neumético. Cuando la presidn del proceso iguala la presién del pun-
to de ajuste, el arreglo tobera-aleta produce la salida correspondicnte
aun error cero. Cuando la presion del proceso cambia de este valor,
la aleta gira y cambia el espacio entre la aleta y la tobera. Elresultado
s un cambio en la presién de salida. Esta presidn cambia hasta que
los fuelles de realimentacion cjercen una fuerza para balancear a
aquélla debida a los fuelles del proceso.

La fuerza debida a la diferencia de presidn entre el punto de ajuste
v los [uelles del proceso es (P, — P,) A, donde P, ¢s lapresion del
proceso v Py es la presion del punto de ajuste. A, es el area efecti-
va de los fuelles, se supone que para ambos es la misma area.
El momento de rotacion alrededor del pivote de csta fuerza es
(P, - F)Aid,, donde d; es la distancia del punto de aplicacién de
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Figura 10.30 Controlador proporcionai neumatico

Controladores

Desplozamicnte de la aicta
“

7

Presidn del Prasidn del
punto de ajuste i procesa

7z

Fuelles de realimentacion

“

—* Salida

\ il

Tobera — aleta
Q '

Pivote

i
Suministro

esta fuerza a partir del punto del pivote. La fuerza debida a los fue-
lles de realimentacion cambia de la que se presenta cuando las
presiones del punto de ajuste y la del proceso fueran iguales a
(P, —P,)A,, donde P, eslapresiondesaliday P,, el valor que te-
nia la presién de salida cuando no habia error. 4, es el drea efectiva
de los fuelles de realimentacion. El momento de rotacién alrededor
del pivote dc esta fuerzaes (P, — P, )4,d,, donde d; es la distancia
de su punto de aplicacion a partir del punto del pivote. El equilibrio
se presenta y s aleta se detiens cuando

(Psal _Po)"fzdi :(Pp AP&)Ald:
y asi

Cambio en la presion de salida =P, — F, =K (P, —P)  [34]

donde K | es la constante de proporcionalidad iguala A dy / Ay d,.
La figura 10.31 describe la forma basica de un controlador pro-
porcional integral neumatico. Una diferencia en la presion entre los
fuelles del proceso y del punto de ajuste produce un movimiento de
la aleta. Esto cambia la presion de salida y la de tos fuelles del pro-
porcional. El resultado es un movimiento de la aleta hasta que el mo-
mento de rotacion, debido a la fuerza que en los fuclles del propor-
vional, se balancea a aquella que resulta de la diferencia de presion
centre los fuelles de proceso y del punto de ajuste. Mientras esto ocu-
rre, los fuelles del integral se afectan en forma ligera debido al tiem-
po de retardo que introduce la restriccion. Sin embargo, a medida
que los fuclles del integral sc acercan lentamente 2 la presion de sali-
da, se mueve la aleta y, en esta forma, cambia la presion de salida.




Figura 10.31 Controlador Pl neumatico
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Punto de ajuste Proceso
1
7 i
-
s
i
Salida
Aleta T
lobera
— Suministro
Integral Proporcional
rd
4 Z
o
7 X
i’ iz
Restriccion H =
variable _
Pivote

La figura 10.32 muestra la forma basica del controlador propor-
clonal derivativo neumatico. La restriceion en el suministro de aire a
los fuelles del proporcional significa que ¢ste no puedce responder
con rapidez a los cambios ¢n la presion del aire. De este modo, cuan-
dolaaleta sc mueve como consecuencia de una diferencia de presion
entre los fuelles del punto de ajuste ¥ los cambios en los fuelles del
proceso, al escaparse el aire de la tobera. El cambio consccuente en
la presion de salida es un cambio muy rapido debido a que la restric-
cién impide que fos fuelles del proporcional respondan con rapidez.
Elresultado es un cambio proporcional a la razon de cambio en la di-
lerencia de presion enwe los fuelles del punto de ajuste y 1os del pro-
ceso. Con el tiempo los fuelles del proporcioral respanden vy tiene
lugar un cambio adicional que es preporcional a la diferencia de pre-
sion entre los fuelles del punto de ajuste y los del proceso. La restric-
¢idn cn la linca hacia los fuelles del proporcional cs, cn general, va-
riable puesto que ésta determina el valor de K.

La figura 10.32 se convierte en un controlador PID si en el punto
¥ seintroduce una constriccion variable, la cual introduce el elemen-
to integral al que se refiere en la figura 10.31.

1 Unsistema realimentado tiene una funcion de transferenciade la
trayectoria dirccta de

1
$(s% +35+5)
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Figura 10.32

Controlador PD neumatico

Presion del
procesc

___ Presidn del punto de ajuste

7,

Fuelles dei proporcional

7 Restriccion variable
Salida
Tobera
@, '
Pivcte Suministro

de aire

y realimentacion unitaria. ;Cual serd cl error en estado estable
con una entrada rampa unitaria si a) en la trayectoria directa, sc
introduce un controlador proporcional con ganancia 4, &) en lu-
gar del controlador proporcianal se usa une integral con cons-
tante de tiempo de 2 5?

;Qué ceros y polos se introdueen en un sistema realimentado st
en la trayectoria directa se introduce un controlador PT con una
ganancia proporcional de 4 y una constante de tiempo integral
de 2 s?

Un sistema realimentado tiene una funcion de transfercncia ¢n
lazo abierto de

s+3
G,(s)=

s(s+ (s +2)

Cudnto se moverd el punto de interseccion de las asintotas de
los Jugares geométricos de las rafces con el efe real sisc infrodu-
ce un controlador P1 con una constante de tiempo integral ded s
y una ganancia proporcional de 27

Un sistema realimentado tiene un control proporcional derivati-
ve con una planla que tiene una funcién de transferencia en lazo
abierto

1
s{s+2)

Scleccionar los valores de K, y Ky de modo que el sistema ten-
¢a una frecuencia natural angular de 0.5 rad/s y un factor de
amortiguamiento relative de 0.7.
1Un controlador PID sc usa para controlar una planta con una
funcion de transferencia de

l

s(s +3+jDis+3 -1
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Figura 10.33 Problema 10

11

12

13
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Si el controlador PID tienc una constante de tiempo intcgral de
45 y una conslante de tiempo derivativa de ! s, ;cuales seran los
ceros vy los polos en lazo abierto del sistema de control?
Determinar los valores idéneos de £, £; y £, requeridos para
un controlador de tres modos que tiene una curva de reaccion
del proceso con un retraso, L, de 200 s y un gradiente, R, de
0.010 %/s cuando la sefal de prueba fue un cambio de 5 % enla
entrada unitaria de correceion.

Al sintonizar un controlador de tres modos mediante ¢l método
de la ultima ganancia se encontré que las oscilaciones iniciaron
cuando la banda proporcional se incrementd a 20 % y ¢stas te-
nian un periodo de 200 s. ;Cudles son los valores apropiados
para K, Ky Ky?

Describir los efectos en un sistema de contrel al incluir a) un
contral proporcional, #) un control integral, ¢} un control pro-
porcional integral, ) un control proporecional derivativo y ¢) un
control propoercional integral derivativo.

Explicar qué significa realimentacion de velocidad y explicar 1a
razén para usar dicho término.

(Cudl es el valor maximo de X, ¢l cual dard las condiciones de
estabilidad para el sistema que muestra la figura 10.33 con reali-
mentacion de velocidad y de posicion?

8
s(s+4)s+39)

5
Lz |

oCudl es el efecto en la interseccion de lag asintotas con el gje
real del diagrama del lugar gcométrico de fas raices y, por lo tan-
to, la estabilidad relativa al introducir @) un compensador de
adelanto con una funcion de transfereneia de (v+2)/(s +3),
b) un compensador de atraso con una funcidn de transferencia de
(s +3)/(s +2) en la trayectoria dirccta de un sistena realimenta-
do que ticnc una funcién de transferencia en lazo abierto de
L/s{s+DF

Esbozar los diagramas del ugar geométrico de las raices para un
sistema realimentado que tiene una funcién de transferencia en
lazo abierto de

G,y = — 2

T3S

cuando «) sin compensar, &) con un compensador de adelanto
con una luncion de transferencia de 5+ 1)/ (s +2), ¢) con un
compensador de atraso con una funcion de transferencia de
(s+2)/(s+1)

Explicar ¢cémo se puede usar un amplificador operacional para
producir las formas de contrel proporcional, integral y derivati-
vo.
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Respuesta en frecuencia

Funcién de transferencia

11

Respuesta en frecuencia

En el capitulo 6 s¢ considero la salida de sistemas sujetos a una en-
trada impulso, escalén o rampa. Este capitulo amplia dicha conside-
racién al caso cuando la entrada es senoidal. Mientras que en mu-
chos sistemas de control no es posible encontrar normalmente una
entrada senoidal, ¢sta ¢s Util como entrada de prucba debido a que la
forma en la que el sistema responde a ella ¢s una fuente de informa-
cion muy Glil para auxiliar en el analisis y disefio de sistemas.

Eltérmino respuesta en frecuencia se define como la respuesta en
estado estable de un sistema a una entrada senoidal; la respuesta se
monitorea sobre un intervalo de frecuencias. La respuesta en cstado
estable es la que permanece después de que todos [os transitorios han
decaido a cero. Existen varias iécnicas para analizar los datos de la
respuesta en frecuencia. En este capitulo se estudiaran dos de ellas:
la de Bode y 1a de Nyquist.

Siaunsistema lincal se aplica una entrada senoidal, la salida es tam-
bién una senoidal y de la misma frecuencia. La salida puede diferir
de la entrada en amplitud y en fase. El cociente de la amplitud de la
salida cntre {a amplitud de la entrada en general se conece como
magnitud, aunque algunas veces sc denomina razén de amplitud o
ganancia. El corrimiento de fase de la senoidal de salida en relacion
con aquel de T sencidal de entrada se denomina fase. Ta variacién
de fa magnitud y Ia fase con la frecuencia se denomina respicesta en
Srecuencig del sistema.

La funcion de transferencia G(s) de un sistema en general se puede
representar mediante

G(.\'):K(S_Zl Ws—23)...(5—2,,)

(1]
(S_P])(Sfpz)---(s pn)

donde K es la ganancia; z,, z,, ... z,,, los ceros del sistema, ¥ Prs Pas
.-~ ;5 los polas, habiendo #2 ceros y n polos. De este modo, pucsto
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que G(s) cs el cociente de la salida cntrc la cntrada, cs decir,
G(s) =6,{s)/0, (), entonces la salida estd dada por

K(S—:])(5_22)"'(5_‘%)1) :
00(‘): 9'() 2
e s p) Gopy 5

De esta manera, si se considera una entrada senoidal
8, =asenar

donde & es la amplitud de la entrada y w !a frecuencia angular en
rad/s, entonces

ac

st +w?

B (s)=

y la ecuacion [2] se convierte en

Kls—z)s~2y)...(s-2,) aw :
0,(5)= i 3
O T P ) 8 1 ? 8

Esta ecuacion se puede solucionar usando fracciones parciales y ob-
tener una relacion de la forma

0, (s} = términos transitorios + términos en estado estable

Los términos transitorios desaparecen con el tiempo. De esta mane-
ra, si s¢lo se tiene interés en ¢l estado estable, la solucion que se ob-
tiene es

8, =a|G(jo)|seniws + ¢) (4]

Lu salida en estado estable ¢s senoidal con la misma frecuencia an-
gular @ que la entrada. |G (jw)| es la magnitud de la funcion de trans-
ferencia G{s) cuando s se rcemplaza por jw. La funcion G(jw), la
cual se obtiene al reemplazar s por jw en G(s), se denomina funcidn
de respuesta en frecuencia. De 1a misma manera que se hablé de
G{(s) en el dominio dc s{vea cl capitulo 4} se puede hablar de G{jw}
siendo fa funcion de transferencia G(s) en el dominio de la frecuen-
cia. G(jm) se puede encontrar al reemplazar todos los valores de sen
(;(s) por j y, asi, reordenar la expresitn para obtenerla en la forma
que permite separar las partes real ¢ imaginaria y, por o tanto, iden-
tificar la magnitud y la fase.
Considere la funcidn de transferencia

1
G(s)=——
2 s+2

Si se hace 5 = jw enfonces

Gljw)=

jo +2

Si el numerador y el denominador de la expresion anterior se multi-
plican por (—jw +2), entonces
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lmaginario

Figura 11.1 Un ndamero complejo

—jo+2 2 jw

Gljw) =

wlid wl+d o’ +4

Fsta ecuacién proporciona la funcion de transferencia en frecuencia
come un numero complejo en la forma x + jy. Por lo tanto, la magni-
tud,  G(jw) |{vea Ja nota al final de esta seccidn), es

'r 2 : w :

|Gliw)| = #[ 5 } +[ s )
Wo?+4 w*+4

\G(jm)|=——l—

: —_—

vo© +4

y la fase ¢ estd dada por

o +a]_ o
2(w® +4) 2

tan

Puesto que el término ¥ cs negativo y el término x, positivo, enton-
ces la tan ¢ es negativa y, de este modo, ¢ ¢s el angulo mediante ef
cual la salida se afrasa respecto a ta entrada.

Lo que se prescnta a continuacién es un breve recordatorio acerca
de los nimeros complejos. Una cantidad compleja se puede repre-
sentar mediante (x 1 jy), donde x es la parte real v 3, la parte imagi-
naria del namero complejo. En una grafica con la parte imaginaria
como el gje ¥ v 1a parte real como el eje x, lax v la y son las coorde-
nadas cartesianas del punto gue represents al ndmero complejo (fi-
gura 11.1). Otra manera de representarlo es en forma polar (vea el
capitulo 9) como r{cos¢ + jsen ¢}, donde sobre la grafica de Iz com-
ponente imaginariz contra la componente real, r es la longitud de la
linea que une el origen con el punte que representa el nimero com-
plejo v ¢ es el angulo entre la lines y ¢l gje x. El término (cos ¢ +
jsen g} se puede representar mediante £ y, de csta mancra, el ni-
mero complejo mediante r.2¢, donde » esla magnitud y ¢, la fase del
ndrmero complejo. Por lo tanto, con el teorema de Pitagoras la mag-
nitud estd dada por

reyxt 7t (5]
Y la fasc ¢, mediante

lan ¢ = Z [6]

X

Los signos de los términos x y yse deben tener en cuenta af determi-
nar la tan ¢. $i las componentes vy x son positivas significaria que ¢
estd entre 0y 90% con y positiva y x negaliva, ¢ estaria entre 90° y
180°% con ynegativa y x negativa, ¢ estaria entre180°y 270°%, y con y
negativa y x positiva, ¢ cstaria entre 270° y 360°.
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Ejemplo 1

;Cudles son la magnitud y fasc de salida cn cstado cstable de un sis-
{cIna que esta sujeto a una entrada senoidal de 8, =2sen (31 +60°), si
¢ste ticne una funcion de transferencia de
4
G(s)=—
s+1
Respuesta

Al reemplasar s por jo se obtiene

G(jw) =

jo+1
Al multiplicar numerador y denominador de la ecuacion por
(~—jw +1) se obtiene
-jfo+4 4 jé

Gjw) =1

+1 w41 e+l
Por lo tanto

(U E—"—
V£ +1
v ¢l angulo de fase esta dado por

tan ¢ = Yoo w

X

y, dado que yes negativa y x pasitiva, es el angulo mediante el cual
la salida s¢ atrasa respecto a la entrada. Para una cntrada cspecifica
@ =3 rad/s. En consecuencia

Gljw)|= 4 13

V3% +1

tangp=—w=-3

De esta manera, ¢ = —72° La salida, es de esle modo
0, =a|G(jw)| sen (@1 + 8 + )

donde ¢ es la amplitud dc la entrada, 2 cn este caso; w es la frecuen-
cia angular de 3rad/s; 8, ¢l angulo de fase de la entrada, v ¢ | 1a dife-
rencia de los angulos de fasc entre la salida y la entrada. Por lo tanto

8,=2.6sen (31 -127)

Ejemplo 2
Para un sistema que tiene una funcion de transferencia
3
G{sy=—"—
s+2

determinar ¢} la magnitud y fase de la respuesta en frecuencia y b}
haccr una tabla que muestre los valores de la magnitud y la fase con
la frecuencia angular para @ =0,2,10,100, « rad/s.
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Raspuesta en frecuencia de
un sistema de primer orden

Hespuesta
a) Al reemplazar spor jo se obtiene
. 3
Gliw) = ——
jo+12

Al multiplicar el numerador y el denominador de la ecuacion por
(—jw +2) se obtiene
—B3w+6 6 jlw

Gjw)=— - ;
w'+4 w4 wt+4
La ccuacion esta ahera en la forma v + v Por lo tanto, segtin la
ccuacien [5]

Magnitud = = \:“'x2 o

|Gljon) = ———
ol +4

El'4ngulo de fase estd dado por la ecuacion [6] como

tang === —

=
m ]2

-

¥. debido a que 3 es negativa y x positiva, éste es ¢l angulo de
fase mediante el cual {a salida se atrasa respecto a la entrada.

Ay Cuando e =0, entonces | G(jur) =3 a=15Siw= 2, entonces
{Giw) =3/38 —1.06. 81w =10,/G(jw) =3/4/104 =0.29. Cuan-
do e =100, entonces {G{jo)|= 3/./10004 —0.03, 51 w = » en-
tonces |Gjm)| =3/ =0

Cuando w =0, entonces tang =0 y, asi, ¢ =0° & m =2,
tang = -1y, ¢ = -45°. Cuando o =10, entonces, tan ¢ = -5y, de
esta manera, ¢ = 78.7%. 51w =100, entonces tan ¢ = —50 ¥, asi,
¢ —=-88.9° Cuandow = =, tan¢ = —» v ¢ = —00°,

w 0 2 10 100 -
IGjw)| 1.5 1.06 0.29 0.03 0
P 0 ~43° -7R7° 8890 —9¢°

Un sistema de primer orden tiene una funcion de transferencia de Ia
forma

Gis) = 7]
l+1s

dondce 7 es la constante de tiempo. La funcién de respuesta en fre-
cuencia, (7{ jw), se pucde obtener reemplazando spor je. Por lo tanto

Gjew)= —Lm 18]

Al multiplicar ¢l numerador y el denominador de la ecuacion par
(1 - jot) sc obtiene
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1—-jor 1 ot

G(jU)}Z e 2 2 N
T+w T 14wt l+w'r”

La ceuacion es ahora de la forma (x + j3) v la magnitud | Gljwy! es,
. oy N !
mediante la ecuacion [5],

Magnitud = r = /2?4372

|Gljw) | =

— (9]

! 22
La fase, ¢, csta dada por la ecuacion {6] como
-Y_
tang =~ =—-or [10]
X

Elanguio de fase es la cantidad por la cual la salida s¢ atrasa respecto
a la cutrada dade que el término yes negativo v ¢l x, pusilivo,

Ejemplo 3

La funcidon de vauslerencia para un sistema {un circulto clécirico
COn W1 TesLStor en serie y un capacitor a través del cual se toma la sa-
lida) es

G(s)= !

RCs+1

Cual es: @) la funcién de respucsta en frecuencia, G(jw), v ») la

magnitud v la tase de esa respuesta?

Respuesta

a) blsistema es de primer orden con una constante de tiempo , de
RC. De esta manera, la funcién de respuesta en frecuencia serd

de fa forma dada por la ecuacién [81, cs decir, fa funcion de
transferencia donde jer reemplaza a s.

G(jw) =
! 1+ jwRC
h) Lamagnitud es, asi, de la forma dada por la ecuacidn [9)
. 1
|Gljw) | =

V1+w’R7C?
La fase ¢, estd duda por la ecuacion [10] como
tan g = -l

Un sistema de segundo orden tiene una funcion de transferencia de
la forma

5

w

G(s) = e [11]

2 2
57+ 28w s+ oy

donde w | es la frecuencia angular natural ¥ , el factor de amorti-
guamiento relativo. [.a respizesta en frecuencia se obtiene al reem-
plazar spor jw, De este modo, la funcidn de respuesta en frecuencia,
G{jw). csta dada por
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2 2
: w W
Gliw)=——— T e
—w” +jRlew, tay (v, -0+ Zow,
i

[l (@w,)?]+2bwle,)
Al multiplicar el numerador y ¢l denominador de la ecuacion por
E‘{ - (CU/C') n )2] - ch(w/w n )
Se obtiene
I— (/o) - j2wiw,)

G(jw) = L :
[1 - (ﬂ)/a) n ) ] + [2;(&)1‘/0) n )}h
La ecuacién es ahora de la forma x + jy y, asi, la magnitud, G(jw)|
esta dada por la ecuacion [5] comwo
. {2 2
Magnrtud = = +/x“+y”
. L
|Gliw) =~ — . [12]
\u‘ﬂ[] - (w/w n ) :’- + [ZC(C‘)/O) n )]b
La fase ¢, esta dada por la ecuacidn [6] como
, Elw/
tanq‘):lzﬁw [13]

T ()

El signo menos indica que la salida esta atrasada respecto a la enira-

da.
Respuesta en frecuencia a La magnitud y 1a fase de G(jw) se pueden encontrar a partir del pa-
_ | gnitud y jw)sep p p
partir del patrén de polos y trén de polos y ceros para un sistema. Suponga que sc tigne un siste-
CEros ma con una funcién de transferencia
1

Gs) = —

s+1
o Fste sistema tiene un polo en s = —1{figura 11.2). Si la entrada al sis-

tema ¢s una senoidal, entonces s = jo. Eslo detine un punto sobre ¢l
gje jo de acuerdo con ol valor de la frecuencia angular de entrada, w.
Enla figura 11.2 se ha elegido que w tenga el valor de 1rad/s. La fun-
cion de transferencia, enlonees, se convierte en

a . 1 1
Gljw)=—

I+l 2 a5
Pero~2 es la longitud de la linea que corre dei polo al punta s = jn y
/45 es el angulo que forma la linea con el eje real. De esta manera
Figura 11.2 G(jw) G{jw) es su reciproco, es degir, (1 /\E) Z~ 45".. .
En general, para una funcién de transferencia con varios ceros y
polos, cs decir,

K(A'+Zl)(S+Zg)"'(~s+zrll)

G{s) =
(s+ps—py)(sipy)
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entonces e} procedimiento es:

1 Graficar las posiciones de cada polo y cada cero.
Marcar ta posicién s = jo.

Dibujar lincas de cada polo y cada cero al punto s = jo.
Medir las longitudes y los angulos de cada linea.

th k= W

La [uncidn de respuesta en frecuencia es, entonces

| Gjw) | =

K x producto de las longitudes de las lincas de los ceros [14]

producto de las longitudes de las lineas de los poles

ZG(jm)
=suma d¢ los dngulos de las lineas de los ceros
—suma de los angulos de las lincas de los polos  [15]

Ejemplo 4
Un sistema tiene una funcién de transferencia
. (s+2
G(S) = :(‘éﬁ)_
$T+25+2

Determinar ta salida del sistema cuando se le aplica una entrada de
tisen 21,

Respuiesta
La funcion de transferencia se puede escribir como
(s+0)(s+2)
(s+1+j(s+1—]D)

La figura 11.3 describe ¢l patron de polos v ceros; los ceros estan en
s=0ys=-2ylospolosens=-1+jlys=-1-jl.

I.a entrada tiene una frecuencia angular de 2y, de esta manera, jo
es+2. Las lineas se dibujan desdc este punto a cada uno de los polos
¥ los ceros, Los ceros dan lineas con magnitud 2, dngulo de 90° y
magnitud +/8, éngulo de 45°% los polos dan magnitud +2, angulo de
45° y magnitud «]ﬁ angulo de 71.6°. De esta manera

2X\/§
V2 <410

=1.26£184°

G(jw) = Z{90°+45° - 45" - 71.6)

Asi, dado que G(jw) = salida/entrada para una sefial senoidal, enton-
ces, puesto que la entrada es 10 ~£0°

Salida =1.26 £18.4°x 10 2/ 0°=12.6 /18 .4°
=12.6sen(2f +18.4%)
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Respuesta en frecuencia
para elementos en serie

Entrada Salida 1 Salida 2 Salida

—3— G,{s) [ G,(s) [ G,{s} F>—

3
8 » 0, g,

i o1

Figura11.4 Elementos en serie

Siun sistema consta de varios elementos en serie, como en la figura
11.4, entonces la funcién de transferencia, G(s), del sistema es el
producto de las funciones de transferencia de los clementos cn serie,
cs decir,

G(5) =G (5)G5 ()54 (s) .. elcétera.

Por io tanto, para la funcién de respuesta cn frecuencia cuando sse
reemplaza por jo

G (o) = G, (jw)G, (j)C (jo) . .. cleétera.

Puesto que G, (jm) se puede representar mediante una ecuacion
como

G (jw) =G (jw)| <L ¢
y de manera similar para las otras [unciones, cotonces
G(jwy=|G, (j)| 7§, Gy (i) | £ | Gy (i) | £ 94
=[G, (j0) |G, (j0)]| G ()| £ (6, + 6 +5)

De esta manera

1G(jw)|=| G, ()| G2 (iw) || G () ... [16]
y para las fases

P=¢1+P, 4+ [17)
Ejemplo 5

;Cudl es la magnimd y la fase de la funcién de respuesta en frecuen-
cia de un sistema con la siguiente funcién de transferencia?

L
Gls)m—
O

Respuesta

Se puede considerar que el sistema consta de dos clementos en se-
rie, uno con una funcidn de transferencia de 1/(s +1) y el otro con
1/(25+1). Cada sistema cs de primer orden y, de esta manera, el re-
sultado obtenido para los sistemas se puede usar para cada elemento
por separado, o la respuesta en frecuencia de cada uno de os siste-
mas que se obticne de los primeros principios. Para la funcion

1
Gi(s)=—
s+1
. 1 —jw +1
G(jw)= ="
o+l we+1
Por lo tanto
. 1
[ ——
Voo +1
Yy
tang, =-w

1 =—tan"' w
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Para ei segundo sistema

. 1
G,(s)=
=0
Por o tanto
. 1 2w +1
G, (jw) = — el
Zjm+1 4g? ¢l
y asi
. 1
|G, (jw) | =~
Vaw? +1
y
tang, — 2w

¢, =—tan"! 20

De este modo, para los dos elementos en serie, 12 ecuacion [16] da
por resuttado

{ 1 )
‘G(Jw)w - { J
w- +1 w‘4w +1
1
1

s

¥ la ecuacion [17

¢=-tan '@ —tan"' 20

Las rrazas de Bode consisten en dos graficas: una de la magnitud
graficada contra la frecuencia y una del dngulo de fase graficada
contra la frecuencia. La magnitud y la frecucncia se grafican usande
cscalas logaritmicas.

Pura un sistema que tiene una funcion de transferencia que invo-
lucra varios términos, la ecuacion [16] indica que la magnitud resul-
tante es el producto de las magnitudes de los elementos que la cons-
tituyen, es decir,

|G(jw}|=] G, (jo) |G, (j@}||G3 (jw) ..

Al temar logaritmos base 10, la ccuacion sc convierte en

log|G(jw)|= G, (jw) | +log | G; (jary - [18]

De esta manera, el trazar una grafica de logl O(Ja))i conira la fre-
cuencia significa que solo se pueden sumar las contrlbuczones debi-
das a los términes de magnitud individuales. Por cjemplo, si se qui-
sicra obtener la traza de Bode para

. 51+ jw
G(joy =92
2+ jw
entonces se pucden graficar por scparado las graficas logaritmicas

para las magnitudes de los elementos 5, (L+ jw) y 1/(2 + jw) v sélo
sumarlas para obtener la traza para | G(jm) |
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)
o
g 20 logy, K
k=]
2
c
=
q
=2
I H I
0 0.1 1 10 100
wradls
90°
) 0 1 I i
g 01 1 10 100
gk wradis

Figura 11.5 Trazas de Bode para
una ganancia constante

Es comun expresar la magnitud en unidades de decibeles (dB).

Magnitud en dB=201log G(jm)| [19]

Asi, si‘ G(jw);
es20dB.

Cuando existen varios elementos, la traza de fase es sdlo la suma
de las fases de los elementos por separado (ceuucion [19]). La escalu
de frecuencia que sc usa para ambas trazas, magnitud y fase, es loga-
ritmica. Esto permile 2 la grafica cubrir un gran intervalo de frecuen-
cias y también conduce a graficas asintdticas mediante lineas rectas.

Debide a quc las trazas de Bode para un sistema sc pucden formar
a partir de las truzas para los clementos individuales, dentro de la
funcion de transferencia para ese sistema, es util considerar las tra-
zas para los elementos que por lo comin se encuentran cn las funcio-
nes de transferencia. Con cstos elementos se pueden formar con ra-
pidez las trazas de Bode para una amplia variedad de sistemas. Los
elementos basicos que s¢ consideran son:

2 entonces, debido a que 20 log 2 ¢s 20, la magnitud

Ganancia constante
Esto es donde

G(s)—-K [20]
vy, de esta manera

Gliw)=K [21]
Para dicho sistema la magnitud en decibeles es

|Gljw)|=20tog K (22]

v la fase es cero. T.as trazas de Bode san, entonces, de la forma que
ilustra la figura 11.5. La traza de magnitud es una linca recta de mag-
nitud constante. Al cambiar la ganancia, X, la traza de magnitud sélo
recotre hacia arriba o hacia abajo cierto nimero de decibeles.

Un polo en el origen

Esto es donde

Gis) _1 [23]
N
y, de esta manera
. 1 j ‘
Gljw) === [24]
J

Para dicho sistema la magnitud en decibeles es
|G(jw) | =201og(i/w)=-20logw [25]

Cuando w = 1rad/s, cnlonces | G(je)t =0, y cuando @ = 10 rad/s, en-
tonces | GG(je)|=-20 dB. Para cada década de incremento en frc-
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20 cuencia la magnitud cac —20 dB. La traza de Bode en mugnitud es,
[uaf N , . ’ -
= . ‘ ) ( asi, una linea recta de pendiente 20 dB por década de frecuencia, 1a
= 0.1 1 10 100 cual pasa por GdB enw =1rad/s {figura 11.6). La fase de dicho siste-
-g 26 wragés MA esta dada por
a
= ‘
401 . (ﬁ] fxe
I tang = Clw) = -
0
+80%- Por lo tanto, ¢ es constante para todas ias [recuencias en ~90°.
R ‘ ‘ ‘
3 0.1 1 o 00
. wratls  {fn cero en el origen

) Esto es donde
Figura 11.6 Trazas de Bode para

un palo en el origen G(s)=s [26]

y, de esta manera

G(jw) = jw (27]
4y
fas] . . ’
E La magnitud en decibeles s, de esta manera, 20 log w. Asi, cuando
T2 w =1radfs, entonces | Gjw) = 0dB, y cuando @ =10rad/s entonces
£ — : - e G(jer} | =200B. La traza de Bode cn magnitud ¢s una lnea recta de
é / ' . waers pendiente +20dB por década de frecuencia, lu cual pusa por 0dB en
a0 w =1rad’s ({igura 11.7). La fase del sistema cst dada por
w
+80° tan g = — = +oo
@ 0
B g ; ! ‘
= e 1 10 100 Porlo tanto, la fase cs constante en 90” sin considerar la frecuencia.
_an® wradis
Figura 11.7 Trazas de Bode para Us polo real

un cero en el arigen o ) .
Esto significa un sistema con un retraso dec primer orden, donde

G(s) :ﬁ [25]
y, de esta mancra

1 _ l-jwr

G(jw)y= ==
! joT+l 1+l

La magnitud en decibeles cs
2Olog(7171‘::l
Vi+w?t? )
v el dngulo de fase
tan ¢ — —T

. 22 . P
Cuando w<< 1/, w "t~ cs despreciable respecto a1y, de este
modo, la magnitud s 0dB. Por lo tanto, en [recuencias bajas la raza
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Figura 11.8 Trazas de Bode para
un pelo real

de magnitud es una linca recta constante de valorQ dB. Para frecuen-
. 3

cias altas, cuando @ >>1/ 7, w*r? es mucho mayor que 1 y, de esta

manera, la magnitud se convierte en

201og(l/ wry=-20log wt

Esta es una linea recta de pendiente —20 dB por década de frecuen-
cia, 1a cual intercepta la recta de cero decibeles cuando wr =1, es de-
¢cir, cuando @ =1/1. La figura 11.8 describe estas trazas para tre-
cuencias bajas y altas con sus Intersecciones, las que se denominan
punto de quichre, frecuencia de corte o frecuencia de esquinag en
w =1/t. Las dos lineas rectas s¢ conocen como aproximacion asin-
totica a la traza verdadera. 1.a trava verdadera se curvea en la inter-
seccion de las dos lineas, como muestra la figura 11.8. El méxime
error es de 3 dB en el punto de quiebre. En la tabla 11.1 se presentan
tas difcrencias entre los valores verdaderos y los valores asintoticos.

20 .
o Punto de quiebre 148
=
[} 0 . —
3 | Bl - { wrad/s
= i
o 20 ITraza L
= 'verdadera Aproximacian
40 ! con lineas rectas

{asintética)

|
|
|
|
|
|
|
|
!
t
t
)
|
1

’O.Tf[

Fase

mradis

Aproximacion /
con lineas rectas 1784
{asintotica) verdadera

El dngulo de fase es tan~' wr. En [recuencias bajas, cuando o es
menor que alrededor de 01/7, entonces la fase es virtualmente 0°. En
frecuencias altas, cuando @ es mas de 10/1, entonces la fase es vir-
tualmente —90°, Entre estos dos extremos, s¢ puede considerar ruzo-
nablemente quc cl 4ngulo de fasc dé una linca recta, como en la figu-
ra 11.8. Esta linea es una aproximacion asintdtica. El maximo error

Tabla 11.1 Crrores asintéticos para un polo real o un cero real

7 0.10/t 0.20/7 0.50/t I/t 2T St 10/7
Error en la magmitud (di3} -0.04 -0.02 -1.0 -3.0 -1.0 -0.2 ~0.04
Error en fa fuse 3.7 +2.3° +4.9? 0° —4.9° =237 +35.7°

Nota: Valor verdadero = aproximacion asintotica + error
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es, suponiendo una linea recta, es 54 °. Enw =1/, el punto de quiec-
bre, la fase es —45°. La tabla 11.1 muestra las diferencias entre los
valores verdaderos y los valores asintéticos.

Un cero real
Esto significa un sistema de primer orden que es un adelanto, donde

G(s)=l+1s [30]

y. de esta manera
G(jwy=1+ jor [313

La magnitud en decibeles cs, de esta manera

20log V1 —w?c?

y la fase

tan ¢ = wr

En frecuencias bajas, cuando w << 1/7, entonges el término w 7>
es insignificante en comparacion con 1y, asi, la magnitud ¢s una li-
nea recta de 04dB. En (tecuencias altas, cuando w »>> 1/7, entonces |
es insignificante en comparacion con el término o r? y asi la mag-
nitud es 20 log wr y, por lo tanto, una linea recta de pendicnte 20 dB
por década de frecuencia con un punto de quicbre cnw =1/7. La fi-
gura 11.9 mucstra céme estas dos lineas, rectas se aproximan a [u
traza de magnitud verdadera, ¢l maxime crror seria de 3 dB en el
punto de quicbre. Vea la tabla 11.1 para los ervores entre los valores
verdaderos y 1a lineas asintdticas.

Elangulo de fase es tan ™' wr. En frecuencias bajas, cuando @ es
menor que alrededor de 01/7, la fase es virtualmente 0°. En frecuen-
cias altas, cuando @ es mayor que alrededor de 10/7, 1a fase ¢s vir-
tualmente 90°. Entre estos dos extremos en [orma razonable, se pue-
de considerar que el dngulo de fase dé una linea recta como la de la
figura 11.9. El maxime error, suponiendo una linea recta, cs 3 % ° vea

% 10 Iraza Punto de guiebre
g verdadera ! . ”
20 . Aproximacion
E con lineas reclas
c _ (asintatica)
i 0 T ;
= : ‘\ wradfs
b t |
20 t |
b |
| |
| J §lp°
| Hise
vor 1 b ffee—
‘ -
A M
0.1t i 10T wrad! s
—90°
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latabla 11.1 para mayores detalles. Enw =1/7, el punto de quiebre,
la fase es 45°,

Un par de polos complejos

Esto es donde

2

Gly= g (32]
$° 4+ 2w s+ oy

y de este modo

2
. wﬂ
Gllo)= —5——r 5
- +i2Zvo, to,
Gljor) = : 133]

(1= (@/w,) ]+ @0,
Por lo tanto se puede escribir
[l —{ewim, ) F= 0280 m )]

Gljw) = T :
[l—{wiw, )] +[20(wiw )]

y. de esta mancra, la magnitud en decibeles es

Gjw)|=20l0g | — 31 —
\‘[1_(.(““'(011 ] +[25(UJ.‘(U”)]

2

5

|Gjw) = -201og -/, P+ e, 3]
vy la fase e
G

tang = - -
1~ (U)J’U)n )A

Para (w/w )<< |, entonces 1a magnitud sc aproxima a
‘G(jw) ~-20log,; 1=0dB

Para {w/w ) >>1, cotonces la magnitud se aproxima a
: 2
|G(jw)|=20log (w/w )

De esta manera, en frecuencias hajas la traza de magnitud es una li-
nearecta en0dB, mientras que en frecuencias alias ¢s una linea rec-
ta de pendiente 40 dB por década de frecuencia. La interseccion o
punto de quicbre de estas dos lincas estd enw =@, ; ¢ste ¢s ¢l valor
de la expresién de alta frecuencia que da0dB v, por lo tanto, el punto
de interseccion con ta linea de 0 dB. La traza de magnitud ¢sta, asi,
dada en farma aproximada por estas dos lineas asinléticas. Sin em-
bargo, el valor verdadero depende del factor de amortiguaniento re-
lativo, £. La figura 11.10 ilustra las dos lincas rectas y las trazas ver-
daderas para varios factores de amortiguamicnto relativo diferentes.
La tabla 11.2 presenta tas diferencias entre os valores verdaderos v
los asintotices para diversos factores de amortiguamiento relativo.
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Tabla 11.2 Errores asintéticos de Ja magnitud en dB para pares de polos

o ceros complejos

wier,
L 0.1 0.2 0.5 1.0 2 3 10
1 -0 —034 -192 —-60 - 192 ~0.34 —0.09
07 0 -001 026 -3.0 026 -001 0
0.5 +0.04 + 017 =090 4 + 0890 + 617 +0.04
+0.07 +029 +1.85 +44  +1.85 +0.29 4007

0.3

Nota: Valor verdadero = aproximacion asintalica + error
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Para (w/w )<< 1, es decir, (w/w ,)=0.2 o menor, entonces la
fase se aproxima a

p=—tan"' 0 =0°
Para (w/w , }>>1, es decir, (w/@ ;) =50 mayor, entonces Ja fase se
aproxima a

¢~ —tan ' (—o0) = —180°
Cuando w =w ,, cnfonces

¢=—tan"! w0 =-90°

La forma de la traza de fase depende del factor de amortiguamiento
relative; sin embargo, todas las graficas pasan a través del éngulo de
—90%enw = w . Se puede dibujar una asintota que pase por el angu-
lode—90°enw =w ,Jacual corte la linca a 0°en (w/w ) =0.2yen
—180% en {w/w ) =35. La tabla 11.3 contiene el error, o diferencia,
entre los valores verdaderos v los asintdticos.

Tabla 11.3 Errores asintéticos de la fase para pares de polos o ceros

complejos
wlha,
& 0.1 0.2 0.5 1o 2 5 10
1 =11.4% —2206° +16° 0 -L6" +22.6° +114°
0.7 - 81° —164° +196% O = 1967 +164° +K.1°
0.5 - 5.8 —153° +202° 0 20.2° +153° +58°
0.3 ~3.5% =223 +41.1° 0 -41.1° +223% +35°

Nota: Valor verdadero = aproximacion asintdtica + error

Un par de ceros complejos
Esto es donde

_52 + 20 s+l

G(s} . [36]
W
y de este modo
2 2
. -0+ jlw w+o
Gliw) = j C2
W n
Gliw) =[l-(w/o )+ (2o ))] (37)
Por lo tanto, la magnitud en decibeles e
|G| = - @/w ) P+ 2o/, )P 28]
y la fasc cs
/
fangp = o@/@n) [39]

1-(w/w )"
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La magnitud solo difiere de 1a ohtenida para los polos complejos
(ecuacidn [34]) en que ésta es positiva mientras que para los polos
complejos es negativa. De esta manera, la traza de magnitud es sélo
la imagen espejo respecto a la linca de 0dB de la traza dada enla fi-
pura 11.10. La fase difiere solo de la de los polos complejos (ceva-
cion [35]) en gue ésta es positiva en tanto que la de los polos comple-
jos es negativa. En consccuencia, 1a fraza de fase es sélo la imagen
espejo respecto a la linea de 0° de la traza que ilustra la figura 1 110
Vea la tablas 11.2 y 11.3 para las diferencias entre los valores verda-
deros y los asintdticos.

Ejemplo 6

Dibujar los diagramas asintdticos de Bode para un sistema que tiene
una funcidn de transferencia de

10
G(s)—
) 25+1

Respuesta

La funcion de transferencia consta de dos componentes: un elemen-
to con funcidn de transferencial 0y otre con funcidn de transterencia
1/(2s +1). Las trazas dc Bode sc pueden dibujar para cada uno de és-
tos y sumarlus para dar la traza requerida,

Un sistema con funcidn de transferencia G(s) =10 s un sislems
de ganancia constante. De esta mancra, la traza serd como la
de Ia figura 11.5. La magnitud es una constante, cn decibeles, en
201og 10 =20. La fase constante estd en 0° las frazas se muestran en
la figura 11.11.

P P EEEEEPE R EEEEE S Gis}-10
Joa}
-E D‘______I ______ L L
@ 0.05 05 5 50 o radis
El .
= b
g .
N 1
2 b N Gis}= 0
~. 25 +1
- 1
N Gls)=-
(s 258 + 1
401
+90° 1~
G(s)-10
ﬁ Obm==--= e b mz == o 477/77177‘ "
W 0.06 0.5 5 50 wradls
—-90° - G(s 2—1—
=) 25 -1
10
GigY= -
R e
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Un sistema con funcién de transferencia G(s) =1/{2s +1) es uno
con un pole real sin ceros. De este modo, ¢l sistema es como ¢! que
ilustrs la figura 11.8; la constante de ticmpo, 1, es iguala2s. Latraza
tendrd un punly de quiebre en /7 =1/2=0.5 s y las aginlotas serdn
como muestra {a fignura 11.11.

Al sumar las trazas da el resultado que describe la figura 11.11.

Ejemplo 7

Dibujar los diagramas asintoticos dc Bode para un sistema con fun-
cidn de transferencia de

- 2.5

Gis)=—— —

s(s2 35 +25)

Respuesta
La funcion de transferencia consta de tres componentes: uno con
funcion de transferencia 0.1, otro con 1/s v ¢l dltimo con
25/(s7 +35+25).

La funcion de transferencia G{s) = 0.1 cs una de ganancia constan-
te 'y es, por lo tanto, como la que {lustra ia figura 1.5, Ly magnitud
cs una constauleen 201og 0.1 = -201lcg |, 10 =-20dB. 1.a fase cons-
fante csta en (°; las trazas se muestran en la figura 11.12,

La funcién de transferencia G(s) ~ /s describe un sistema que
tienc un polo en el arigen y es. de esta manera, como la que muestra
la figura 11.6. La magnitud tiene una pendicnte de =20 dB por déca-
da de frecuencia y el valor de 0B cuando @ = 1rad/s. La fase esuna
constante en —90% las trazas se muestran en la figura 11.12,

La funcién de transferencia G (s) = 25/(s° + 35 +25) se pucde es-
cribir como cu?j i(s* +2§'o).v~‘wi con @, =5rad’s y { =03 De
este medo, el sisterna es como el que presenta la figura [ 1.10 para en
par de polos complcjos. El punto de quicbre es cuando w = | =5
rad’s. La asintota para el angulo de fase pasa por —90° cn el punto de
quiebre; 0° es en (w/ar ) =0.2, es decir, w =1 rad/s y 180" en
(wfw  )=3 osea, w=25rad/s; ta figura 11.12 muestra las trazas.
Al sumar estag tres trazas sc obtiene la traza requerida (la figura
11.12).

Ejemplo 8

Dibujar la traza dec Bode verdadera para un sistema con funcion de
transfcrencia de

(
G(s) = I
7"+ 05 +100
Respuesta

La funcion de transferencia es de la forma
2
. m]“l
Gis)=——— "
2 2
5T+ 2w s+ w5,

conw, =l0rad/s y£ =03 Las trazas de Bode seran, asi, dc la forma
que sc describe en la figura 11.10.
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Para la traza de magnitud, ¢l punto de quiebre es 10 rad/s, la asin-
tota antes de esta frecuencia ticne una pendiente de 0y después de
—40 dB por década de frecuencia. Las difcrencias entre las valores
verdaderos y los asintolicos se pueden encontrar con la tabla 11.2.
Para £ =0.3 las diferencias cn decibeles son:

w/o,

¢ 0.1 0.2 0.5 1.0 2 5 10

0.3 +007 +029 +185 +44 +1.85 +020 +0.07

Lafigura 11,13 muesira las trazas asinidtica y verdadera teniendo en
cuenta estas diferencias.
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Magnitud
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{dB} 9 L w rad‘ s
6.1 t 10 100
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-40
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I 1
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Especificaciones de
desempeiio

Magnitud (dB)

Ancho de banda

Figura 11.14 Especificaciones de
desempefio

Para la traza de fase, la asinlota pasa por =90°enw = 10radss, y es
0 cuando (w/w,)=0.1 es decir, @ =1 rad/s, y es ~180° cuando
(w/w ) =10, o sea, w =100 rad/s. La diferencia entre los valores
verdaderos v los asintéticos se puede encontrar con base en la tabla
11.3. Para £ =0.3 las diferencias son:

alw
I 0.1 0.2 0.5 1.0 2 5 10
0.3 —-3.5° —-223° +41.1° 0 ~-41.1° —22.3° 4 35°

La figura {1.13 describe las trazas asintdtica y verdudera conside-
rando estas diferencias,

Figura 11.13 Ejemplo 8

Para describir el comportamiento transitorio de un sistema cuando
estd sujeto a una cntrada escaldn se usan términos como tiempo de
levantamiento, tiempo de asentamiento y sobrepaso (vea el capitalo
3). Cuando el sistema esta sujeto a una entrada scnoidal los términos
que sc usan para describir el desempefio del sistema son pico de re-
sonancia y aucho de banda.

El pico de resonancia, M _, se define come el maximo valor de la
magnitud (figura 11.14). Para un sistema con valor grande de M
corresponde un valor grande del méximo sobrepaso. Un sistema de
segundo orden se puede relacionar en forma directa con el factor de
amortiguamiento relativo mediante la comparacion de la respuesta
con la traza de Bode de la figura 11.10; un factor de amortiguamien-
to relativo bajo corresponde a un pico de resonancia alto.

El ancho de banda se define como la banda de frecuencias en la
cual la magnitud no cae por debajo de —3 dB. Para ¢l sistema dado en
la traza de Bode de la figura 11.14 ¢l ancho dc banda es ¢l espacio
entre la frecucncia cero y la frecuencia en lu que la magnitud cae por
debajo de -3 dB. Puesto que

20log Gljw)=-3 [40]
0 sea, G{jw) =0.707y éste es cl valor de corte para la funcién de res-
puesta en frecuencia.
Ejemplo §
Estimar el ancho de banda para el sistema dado por 1a traza de Bode
en la figura 11.13.
Respuesta

La linea de magnitud a -3 dB cruza la trava verdadera alrededor de
un cuarto de década después de 10 rad/s. Esto es alrededor de
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11.7 rad/s, De csta manera, ¢t ancho de banda e¢s desde 0 rad/s has-
ta 11.7 rad/s.

Los datos de la respuesta en frecuencia para un sistema se pueden
oblener en forma cxperimental mediante una sefial sencidal como
entrada y monitorear la salida cn estado estable a fin de detenminar el
cociente de la magnitud de la salida entre la magnitud de la entrada
{&ste cs entonces la magnitud) y la diferencia de fase entre la salida y
la entrada. La medicién se repite para varias frecuencias y, de esta
manera, se obtiene la traza de Bode. Al cxaminar la traza dc Bode se
puede identificar la funcion de transferencia del sistema.

Por lo general, 1a funcién de transferencia se determing a partir de
la traza de magnitud y la traza de fase se usa para verificar los resul-
tados, Sobre los datos experimentales se dibujan las asintotas. Si la
pendiente de la asintota inicial es -20 dB/década, entonces hay un
polo en el origen; si ésta es +20 dB/década hay un cero en cl origen.
Si la pendiente, al ir de una asinlota a la siguiente, cambia por
—20dB/década, entonces hay un polo real y la funcién de transferen-
cia incluye un término 1/(zrs +1), donde la frecuencia en ¢l punto de
cambio de la pendiente es 1/7. $i la pendiente cambia en +20 dB/dé-
cada, entonces hay un cero real y la funcion de transferencia incluye
un (ts + 1), donde la frecuencia en el punto de cambio de la pendicnte
es 1/1. Si la pendiente, al ir de una asintota a la siguicnte, cambia en
—40 dB/década hay un par de polos complejos y la funcién de trans-
ferencia incluye un término de la forma

v}

5T+ 2w, stw)

dondew , es la frecuencia en el cambio de la pendiente. Al determi-
nar la diferencia entre la traza de magnitud y fa asintota en el punto
de quiebre es posible estimar el factor de amortiguamicnlo relativo
£, por medio de la tabla 11.2. Sila pendiente, al ir de unz asfntota a la
siguiente, cambia en + 40dB/d¢cada hay un par de ceros complejos y
{a funcién de transferencia incluye un término de la forma

2 3
s+ 2w, s+ o]

2
n

@
donde @, es la frecuencia en el cambio de la pendiente. La tabla
11.2 se puede usar para dar un cstimado del factor de amortigna-
miento relativo, £. Todos los elementos que constituyen la funcién
de transfercncia sc combinan para dar una funcion de transferencia
que lienc una ganancia, &, incluida. La magnitud entonccs sc calcula
a partir de la funcién de transferencia para algin valor de frecuencia
y secompara con el valor experimental para dicho valor; por fo tan-
to, K se puede determinar (vea el ejemplo 10).



274 Respuesta en frecuencia
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Figura 11.15 Ejsmplo 10
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Figura 11.16 Ejemplo 11

Ejempio 10

Determinar {a tuncion de transferencia del sistema dado por ¢l dja-
grama de Bode que describe enla figura 11,15, Sélo se muestran las
asintotas,

Respuesia

Sc tienc una pendiente inicial de —20 dB/década v, de esta manera,
hay un térimino 1/s. Exisle un cambio en la pendiente de —20 dB/d¢-
cadaenw = Irad/s y, asi, se tiene un término 1 /(Ts + Decont =15, No
hay otros cambios en la pendiente de manera que la funcién de trans-
ferencia cs de la forma

N
Gisy=
s(z+1)
donde K es la ganancia. La funcién de respuesta en frecuencia para
el sistema es

, K K{-w?—jw -Kw? - iKw

(et (ofijo)-o’—jo) o +o’

Por lo tanto

G- e
Vol -w?
Lafigura 11.15 indica que cuando 20 log | G(jw)} = 20, entonces & = 1
rad/s. De esta manera
P
20 logi( K- 20
AL+
£ 1ot
V2
Porlotanto, K =14.1. Dc¢ cstamanera, la funcion de transfereneia es
Gis) = }4.1
s(s+1)
Ejemplo 11

Determinar la funcion de transferencia del sistema dado en ¢l diagra-
ma de Bode que ilustra la figura 11.16.

Respuesita

La pendiente inicial es cero, de modo que no existe un factor 1 /s. Se
tiene un cambic en la pendiente de la asintora de ~40 dB/década en
una frecuencia de alrededor de drad/s. De esta manera, 1a funcion de
transterencia incluye el término

2

wy

2 +2§wns+wfg

donde @, = 4rad/s. El pico es de 4.4 dB por arriba de las asintotas
en el punto de quicbre. La tabla 11.2 indica que éste corresponde a
un factor de amortiguamiento relative de 0.3. Por o tanto ta funcidn
de transferencia tiene ¢l término
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16
P +245+16

No exislen otros cumbios en la pendiente v, asi, la funcion de trans-
ferencia es de la forma

- 16K
Gis)= - 6K
s°+2.45+16
La funcidn de respuesta en frecuencia es, entonces
. 16K 16K[(16 - w”) - j2.4w

—w? 424w +16  (16-w?)? +24%0?
Por lo tanto, la magnitud es

16K

|G(jw)|= —
Ja6 -0 1244 0¢

Cuando @ tiende a 0, entonces los datos experimentales dan una
magnitud de =25 dB. De csta forma

201og(16K/16) =-25

K =0056. Lz funcion de transferencia es, de esta forma
0.9

Gy)=—""—
s°+24s5+16

Compensacion es el término que describe el ajuste de desempeiio de
un controlador a fin de que logre unt mejor desemperio (vea el capitu-
lo 10), Las trazas de Bode se pueden usar para observar los cfoctos
de los cambios de disefio del compensador respecto a desempeiio.
Al introducir s0lo un elemento proporcional, es decir, un elemento
con ganancia constante, 1a traza de magnitud sélo sc desplaza hacia
arriba o hacia abajo y no tiene efecto en la traza de tasc. Un compen-
sador de adelanto en cascada tiene una funcion de transferencia de
la forma (ceuacion [23]del capitulo 10)

G(s) = Kis+2) [41]

(s+p)

donde p> z. Esta ecuacién se puede reordenar para obtener
_K(z/p)l1siz)
(1+5s/p)

Los términos K y (z/ p) son términos de ganancia constante, el tér-
mino (1 + /=) conticne un ecro real con constante de tiempo de 1/z,
v el término (1 + s/ p) contiene un polo real con constante de tiempo
del/ p. Puesto que p > z, entonces (1/z) > (1/ p). La traza dc Bode es,
por consiguiente de la forma que muestra la figura 11.17. Los valo-
res dados son para K =1y para diferentes coclentes de (z/ p). Cuan-
do z= py los términos de los ceros y polos se cancelan para dar
G(sy=1, entonces la magnitud es una linea recta a lo largo delejeen

G(s) [42}
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Figura 11.17 Trazas de Bode para
un compensador de adelanto

Diagramas de Nyquist

Magnitud (d8)

01z 17 10z 100z
i i 1

Fase

60° - zp- 0.1

. Asintota para

0dB vy la fase, una linea recta a o largo del eje en 0°. El efecto de 1n-
troducir un compensador de adelanto cs bajar ia traza de magnitud
en frecuencias bajas y subir el dngule de fasc global, ¢s decir, inere-
mentar el angulo de fase lo que adelanta la salida respecto a la entra-
da.

Un campensador de atrasa en cascadatiene una funcidn de trans-
ferencia de la forma (ecuacion [24] del capitule 10)

K{s~z]
Gy =) 143]
(s+p)
donde z> p. Esta ecuacion se puede reordenar para obtener
(=i p)1=s/iz }
Gs) = Kzipil=siz) [44]

(l+5/p)

Los términos K y (z/ p) son términos de ganancia constante, el tér-
mino (1 + s/z)contiene un cero real con constante de tiempo de 1/ 2,
y el término (1 + s/ p) contiene un polo real con constante de tiempo
del/ p. Puesto que z> p, entonces (1/ p) > (1/z). La traza de Bode es,
asi, de la forma que muestra la figura 11.18. Los valores dados son
para K =1y para diferentes cocientes de (z/ p). Cuando z = py los
términos de los ceros y polos se cancelan para dar () = 1, entonces
la magnitud es una lincarecta alo large del ejeen0dB y la fase, una
linea recta a lo largo del eje en 0°, El efecto de introducir un compen-
sador de atraso ¢s bajar Ia traza de magnitud en frecuencias altas ¢
incrementar € angulo de fase, 1o que atrasa la salida en relacion con
la entrada.

Para especiticar ¢l comportamiento de un sistema a una entrada se-
noidal (s decir, especificar la funcion de respuesta en frecuencia,
G(jw)) en una frecuencia angular particular, w, se deben establecer




Figura 11.18 Trazas de Bode para
un compensadoer de atraso

imaginario

Respuestaenw
* para Giyn)

Figura 11.19 Trazado de un punto
sobre un diagrama de Nyquist
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Magnitud {dB)

0.01z

Fase

tanto [a magnitud, | G(jw) como la fase, ¢. Ambus son funciones de
la frecuencia angufar. Una forma de mostrar cdmo se comporta un
sistemia sobre un intervalo de frecuencias angulares ¢s trazar los da-
tws de ka respuesta para el sistema enun diagrama de Nyquist. Fldia-
grama de Nvquist es una traza polar de 1a respuesta en frecuencia del
sistoma.

Un niniero complejo se puede representar mediante x + jy, donde
ves la parte real y 3 la partc imaginaria. £l nimero se puede trazar
comeo un punte en un diagrama de Argand, es decir, un diagrama que
tienc un eje v el cual representa la parte imaginaria y un eje v, que ¢s
la parte real {como en la figura 1 1.19}. La version pelar del namero
complejo se representa mediante una linea \‘,f‘x: + ¢ que se dibu-
ja desde el origen forman un dngulo @ con ¢l gje real, donde
tan ¢ = y/x. Ambos métodos terminan en el mismo punto especifi-
cado en ¢l diagrama de Argand.

En cl diagrama de Nyquist la salida para una entrada senoidal de
amplitud unitaria en una frecuencia angular particular, se especifica
mediante el trazo de una linea de longitud igual a la magnitud,
|G{jw)| en un angulo de fase, ¢, con ¢l ¢je real, como en la figura
11.19. La entrada senoidal al sistema, de esle modo, en cfecto se re-
presenta mediante la linea de magnitud L a lo largo del gje real.

Al trazar diagramas de Nyquist existen cuatro puntos clave que se
deben representar: clinicio de la traza, dende e — 0; el fin de la traza,
donde @ =«; donde la traza cruza al efe real, es decir, ¢ =0°0
+180°% y donde ésta cruza al cje imaginario, o sea, ¢ = £90° Para un
sistema de primer orden, o un sistema de atraso sencillo, la funcion
de transferencia es de la forma

G(s)= 1

= (45]
1+1s

donde 7 es la constante de ticmpo, D¢ ¢sta manera, la funcidn de res-
puesta en frecuencia G(jw), es
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Imaginario

0 0.5 1

w=x% g=tanwr | @=0] Real
TN
L T
l”v. S

i) /

0.5 incremeante
=1t de w

Figura 11.20 Trazado de Nyquist
para G(s) = 1{1+1s)

G(jw) = # = R [46)
T+jwr 1+@?e?

Asi, debido a que la magnitud | G{jw)| ¢s la raiz cuadrada de a parte
reat al cuadrado mas la parte imaginaria &l cuadrado (ecuacién [5]),

entonces

. / 1 wir?
G = | -+
66| Vv ™Y (d+o?’)?
:_Ii [47]

/ 2.2
I+w

T.a fase, ¢, esta dada por el cociente de la parte imaginaria entre la
parte real (ecuacion [6])
—wri(i + o’
tan¢~——m——wn( g) f )
1/l +wT)

¢ =—tan Lot [48]
Cuando w =0, entonces fas ecuaciones [47] y [48] dan como resulta-
do|G(jw)i=1y¢ =0 Este es tambi¢n ¢l punto en el que lu traza cru-
ra el ¢je real. Cuando o tiende a co, entonces [ G(jw ) tiende al ypra
—90¢, Este es también ¢l punto en el que la traza cruza el eje imagina-
rio. También se pueden calcular otros puntos para ayudar a dibujar
la traza de Nyquist. Asi, por cjemplo, cuando @ =1/ 1, entonces
|G(jwY=1/2 ¥ ¢=—tan' 1=-45°% La figura 11.20 muestra la
traza de Nyquist, la cual es un semicirculo.
Considere ahora un sistema de segundo orden conuna funcion de
transferencia dada por
2
Go)= , [49]
5T+ 2w s+ w7
La funcion de respuesta en frecuencia G(jw), es de esta forma

3

. W, {
G(jo) =—— = .
—w + 200, tw, 1-(w/e,} +R2He/w,)
— g ?‘ — i
L IR s G| sq)
[1 - (\‘,!)/U) n) ]~ + [ZC(UJ/LU n )Jh
y por cllo, la magnitud cs
. 1
|G (jw)| =— — s [51]
VI —(w/w, )1 +[28(wiw )]
y la fase esta dada por
fan ¢ = — Wiw/a, ).‘
t—(w/w, )"
o 28wiw )
¢ =—tan !_7L : - [52]

Li—(wiw, )"




Imaginario

0

0.5 1 Real
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Figura 11.21
para G(s)=

‘/ Increimentlo

dew

£-05

Trazadn de Nqust
(S + 20008 + o )

Figura 11.22 Diagramas de
Nyquist y sus diagramas de lugar
geométrico de las raices asociados:

a)G(s) =
b} G(s)
€) G(s)
d)G(s) =
Gis)
G(s)

5

T

)
)

1{rs+1)
sy=1/{rs+)(rs+1),
s)=1{r s+ 1)(rs+ Y(za5 + 1),
1/s{r.s+1),

sz s+ ir,s+1)
s)=(rs+ N/ s{t s+ 1){t,8+ 1)
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Cuando w - 0, entonces \G(Jw)| =ly ¢ =0 Cuundo e = o0, enton-
ces |G| =0 yg=—tan™" (0/— 0} =—-180°. Estos son los puntos
en los que ia traza cru7'1 el cje real. Cuando w=w,, entonces
|G{jw)i=1/2 y¢p=—tan” (7C/0) —-90° Este es el punto en el que
la traza cruza el eje imaginario. La figura 11.21 mucstra las familias
de las trazas de Nyquist producidas para diferentes factores de amor-
tiguamiento relativo.

La figura 11.22 muestra ejemplos adicionales de diagramas de
Nyquisty sus diagramas asociados de lugar geométrico de las raices.

Imayinario

Imaginario

W= o Real
(1 = o2

w=_0

““Increments de w

Imaginario Imaginario
Real Real
W=
w=10
+Incremento de
b}
Imaginario
Imaginario
Real
/Jm PS Real —r— a
w=0 Vr, Ve,
Incrememo deg w
¢}
Imaginario
Imaginario
Real Real
W=7 1/ 31 n
m=0

d)
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e)

Figura 11.22 Continuacion

fmaginario
Imaginario
w=x Real Real
q
m=0
Imaginario
imaginario
Real Real
o= W 0
w=0
Ejemplo 12

Trazar ¢l diagrama de Nyquist para un sistema que tiene una funcién
de transferencia de
_ 1
Rs+is® +5+1)

Respuesta

La funcién de respuesta en frecuencia G(jw), es
. 1 1
G(_]CU) = R Bl . - 2 . 3
Qjw+D(-w” +jw+h  (1-3w )+ 3w -20")
(13w - jGBe 2wt
(1-305) +(Go -2w)?
De esta manera, la magnitud es
1

Gjw|=—
VA 30 + B —20°)?]
v la fasc es
3
¢ :—tanil w
1—-3m~

Cuando @ =0, entonces ‘G(jm)|=1 y ¢ =—tan" 0 -0° Cuando
W= entonces!G(jw) ‘ =0y

qi):--tarfi 3 - 2
(1/w)-3w (I/o)3)—(3/a))

=—tan~' (—x) =90°




Imaginario
o=
n 1 Real
0.afok 340 w=0
o= 153n——
1 radis BAa® 0.95
0s w = 0.2 radis
a7 \ w="{.5rad/s
L w=0.6rad’s

Figura 11.23 Ejemplo 12

Criterio de estabilidad de
Nyquist
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T.os puntos de cruce con el eje real estin dados por ¢r = 0° ¢ +180°,
El punto de 0° estd dado por w —0, como antes se indicé. Para
¢ = —180° tan ¢ = -0y asi, se debe tener que

3w —2m° =0

Bsto significa que w =00 /(3/2) =1.2 rad’s. Con este valor de fre-
cuencia la magnitud tiene un valor de

1 1

Ji-30%) 160 -20°)  J[1-3G/2F 10

0 —0.3. Los puntas de cruce con el eje imaginario estin dados por
¢ =290°. La @ = +ec da el punto de +90° como ya sc indico. Para
¢ =-90° tan ¢ = —c y, de cste modo, se debe tener que

1-3w? =0

Esto significa que o =1 /3 = 0.6 rad/s. Con este valor de frecuencia
la magnitud tiene un valor de

1 1

\i'(l -30’)" + (3w -20")* \/0+(V'§ ~2/3\3)?

0 -0.7. Para ayudar a trazar cl diagrama de Nyquist se pueden cbte-
ner otros valores. Asi, para w =1rad/s, IG(jw) =04 y ¢ = -153%
para @ =05 rad/s, |G(jw)|=0.8 y ¢ =68% para w =0.2 rad/s,
|G(je) =0.95y ¢ =34°. La figura 11.23 muestra la traza de Nyquist
resultante,

Cuando a un sistema se aplica una entrada senoidal la salida de cse
sistcma cs scnoidal con la misma frecuencia angular, pero puede te-
ner una amplitud que difiere de la de lu entrada y mostrar una dife-
rencia de fase. El cociente de las amplitudes de salida y de entrada es
la magnitud, | G(jew)|. Para que la inestabilidad se presente cuando la
cntrada al sistema es senoidal, [a magnitud en lazo abierto debe ser
mayor que ! si el atraso de fasc en lazo abicrto es 180, Si ¢l sistema
causaun cambio de fase de 180°, entonces la sefial de realimentacion
estara en fase con la sefial de entrada v, de esta manera, se adicionara
a ésta en vez de sustraerse. Si laamplitud es menor que ta de la sefial
de entrada, se puede alcanzar una condicion estable, pero si la ampli-
tud es mayor, la sefial a través del sistema crecerd de manera conti-
nue. Si el sistema cn lazo abicrto cs cstable, el sistema en lazo cerra-
do también seré estable.

Lafigura 11.24 muestra la implicacidn de este criteria de estabili-
dad en relacién al diagrama de Nyquist para un sistema en lazo
abierto. Un angulo de fase de 180° significa que la magnitud apunta
hacia la parte negativa del ¢je real. Si la magnitud en este valor de
fasc no debe exceder a |, entonces la traza polar no debe encerrar al
puito —1 sobre ¢l gje real si el sistema va a ser estable.
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Imaginario

1)
/ 1/ \./eﬂso“
Estable

Inestable

Real

Figura 11.24 Trazas de Nyquist

estable e inestable

Margen de ganancia y
margen de tase

Ejemplo 13
{Cudl es la condicidn para que un sistema con la siguiente funcion de
transferencia en lazo abierto sca estable?
K
Ge)=——
s(rys+D)(rys+1)

Respuesta

La funcidn de respuesta en frecuencia es
K

Jjw(jor, + D)(jor, +1)
K

_jw(—wzr,t2 -?-1)—u)2(1:l +7,)

G, jw)=

| jKe(-oltT, +1)- Ko’ +1,)

wz(—wzrltz +1)% —wtr +1,)?

La magnitud es, de este modo

e K
|G, Gen) | = -
Jot(r +1,)? rwi(l-witr,)?
y la fase
_ 2
6 —tan”’ I—w't 7,
w(t) +71,)

Para lograr estabilidad la magnitud no debe exceder 1 cuando la
fasc es 180" De este modo, la condicién limitante para la fase es
¢ =tan"" 0, Por lo tanto

l—wirr, =0
y asf, w =1/y7;75. Al sustiluir esle valor dc w cn la ecuacion de la
magnitud se obtienc

K
JU 1) 2 +1)% + Uy, - 1)
Siel sistema va a ser estable, entonces
K
Ur 1, )z, +7,)

|Gojw) |=

<1

T, +7T
Kol 2
71T
La traza de Nyquist ¢s de la forma que se muestra en la figura
11.22 e.

El margen de ganancia se detine como el factor mediante el cual la
ganancia del sistema, es decir, la magnitud, se puede incrementar
antes de que sc presente la inestabilidad. Este es, entonces, la canti-
dad mediante la cual la magnitud en 180° debe incrementarse para al-
canzar cl valor critico de 1 (figura 11.25).
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Magnitud
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Fase

180°

Margen de
ganancia
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Figura 11.27 Margenes de ganancia
y fase con las trazas de Bods
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Margen de ganancia y margen de fase

1=Margen de gananciale(ja))|¢=mo [53]

Este en general sc cuantifica en decibeles y dc csta forma en decibe-
les es
Margen de ganancia =20 log | - 20 log |G(jw)|_ ...
'):

Margen de ganancia = -20 log | G(jo)i, [54]
£ : =180

Si la traza de Nyquist jamas cruza la parte negativa del ¢je real, cl
margen de ganancia es infinito. Si la (raca pasa a través del eje cnun
valor menor quel, el margen de ganancia cs positivo. Sipasa a través
del eje enl, el margen de ganancia es cero y si pasa a través del eje en
un valor mayor que l, es decir, 1a traza encicrra el punto -1, el margen
de ganancia cs negafivo.

El maryen de fuse sc define como cl dngulo a través del cual la
traza de Nyquist debe girar para que el punto de magnitud unitaria
pase a través del punto -1 en el eje real (figura 11.26).Esta ¢s, pot lo
tanto, la cantidad mediante la cual Ia fase del sistcma en lazo abierta
cac cerca de 180° cuando su magnitud tiene un valor de . es decir, la
amplitud de la salida es la misma que la dc la entrada.

La figura 11.27 muestra los margencs dc ganancia y fase en las
trazas de Bode para un sistema.

Ejemplo 14
Determinar ¢t valor de K para un sistema con la siguiente funcidn de
transferencia en lazo abierto
K
Gy =——"—

s2s +1)(s+1}
el cual dard &) un sistema marginalmente estable, ) un margen de
ganancia de 3 dB.

Respuesia
La funcién de respuesta cn {recucncia en lazo abierto s
K _ K
oo 0w+ 307 + jol -20")
_ =3Kw' - jKa(l-2w°)

9wt rawl(l-207)?

Go (JCEJ) =

[.a magnitud es, entonces

G, ()= A
\‘/S)w4 +wf(1-20%)°
v la fase )
¢ =tan l(ﬂ;}
L 3w

a} Para que el sistema sea marginalmente estable la magnitud debe
tener ¢l valor de 1, cuando ¢ =180° Para ¢ =180° cntonces
¢ = tan~! Oy, de esta manera

1-2w? =0
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Porlo tanto, @ = 1/4/2 rad/s, Al sustituir este valor en la ecuacion
de la magnitud, con la magnitud iguat a |, se obtiene

y,asi, K =1.5,
b) Para que el sistema tenga un margen de ganancia de 3 dB, segin
la ecuacidn [54]

Margen de ganancia = -20log ‘ Gljw) Lﬁ:lSO“
™

[ &
3=-20log|
L\I9/4+OJ

yasi, X —106.
Ejemplo 15

4Cual es el margen de fase para un sistema que tienc la siguiente fun-
cién de transferencia en lazo abierto?

Gy(8) =

sis+3)
Respuesta
La funcion de respucsta cn frecuencia es
9 Y0’ - PTw
et Bo w0t +%?
Por lo tanto, 1a magnitud es

[N E———

Vot 4902

G, (jw) =

y la fase

;
0] =mn71‘L3J
m

El margen de fase es el angulo de fase mds corto a partir de 180°
cuando la magnitud es 1. Asi,

9
:
Vot +9m?
@' +9w? -81=0

Si se usa la expresidn para las raices de una ecuacion cuadratica y
considerando @’ como la raiz, entonces

w2 -9+ 81 +324
2

y puesto que solo interesan los valores positives de o, se tiene que
@ =2.36rad/s. El 2ngulo de fase para esta magnitud es, por lo tanto

af 3
=tan”!| 7 |=51.8°
¢ =tan (2.36]

1=
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Puesto que tanto la parte real como la imaginaria de G, { jw) son ne-
gativas, este dngulo es el relativo a —180°y, de esta forma, es ¢l mar-
Magnitud gen de fasc.

(@8}

\ Ejemplo 16
10
. Para las trazas de Bode de la figura 11.28 cstimar ¢l margen de ga-

0 ‘
0t .
PN @ed™) panciay el margen de fase,
] b
-20F ! ! Respuesta
b

El margen dc ganancia es ¢l valor de la magnitud cuando la fase es

a0l T
Face - 907 H i . -— ~180°y, de esta forma, es de alrededor de § dB. El margen de fase es
‘ X wlradis) 19 diferencia de fase desde ~180° cuando la magnitud es cero. Este es
’150“""’"&\ de casi 40°.
-270°F Figura 11.28 Ejemplo 16
Problemas 1 ;Cuales son las magnitudes y las fases de los sistemas que ticnen
las siguientes (unciones de transferencia?
3
a —
) §+2
2
s{s+1)
1
c)

(25 +1}s% +5+1)

2 ; Cudl scra la respuesta en estado estable de un sistema con funcién
de transferencia
i
5+2
cuando estd sujcta a la entrada?
0, =3sen (5 +30°)
3 ;Cual scra la respuesta en estado estable de un sistema con fun-
cion de transferencia
5
st +3s5+10
cuando esta sujeta a la entrada?
8, =2sen (2t + 70°)
4 ;Cudles son la magnitud y la fase para un sistema dado por la
funcién de transferencia?

. 10
G = s(s+ 1) (s +2)

5 Para los sistemas con las siguientes funciones de transferencia
dar los valores de la magnitud y la fase en las frecuencias angu-
lares de 1) O rad/s, i) 1 rad/s, iii) 2 rad/s, iv) «o rad/s.

1
@) Gls)= s2s+1)
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Magnitud
(dB)

Magnitud
(d8)

Figura 11.29 Problema 7 &)

20

20

20

40

60

80
40 L
Magnitud X .
{dB) I )
20 : ;
L@ (rad/s) ‘I : w (radis)
2 o L | 1
o1 1 10 \00 01 4 10 100
- 20 =
c)
80 -
tMagnitud
\ . | © {radis) (ag)
01 1 10 100
L 5 ! w (radis)
01 1 10 100\
= 20 -
o)
b G($)=—
T 3s+l
Dibujar las trazas asintticas de Bode para los sistemas que tiene
tas funciones de transferencia
10
a) G(s)=
s(0.15+1)
1
by G(s)= :
(2s+ D035+ 1)
5
) G(s)= 2
25+ 105" +35+25)
+1
& G(s)= _ G+h
(s+2)(s+3)
7 Determinar las funciones de transfcrencia de las trazas asintdti-
cas dc Bode en magnitud que muestra la figura 11.29.
8 Trazar el diagrama de Nyquist para el sistema dado por la fun-
cion de transferencia
1
G(s)=
s(s+1)
9 Determinar la condicidn de estabilidad para los sistemas con las

siguientes funciones de transferencia en lazo abierto




Figura 11.30

10

11

12

Problema 12

Problemas 287

&) =
s (Ts+1)
b) G,(s)= K
(r)s+1KT, s +1)(r3s+1)
K
G =
€ o) s{rs+1)

Determinar cl valor de K para un sistema con la siguiente fun-
cion de transferencia en lazo abierto

K
GG -
sZs +1)Bs+1)
la cual dard @) un sistema marginalmente cstable, b) un margen
de ganancia de 2 dB.

;Cual es el margen de fase para un sisteina gue ticne la funcion
de transferencia en lazo abierta?

G, (="
s(s+1)

Para las trazas de Bode de la figura 11.30 estimar el margen de
ganancia y el margen de fase.

Magnitud
(uB) 1 10
0 1
w (tadfs)
_20k
— 40
Fase 1 10
100 1 L
w {radis)
—140° -
-180°+
—220°h




1 2 Equipo basico de un sistema
de control

intreduccion Este capitulo proporciona ejemplos de zlgunos clementos de medi-
cién y correccidn mas comunes quc se usan en sistemas de control y
considera suutilizacion en ¢jemplos de sistemas de control, Los ¢le-
mentos de medicidn que se mencionan son los relacionados con ¢l
sensado de desplazamicento lineal, desplazamiento angular, csfuer-
<, presion, temperatura v flujo de fluides: los clementos de correc-
cion, a su vez, son relevadores. valvutas de control v motores,

Elementos de medicidn Algunos de los clementos de medicion mas conunes en sistemas de
control son los siguientes.

Potenciometro

Un potencidmetro con una pista de resistencia unifornic produce una
sefial de voltaje proporcional al desplazamiento del contacto deshi-
zante desde un extremo de la pista de resisteneia del potencidometro
(figura 12.1). Por lo tanto:

oy
]
i Lz posicion Salida en volts = K x posicion de entrada il
i def cursor
| lq__ determina . . .. ..
P el voltaje donde X ¢s la sensibilidad del potenciémetro en volts por radian.
o de salica Un par de potencidmetros se pueden usar (figura 12.24) como un
LJ deteetor de error: uno convierte el desplazamiento de cutrada en un
e voltaje y ¢l otro, el desplazamiento real también en un vohaje; los

dos sc conectan de marnera que se obtenga la diferencis entre estos
voltajes. La figura 12.2h representa dicho sensor de error en un dia-

Figura 12,1 Potenciometro .
g grama de bloques del sistema de control,
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A
X X
K >
1 " Error
1
| ¥
[
Figura 12.2 Sensor de error a) b)

Con un par de potencidmetros giratorios, donde ¢l cursor de uno
se fija mediante la posicion angular, x, en radianes del eje de referen-
cia y el otre mediante la posicidn angular, y, en radiancs del ¢je de
salida, la sefial de voltaje de error, v, en volts es:

ve =K(x— ) 2]

Transjormador diferencial de variacion lineal

El transformador diferencial de variacion lincal (LVDT por sus si-
glas en ingles: linear variable differential transformer) es oiro ejem-
plo de un detecter de posicién. Este proporciona una salida de volia-
je alterna que tiene una amplitud relacionada con la posicidn de un
nucleo ferroso. La figura 12.3 muestra el principio basico,

Secundario 1 o= ° Voitaje de salida
come la diferencia
Primaric c entre los dos
£ voltajes secundarios
Secundario 2 E 3 <
/ Voltaje de ca conslanle de

entrada al primario

El movimiento desplaza el

Naclee ferroso I
nacleo de su posician centrat

Figura12.3 LVDT

Cuando al devanado primario se aplica una corriente alterna, s
inducen voltajes de alterna en cada uno de los devanados secunda-
rios. Cuando ¢l nucleo ferroso se centra entre los dos devanados, en
cada uno de elios se liene una cantidad igual del nucleo; asi, los vol-
tajes inducidos en cada devanado son 1os mismos. Los voltajes de
salida de los dos devanados estin conectados de tal manera que la sa-
lida combinada es Ia diferencia entre ellos (figura 12.4a).
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Pl 1
Voltaje
ca
constante ﬁ
i

a) Conexidn do los devarados

Salida

Figura 12.4 Salida de un LVDT

Amplitud
de salida

Fase de

De esta forma, cuando el niicleo estd en el centro no hay salida, y
cuando se desplaza hay una mayor cantidad de é! en un devanado
quc cn el otro; asi, los dos voltajes inducidos difieren y hay una sali-
da(figura 12.40). A fin de que no se produzca una misma salida para
desplazamientos diferentes, se usa un demodulador con filtro pasa-
bajas sensible a la fase que proporcione un valor unico para cada
desplazamiento (figura 12.4¢).

La funcidon de transferencia se puede obtener al aplicar las leyes
de Kirchhoff a los circuitos y es de la forma:

[(M, - M)/ R}

Gis)=
Ts+1

donde Ay y M, son lus inductancias mutuas de los dos devanados;
M, — M, es la cantidad que varia en forma razonablemente lineal
con el desplazamiento del nacleo; R, la resistencia del eircuito pri-
mario, y 7, el cociente de la inductancia del primario entre su resis-
tencia.

Los LYDT se usan ampliamente en sistemas de control donde s¢
deben monitorear desplazamientos que estan en el rango desde 025
mm hasta £250 mm. Dichas aplicaciones se presentan en procesos
en los que sc debe controlar el espesor de las hojas de producto.

Posiclén del ndcleo Posicitn del niclea

Maés an Mas an

i Mas en Mas en
1queenz2 Zqueent 1queen2 2queen1
Ceniral Central
|
|
|
! I
! I
| |
| Amplitud !
| de salida !
, |
I
! |
! |
| |
|
+180° i
!
salida 0 N [ —
_180° ¢) Salida como funcion del des-

plazamiento del nacleo
con un demuiador sensible

B) Salida como funcion del a la fase v un filtre pasabajas

desplazamiento del
nucleo
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Figura 12.5 Galga extensomeélrica
de hoja de metal

4 galgas extensomeétricas,
2 para el esluelrzo radial,
2 para el esfuerzn circular

y Diafragma

Veoltae
de salida

Figura 12.6 Celda de presion
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Extensémetro (galga extensométrica) de resistencia eléctiica
Lafigura 12.5 muestra una forma comun de galga extensométrica de
lhoja de metal. Cuando se estira un alambre metalico o unu tira de sc-
miconductor su resistencia cambia. El cambio fraceional en la resis-
teneia es proporcional al cambio fraccional en la longitud, s decir,
el csfuerzo. De esta manera:

SA—]E = % esfucrzo [3]

donde & es una constante denominada factor de gaiga. Para metales
¢l factor de galga cs de alrededor de 2 v para semiconducteres de
aproximadamente 100. Las galgas extensométricas cn general s¢
usan en puentes de Whealstone, donde ¢l voltaje de desbalance es
una medida del cambio de resistencia. Dichos puentes también per-
miten compensar la temperatura en la resistencia de la galga exten-
soniclrica, la cual también cambia con la temperatara. Sin embargo,
si las galgas extensomélricus se colocan en las ramuas opuestas al
puenic, ambas expuestas a los mismoes cambios cn temperatura, los
cambios en la resistencia que producen los cambios de temperatura
se cancelan y no producen ningan desbalance de voltaje. La figu-

a 12,6 ilustra cdmo usar dicho arreglo con galgas cxtensométricas
para monitorear la deformacion de un diafragma sujeto a canthios de
presion. Desarrollos actuales de dichos medidores de presidn tienen
forma de diafragmas circulares de silicio con las galgas extensome-
tricas como dreas del diafragma especialmente dopadas.

Tacometro

Los tacometros son sensores que producen una salida eléctrica en re-
lacién con la velocidad a la que se gira. Existen des tipos principales:
los tacémetros de cd v los tacdmetros de ca.

Eltacdmetru de cd es en esencia un generador de cd con un mag-
neto permanente que praduce un campeo magnético en ¢l que puede
girar un devanado (figura 12.74). Cuando cl devanado gira, se indu-
ce una fuerza electromotriz (f.e.m.) alterna en el devanado: micniras
mds rapido gira ¢l devanado, mayor scra la magnitud de 1a f.e.m. al-
terna. Los anillos deslizantes se usan para obtener una salida de od
propurcional a la velocidad angular.

Eltacomeiro de ca esun cilindro giratorio v dos devanados cn an-
gulos rectos (figura 12.76). Al aplicar una corriente alterna a uno de
los devanados, entonces el otro produce una salida proporcional a la
velocidad de rotacidn del cilindro,

El'voltaje de salida de un tacémetro es proporcional a la razdn de
cambio en la posicién angular d del eje del medidor, por lo tanto, se
obtiene por:
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Figura 12.7 Tacometros:
ajcdy b}ca

Figura 12.8 Codificador incremental

T ]

Saiid Devanado /’

aiida giratario o
E_L— aplicada

Anilios S C.ilindrp

deslizantes giratorio

a) b)

Voltaje de salida v =K i—e =Ko 4]
t

donde K esuna constante y o, 1a velocidad angular. De esta forma, la
funcién de transferencia es

RAOIS
G(s) o Ks 5]

Cod{ficador

El término codificador Se Usa para un dispositivo que proporciona
una salida digital como resuitado de un desplazamiento angular o li-
neal; un codificador incremental detecta los cambios en el desplaza-
miento angular o lineal de algin dato de posicién y un codificador
absoluto proporciona la posicion angular o lineal real. La figura
12.8 ilustra la forma basica de un codificador incremental que po-
dria usarse para medir el desplazamiento angular. En un disco sc
hace incidir un haz luminoso proveniente de un diodo emisor de luz
(LED por sus siglas en inglés: light emitting diode), que es capaz. de
pasar a través de las ranuras del disco para detectarlo mediante un
sensor luminose, por ejemplo, un fotodiedo o un fototransistor.
Cuando el disco gira, ¢l haz de luz s¢ ransmite en forma intcrmiten-
te. De esta manera proporciona una salida en forma de pulsosa partir
del sensor luminoso.

Sensor luminoso
LED —
e I




Figura 12.3 Codificador abscluto
de 3-bits

Estator
) O—E

Estator Rotor Estalor

Figura 12.10 Elemento sincro
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El mimero de pulses es proporcional al dngulo por el que gira el
disco, La resolucién es proporcional al mimero de ranuras del disco.
Por gjemplo, con 60 ranuras alrededor del disco el movimiento de
una ranura a otra es un giro de 6°. Con el uso de ranuras de compen-
sacién es posible tener mas de mil ranuras para una sola revolucién.

El codificador absoluto difiere del codificador incremental en que
tiene un patrén de ranuras que s6lo define cada posicidn angular me-
diante un patrén de sefales de encendido-apagado producidas. A
manera de ejemplo, la figura 12.9 describe la forma de dicho codifi-
cador con tres conjuntas de ranuras; los codificadores por lo comiin
tienen hasta 10 o |2 pistas. El nimero de bits en la salida binaria re-
sultante es igual al ndmero de pistas. Con 3 pistas habrd 3 bits, d¢
mancra quc ¢l nimero de posiciones que se pucden detectar serd
2% =8, es decir, una resolucion de 360°/8 = 45°. Con 10 pistas se ten-
dran 10 bits y el numero de posiciones que se pueden detectar serd
2'% 1024 con una resolucion angular de 360°/1024 =(.35",

Leb Sensores

110

—
=
— 001

(00

010 101

Sincros

El sincre es un pequefio transformador giratorio de una sola fase que
canvierte el desplazamiento angular en voltaje de ca, o voltaje de ca
en desplazamiento angular. La figura 12.10 ilustra el principio bést-
co de un elemento sincro. Este consta dc tres devanados de estator
espaciados 120° alrededor de un estator cilindrico, y un devanado de
rotor concéntrico interior que gira en forma libre entre estos devana-
dos de estator. Una corriente alterna de entrada al devanado de rotor
induce salidas en cada devanado secundario. Las salidas de cada uno
de los tres devanados de estator dependerén de la posicién angular
del rotor, por lo tanto, éstos son una medida de la posicién angular,
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l RTD Salida
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)

Figura 12.12 Circuitos:
a) puente, b) corriente constante

Con frecuencia los sincros se usan en pares (figura 12.11) como un
medio para medir la diferencia enlre el desplazamiento angular de
dos ejes v asi proporcionar una sefial de error para un sistema de con-
trof. Cuando las posiciones de los rotores del sincro que se usa como
transmisor v la del sincro que se usa como transtormador de control
cstan formando angulos rectos, el volgje generado a través de las
terminales del rotor del transformador de control es cero. Cuando los
dos estan en algun otro dngulo, el voltaje del rolor no es cere y &3
aproximadamente una funcion senoidal de la diferencia entre los an-
gulos de los dos ejes. Sin embargo, para pequeiias desviaciones an-
gulares, la salida se puede considerar proporcional a la diferencia
angular.

Detector de temperatura por resistencia

El detector de temperatura por resistencia (RTD) es una forma muy
comuin para sensar temperatura. La resistencia eléctrica de los meta-
les o semiconductores cambia con la temperatura. La resistencia de
los metales varia en forma lineal con la temperatura sobre un rango
amplio de temperaturas, aunque el cambio real en la resistencia por
grado cs ligeramente pequefio. Por lo comun, fos RTD se hacen de
platino, niquel o aleaciones de niquel. Los semiconductores, como
los termistores, con la temperatura muestran en la resistencia cam-
bios muy grandes no lineales. Los RTD se pueden usar en una rama
de un puente de Wheatstone y la salida del puente se toma como me-
dida de la temperatura (figura 12.124), o s¢ puede usar una fuente de
corriente constante que pase a través del RTD y el voltaje se monite-
rea mediante éste (figura 12.125).
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Sensores de razon de flujo de fluidos

Existen varias formas de medir flujos, pero la més comin se basa en
ta caida de presién que produce ef flujo en una restriccion (disminu-
c1on en el area de la seceidn transversal) ubicada en la trayectoria del
fluido. Para un fluido que a través de una restriceldon fluve en una Lu-
beria, pueda fluir la misma cantidad de masa v, porlotanto, de volu-
men por segundo, ), a través de las partes de la tuberia con v sin la
restriceion, el fluido se debe mover a una velocidad mayor a través
de ia restriccion. Por lo que se ticne que:

Apvy = Ayvy — Razon de flujo voluméirico, O

Un decremiento en el drea de la seceidn transversal desde A, hasta 4,
significara que la velocidad v, en la restriceidn es mayoer que la ve-
iocidad v, en el tubo sin restricciones. Es necesaria una dilerencia de
presion para suministrar la fucrza que haga que ¢l fluido acelere e in-
cremcnte su velocidad, Pary un fluide incompresible se puede apli-
car la ccuacion de Bernoulli:

¥ pussto que suponemos una tuberia horizental con altura z, =2 al-
tura -

Esta se puede reordenar para obtencr

v

(=)

—VJZ_P1*P2

2 2

De esta forma, con basc cn A4 v = Ayv, =0:

0= _ Az 1208, - )
RS
ey
Vold

Asi, una medicion de la diferencia de presion, (P, — 7)), permite de-
terminar la razon de flufo volumétrico, @, Note que la relacion entre
lapresion y larazen de fiujo volumétrico es no lineal. En la practica,
usld eeuacion es s6lo una aproximacion, debido a que se presentan
perdidas de encrgia coma resultado de la friccion v éstas se conside-
ran en la ccuacion anterior. En la ecuacion se inscrta, cntonces, un
factor de correceién, C, denominado coeficienre de descargu, parg
dar como resultado;
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En este principio se basan varias formas de dispositivos de presion

dife

1

Figura 12,13 Tubo Venturi

renciai:

Tubo Venturi

En el tubo Venturi {figura 12.13) se presenta una disminucién
gradual de diametro, desde el didametro del tubo hasta el didme-
tro de restriccién, La diferencia de presion entre el flujo antes de
la restriccion v en ésta se puede medir con una celda de presidn
de diafragma; las presiones se aplican en los dos lados del dia-
fragma, de modo que la deflexién del diafragma es una medida
de la diferencia de presién. El instrumento cs de operacion sen-
cilla, tiene una exactitud de alrededor de £0.5%, una confiabili-
dad a largo plazo v es relativamente costoso.

Presion ds Presidn en ia
entrada restriccion

N

__—_——7‘—_—_—___—’_\_\_—~—

2 Medidor de flujo de boquilla

Una forma econduiica de un tubo Venturi es el medidor de flujo de
boguilla. 1.0s dos tipos de boquilla que se usan son la boquilla Ven-

turi
llas

{figura 12.14a) v la boquilla de flujo (figura 12.144). Las boqui-
son mas baratas que los tubos Venturi, proporcionan diferencias

de presidn similares y tienen una exactitud de alrededor de £0.5%.

Flujo I TT—

a)

Figura 12.14 Medidores de fluin da hoguilla:
a) boguitla Venturi. b) hoquilla de flujo

Flujo




Presién an la restriccion

L]_
Presicn de entrada

b}

Figura 12.15 Medidores de flujo
Dall: &) tubo, b) orificio

Figura 12.16 Medidor de flujo a
base de una placa con crificio

Elementos eléctricos de
correccion
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3 Tubo Dall

El tubo Dall (figura 12,154) es otra variacidn del tubo Venturi.
El tuho de Mall es soto de casi dos dismetros del tubo donde sc
monta de largo. Una forma todavia mas corta, el oriticio Dall, cs
s6lo de alrededor de 0.3 del didmetro del tubo donde se monta de
longitud (figura 12.155).

4 Placa de orificio

La placa de orificio (figura 12.16) es un disco con un hoyo. El
efecto de introducirla es restringir el flujo a 1a apertura del orifi-
cio y el canal de flujo a una regidén aiin mas angosta corriente
abajo (después) del erificio. La diferencia de presion se mide en-
tre un punto de didmetro 1gual al del tubo corriente arriba (antes)
del orificio y un punto de didmetro igual a fa mitad corriente aba-
jo. La placa de orificio es sencilla y confiable, més cconomica
que ¢l Venturi, pero menos exacta, alrededor de £15%.

Diferencia de presion

Remotinos
-
—> : . -
B N A
Placa de Flujo restringido

orificio

Los motores de corriente divecta son muy usados como elementos
de correccidn en sistemas de control. El motor de ed bisico consta de
bobinas dc alambre montadas cn ranuras sobre un cilindro de mate-
rial ferromagnético. Este se conoce como devunado de wmadura y
estd montado, a su vez, sobre rodamientos de modo que gira con [i-
bertad en un campo magnético que se produce medianic una corrien-
te que pasa a traveés de las bobinas de alambre (figura 12.17), conoci-
das como bobinas de campo o devanado de campo. Cuando una
corriente pasa a través del devanado de armadura, sobre ¢! devanado
actian fucrzas que hacen que éste gire. Para invertir la corriente,
cada medio giro se usan fas escobillas y el conmutador a fin de man-
tenerlo girande. Con el motor contrelado por armadura, la velocidad
se modifica al cambiar la magnitud de la corriente del devanado de
armadura. Con frecucncia esto se hace usando fuentes de alimenta-
cion de voltaje fijas al devanado y se varia el tiempo para ¢l cual la
fuente estd encendida. De esta manera se controla el valor promedio
del voltaje y, por lo tanto, ¢l de la corriente. Esto se conoce como
modulacion por ancho de pulso (PWM, por sus siglas cn inglés: pul
se width modulation).
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Figura 12.17 Elementos basicos
de un motor de cd
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Figura 12.18 Motor de cd sin
ascobillas
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L . Devanado de armadura

Pelos del devanade de campo

Cn el capitulo 2 se desarrolld un modelo del motor de ed, los dia-
gramas de blogques que describen lus configuraciones se presentan
en fa figura 2.39.

Otra forma del motor de cd es el moror de od sin escobillas. Este
usa un magneto (iman) permancnte para proveer el campo magneti-
¢o, v gira dentro de un devanado estacionario. La figura 12,18 des-
cribe el principio basico donde sdlo se muestra una bobina del deva-
nado. El motor es en esencia el arrcglo del motor de ¢d  bdsico
“Iinvertido”. La velocidad de rotacién se puede controlar usando mo-
dulacion por ancho de pulso. Se usan circuitos electronicos para in-
vertir la corriente v proveer la conmutacion.

Los motores de corriente alterna constan de dos partes basicas:
un cilindro giratorio llamado rofor y una parte estacionaria denomi-
nada estator. el cual circunda al rotor y ticne los devanados que pro-
ducen un campo magnético giratorio en el espacio que ocupa ¢l ro-
tor. Este campo magnético giratorio hace gue gire el rotor,

Uno de estos motores, el motor de induccion monofasico de jaula
de ardilla, se ilustra en la figura 12.19. Ll rotor consta de barras de
cobre o aluminio que se fijan en lus ranuras de dos anillos de los ex-
tremos para formar un conjunto de conductores paralelos conccta-
dos, la llamada jaula de ardifla. Cuando una corriente alterna pasa a
través del devanado de estator, ¢ste produce un campo magnético al-
terno; s¢ induce una fucrza clectromotriz {f.e.m.} en los conductores
delroter v [luye corriente a traves de cllos. En estos conductores que
rranspartan corrienre aetdan fuerzas. E1 rotor gira a una velocidad
que determina Ja frecuencia de la corriente altera aplicada al csta-
tor. Una forma de variar la velocidad de rotacion es usar un circuito
electrénico para controlar la frecuencia de la corriente alimentada al
estator.
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Equipu basico de un sistema ds control
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Figura 12.21 Circuilo integrado
para el motor de pasos
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interruptor
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Figura 12.22 Relevador
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Motor de pasos con
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Fn algunos sistemas de control se necesita que la salida del con-
trolador conmute de encendido a apagado una corriente mucho mas
grande que la que requiere ¢l clemento de correccidn final, por &jem-
plo, la corriente que requiere un calefactor eléctrico en un sistema de
contrel de (emperatura. Esto se puede lograr mediante un relevador.
Losrelevadores son interrmptores que operan en forma eléctrica y en
los que al cambiar una corriente en un eircuito eléctrico conmutan
una corriente en ofro cireuito. En el relevador que muestra la figura
12.22, cuando hay una corriente a través del solenoide del relevador,
s¢ produce un campo magnélico que atrae a la armadura de hierro,
mueve el rodillo de empuje v, de esta manera, cierra los contactos
del interrupter normalmente abicrte (NO por sus siglas en inglés:
normally open) y abre los contactos de! interruptor normalmente ce-
rrado (NC, por sus siglas en inglés: normally closed).

En muchos sistemas de control se podria usar una salida eléctrica del
controlador para operar una valvula solencide y aprovechar esta ac-
cidn para producir una scial neumdlica u hidraulica que active un
dispositivo.

El elemente solenoide es en csencia un niicleo de hierro suave
parcialmente en una kobina. Cuando la corriente pasa a través de la
bobina se establece un campo magnético que atrac al niicleo de hie-
1o un poco mas hacia clinterior de la bobina. La figura 12.23 mues-
tra los elementos basicos de uma vdivida solenoide simple neumati-
ca. Cuando al solenoide se Ie aplica una corriente, la lanzadera se
mueve a la derecha. Esto cambia los puertos a través de los cuales
fluye el aire. Antes de activar el solenoide, la presion del aire de la
fuente de suministro ingresa a la vilvula y salc a través del puerto de
salida. Cuando el solenoide se activa, el suministro de aire se apaga
y el puerto de salidu se conecta al pucrto de escape.
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Lanzadera

mESRPRSE |

T Rescrte
de retarno
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Nucleo /
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Solencide Puerio Puerto

do salida Suministro
de escape de presién

activado

=

Figura 12,23 Valvula solencide
simple

1
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Figura 12.24 Simbolo de

valvula

Botén de presidn Vastago
Resorie Rodillo
L/ - ﬂ
Solenoide Presion

Figura 12.25 Actuadores
para vaivulas

O 7yofn =

Puerto Puerto

de salida Suministro

de escape de presién

Cuando ya no sc aplica corriente al solenoide, el resorte regresala
valvula a su posicion original. De esta manera, en la valvula que se
muestra, la corriente &l solenoide comnuta la presién de aire al puer-
to de salida de encendido a apagado.

El simbolo basico que se usa para una valvula de control es un
cuadrado; cuando la valvula se puede conmutar de una posicion a
otra se usa un cuadrado para indicar cada una de estus posiciones. En
cada cuadrado, las lineas indican las trayectorias del flujo; las fle-
chas, la direceién del mismo. En la valvula que ilusira la figura 12.23
hay dos posiciones y el simbolo que se usa es como el que muestra la
figura 12.24. En una vilvula de dos posiciones, el cuadrado del ladn
derecho cn general se usa para indicar la posicion de reposo. En este
caso, la posicidn de reposo sc obticne mediante la accidn del resorte
y su simbolo se dibuja junto a la caja del lado derecho. La posicion
de reposo muestra un puerto de suministro de presién, yue sc denota
por 1 ¢ P, conectado al puerto de salida, que se denota por2 0 A. El
puerto de escape, que se denota por 3o R, esta cerrado, El simbolo de
un solenoide se muestra junto o la caja del lado izquierdo, lo cual in-
dica las conexiones hechas cuando el solenoide se activa. Pensar en
el solenoide desiizando la caja del lado izquicrdo bajo Tas conexio-
nes de la tuberia de medo que 1{P) ahora estd cerrado ¥ 2(&) se conee-
ta a3(R). Lu figura 12.25 ilustra algunos de los simbaolas de los ele-
mentos de actuacion en valvulas.
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Figura 12.26 Control de un cilindro de accion simple

Lafigura 12.26 muestra un ejemple en ¢l que se utiliza una vilvu-
la solenoide simple para vontrolar el movimiento de un pistdn en un
cilindro de accion simple. Fi cilindro tiene un piston que se mueve
en una direccion por la presion de la vaivula v regresa por la aceion
de un resarte. Cuando la corriente pasa a través del solenoide, ta véi-
vula conmuta la posicion y sc aplica la presion para empujar el pis-
tén en el cilindro.

Como ejemplo adicional, la figura 12.27 muestra una vehvuly so-
lenoide doble para controlar el movimiento del pistdn en un cilindro.
Una valvula solenoide doble se sitia en una posicién mediante la
operacion de un solenoide y en otra posicidn por la operacion del se-
gundo sclenoide; la valvula permanece en cada posicion hasta que
recibe una sefial para cambiarla. No hay resorte, para restaurar. El ci-
lindro se denomina de doble accién puesto que requiere una presion
enun lado det pistén para moverlo en una direccién v una presién en
el otro lado def piston para regresarlo. Cuando la corricnte fluye a
través del solenoide en el extremo 1zquierdo de la valvula, el piston
s€ CmIpuja y permanece en esta posician liasta gue recibe una senal
de la valvula para regresuar al piston; la senal es una corriente que
pasa a traves del solenoide del lado derecho.
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activade,
piston empujado

Figura 12.27 Controi de un cilindro de doble accién

Ejemplos de sistemas de Los siguientes sistemas de contro! emplean los elementos descritos

control

AV

Entrada a

través de la
posicion del

CUrsor

AV .

Potenciémetro

al inicio de este capitulo.

Con frecuencia los potenciémetros se usan con sistemas de con-
trol con motores de cd para lu realimentacion de la posicion, de
modo que el motor se puede utilizar para mover algin objeto a una
posicion requerida. La figura 1228 describe un ejemplo sencillo e
ilustra el equipo basico. La figura 12.29 es el diagrama de bloques
para ¢l sistema de la figura 12.28 y muestra las funciones involucra-
das,

Amplificador operacional
sumador para dar |a sefial
de error Elemento de correccion

Amplificador
de pulencia

Engrane reducior

Carga

— v
L

Tormille que mueve

» la carga
» .

. L La salida es
Voltaje de realimentacion la posician
de la posicién real de carga

Vo

El cursor del potencidmetro
gira con el tornitio

Figura 12.28 Sistema de control de posicion
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Potencidmetro

—»

Entrada de
posicion
deseada

Voltaje

Amplificador operacional Correccién Salidu
| Contrel | posicién
T proporcional T i de la carga
Amplificador Engrane
Sumador de potencia )— Motor yiomiie [—] ©arga >

Realimentacion relacignada
cen la posicion real

Potenciametro

|
4

de mediclon

Figura 12.29 Sistema de control de posicion

La entrada es una posicién descada que se fija mediante la posi-
cién del cursor de un potenciometro. La reatimentacion de la posi-
cion se logra con otro potencidmetro, El voltaje de entrada yelde
realimentacion se combinan para producir el crror; en este ejemplo
se combinan con un amplificador operacienal (el arreglo que presen-
ta la figura 12.2 podria ser una alternativa). La sefial de error, enten-
ces, se amplifica para proporcionar una senal para controlar el ele-
mento de correccién, el cual es un motor de cd. La salida del motor,
después del engrane reductor, gira un tornillo, el cual, a su VCZ, mue-
ve a la carga.

Debido a que el motor no es un sistema de orden cero, no respon-
derd en forma instantanea a cualquier cambio s1ibito en la entrada
(vea la pagina 67 para un analisis de la tearia basica de un motor de
cdy lapdgina 158 para la representacion mediante diagramas de blo-
ques y la obtencion de su funcién de transferencia). Es probable que
el sistema global sea de segundo orden, lo cual significa que cuando
haya una cntrada escalon, la salida tomara tiempu para alcanzar la
salida descada y quiza oscile alrededor de éste mientras se asienta al
valor en estado estable. Se puede pensar en una situacion como ésta,
I.a entrada escalon hace que ef eje del motor se acelere y cambic la
posicion de la carga y, debide al tiempo de retardo inherentc al siste-
ma, existe un atraso antes de que la posicién de la carga se alimente
de regreso al amplificador sumador, de modo que la carga sobrepasa
su posicion final y oscila alrededor de ia posicién requerida. La velo-
cidad a la que estas oscilaciones desaparecen depende del amorti-
guamiento en el sistema; mientras mas grande sea la ganancia del
amplificador, mayor serd la cantidad de amortiguamicnto requerido,
Sin embargo, sc podria buscar una ganancia alta a fin de que el siste-
ma tenga una respuesta rapida a un cambio en la entrada.

Una forma de tener una respuesta de alta velocidad con pocas os-
cilaciones es usar un sistema que tenga en cuenta la velocidad a la
que cambia la posicion de la carga, es decir, el control PDren lugar de
usar s6lo el control P. Esto se puede lograr al modificar el circuito
del amplificador operacional mediante lu insercién de un capacitor
enla linea de entrada, como ilustrala figura 10.27. Sin embargo, otra
forma mds comun de lograr el mismo efecte es usar un segundo lazo
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de realimentacion, ¢l cual proporciona una medicién relacionada
con la velocidad a la que cambia la posicidn de la carga; ésta se de-
nomina realimentacion de velocidad. La figura 12.30 muestra cémo
se puede modificar el sistema de la figura 12.29 para incluir la reali-
mentacion de velecidad y la figura 12.31 ilustra el diagrama de blo-

que funcional.

Potenciémetro de entrada

Vo

Amplificador sumador
para las posiciones de
entrada y salida

Amplificador sumador

Amplificador
de potencia

Tacogenerador

Elemento de correccion

Engrane reductor

Tornille

Reallmentacion del voltaje
proporcional a la velocidad

v+

Potenciometro

»
ot giratorio, & cursor
Realimentacion del voltaje gira con el tornillo
propercional a la posicién
V-
Figura 12.30 Sistema con realimentactdn de velocidad
Amplificador . Salida,
sﬁmador Salida posicion
Entrada rotaclonal
. . amplificador | Motor . - Engrane | | (Carga »
de potencia y tornilio
Amplificador
sumador
> Medicidn de
- velocidad
Realimentacion de velocidad, -
realimcntacion de estabilizacién
P Medicion de
- posicion
Realimentacién de posicidn,

realimentacion de monitoreo

Figura 12.31 Sistema con realimentacion de velacidad
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Un sensor, por gjemplo, un tacogenerador, permite oblener un volta-
je proporcional 2 1a velocidad de rotacion del eje v, por lo tanto, pro-
porcional a la velocidad en que cambia la posicién de la carga. De
esta manera, cuando hay un cambio subito ¢n la entrada al sistema de
control y ¢l ¢je del motor se acelera en forma sibita, el tacogenera-
dor proporciona una sefial de realimentacion; esta sefial se sustrae de
la sefial de realimentacion de posicion v amortigua la razon de cam-
bio. con lo que se reduce 1a oscilacién.,

Ejemplo 1

Un sisterna de control de posicion que invaluera un motor con ambas
realimentaciones, de posicion v de velocidad, se modela mediante el
sistema gue muestra la figura 12.32. Determinar ¢l factor de amorti-
guamiento relative cuando @) no hay realimentacién de velocidad y
£) si hay realimentacion de velocidad.

Respuesta

Figura 12,32 Ejempio 1 . . . . . .

9 J8mp a}  Sinrealimentacion de velocidad, el sistema tienc una funcidn de
transferencia de

8/ s(s+2) _ ]
1+87s5(s+2) s{s+2)i8

Gis)=

El denominuder tiene la ecuacién s* +2s+&; asi, 1a frecuencia
! ' ~

natural es v8 =2.8 rad’s y 28, =2, por lo tante el factor de

amortiguamiento relativo &, es 0.36.

) Con realimentacicén de velocidad se pueden reemplazar las par-
tes 8/s(s + 2y y 574 del sistema mediante un solo bloque (vea la
pagina 132 para un efermnplo de esta simplificacion) si la funcidn
de transferencia es

8/s(s+2) B 8 8

V+[8/s(s+2)i[s/4]  s(s+2)+2s 5% 4 45

La funcion de transferencia global del sistema es, de esta manera

Gls)= 8/ (s° A 45)
1+8/(s" +4s)

Eldenominador tiene la ecuacién sF e+ 8, por lo tanto, la fre-
cuencia natural cs ¥8 =28 rad/s v 20w, =4, y asi, el factor de
amortiguamicnto rclativo £, es 0.71.
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Figura 12.33 Problema 2

Figura 12.34 Problema 3
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Sugiera elementos de medicion que podrian usarse para propor-
cionar sefiales de realimentacion para lo siguicnte:

@} La velocidad a la cual fluye la luz a través de una tuberia.
by La velocidad 4 la que gira un gje

¢) Laposicion dei elemento de una maquina

2 La figura 12,332 muestra un sistema de control de posicién.

Explicar ¢c6mo trabaja y mostrar que el modclo de la figura
12.33% pucde describir el sistema.

3  Lafigura 12.34 muestra un sistema de centrol de espesor de una

hoja de material. Sugerir los posibles elementos que sc podrian
usar para el sensor de espesor y para el actuador lineal.

Motor controlade
por armadura

Amplificador

Engrane redustor

Tornillo que mueve

la carga
La salida es
la posicidn
El cursor del potenciometro de carga
gira con el tornilio
X(s) K ¥(s)
s{sT+1)

Motor

Controlador

Actuadar
lineal

Ampliticador

Roditlos

Sensor de
aspasor \
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4 Lafigura 12,35 describe un sistema de control de posicién con
realimentacidn de velocidad. Determinar el factor de amortigua-
miento relativo del sistema cuando no hay realimentacion de ve-
locidad y determinar ¢] valor de & necesario para proporcionar
un factor de amortiguamiento relativo de 0.6 cuando se usa la
realimentacién de velocidad.

Amplificador
K 1 Pasicidn
Ganancia
10 s(s+2) I ’
! ‘
i ks
| S

Figura 12.35 Problema 4

3 Sugerir un sistema de control que se pudiera usar para ¢l control
de un brazo artificial.




Introduccion

Procesos discretos

Control de procesos discretos

Un procesa discreto involucra distintas operaciones, cada una de las
cuales tiene una condicidn definida para iniciarse. El control es, en-
tonces, una secuencia de operaciones. Asi s¢ podria ¢jcreer ¢l con-
trol de modo que inicie la operacion 1y la operacion 2 no pueda ini-
ciar hasta que se complete la operacidn 1, la operacion 3 no puede
iniciar hasta que se complete la operacidn 2, eteétera; esta secuencia
estd manejada por eventos. De forma alternativa se pueden tener
operaciones en secuencia en tiempos preestablecidos, por ¢jempleo,
la operacidn 2 inicia 30 s despuds de la operacion 1; esta secuencia
esta manejada por tienpo.

Este capitulo presenta el control de procesos discretos, que se
ilustra con el estudio del secuenciado mediante cilindros neumati-
cos, para después describir el uso de controladores légicos progra-
mables,

Un ejemplo sencillo de qué significa control de procesos discretos es
la lavadora de ropa doméstica. Al accionar el interruptor de inicio se
abre una valvula quc permite que ¢l agua pasc a la tina de la lavado-
ra. Cuande ¢l sensor indica que ¢l agua estd en el nivel requeride, la
valvula se cierra de forma que se completa la operacion 1y puede ini-
ciar la operacion 2. Se enciende entonces el calentador. Cuando el
sensor indica que la temperatura del agua ha alcanzadeo el valor
preestablecido, el calentador se apaga. La cperacion 2 se completa y
entonces puede iniciar la operacion 3. La tina de la lavadora inicia el
movimiento y continda por un tiempo preestablecido, digamos 3 mi-
nutes. La eperacién 3se completay entonces puede iniciar la opera-
cion 4. La secuencia de operaciones continia hasta que sc completa
la secuencia requerida.

Con cl control dc procesos discrctos, las operaciones se realizan
en secuencia de acuerdo con un programa establecido. Una sola ope-
rucion podria ser un proceso de control en lazo cerrado o uno en lazo
ahierto controlade por tiempo con operaciones en una secuencia de-
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Figura 13.1 Carta de tiempos

terminada por condiciones, quizd iniciar cuando la operacion 1 se
haya completado o cuando hayan ocurrido los eventos 1 y2 o en al-
gun otro orden preestablecido de tiempos.

A continuacidn se presentan algunos métodos para describir pro-

cesos secuenciales.

Listas de instricciones
Una lista de instrucciones establece con palabras la sccucncia de
acciones que llevan a cabo para cada paso en la secuencia reque-
rida.  Por ¢jemplo:
Lasalida A se presenta cuando ocurre la entradaly han trans-
currido 100 s,
Lasalida B se presenta cuando ocurre la entrada 2y han trans-
currido 10s.
Lasalida C se presenta cuando ocurre la entrada3 y han trans-
curride 10s.
cteétera

Diagramas de tiempos del proceso

Un diagrama de tiempos del proceso ¢s una gralica que describe
cada una de las operaciones de la secuencia como funciones del
tiempo. T.a figura 13.1 ilustra esta situacidn.

Paso num, 0 1 2 3
1 1= cneendido
Entrada ¢ 0 T 0 afto
. 1
Entrada 2 5 —I 0= apagado
o bajo
Entrada 3

(=R
]

Enirada 4
1
Salida A
J
Salida B !
ol
Salida C :
o —
Etcetera
I I I 1 -
o 10 z0 30 40

Tiempe en segundos
o

Diagramas de escalera

Estos muestran cada paso en el procese como el escalédn de una
cscalera. La figura 13.2 ilustra este caso: sc inciuven las notas
para explicar kas condiciones especificadas para cada escalon,
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Simbolos de fos
diagramas de escalera

Entrada come un contacte
abierto hasta que se
presente la entrada

Entrada come un contacto
cerrado hasta que se
presente la entrada

Salida

Instruccidn espec al

Figura 13.2 Diagrama de escalera

Figura 13.3 Diagrama de fiujo
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Entrada 1 Salida A

La salida A se presenta
cuando ocurre |3 entrada 1

®

Entrada 1 Entrada 3 Salida B

Hi

Entrada 4 Salida C

| a salida B se presenta cuando
ocurren fas entradas 1a 3

0

La salida C se presenta cuando
ocurren tas entradas 4 o 5

Q

Entrada 5

Un diagrama de escalera es como un circuito eléetrico; los la-
dos verticales de la escalera estan conectados a la alimentacion
de voltgje v los escalones son circuitos con interruptores como
entradas v dispositives que se encienden o apagan por la accion
de los interruptlores en un escaldn como salidas. En el capitulo
14 se dan mas ejemplos.

Diagramas de flujo

Ln diagrama de flujo usa bloques para representar cada paso y
lineas para mostrar la trayectoria de un pasc a otro (figura 13.3).

Inicie

»-
>

Condieion " Ne

de prueba

Si

Accion

A

Condicion
de prueba

No
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Condigiones de inicio

Pasno 1 Sefiales de comanda

Criteric
de prueba

Paso 2

|

Sefiales de comando

Crlterio
etcétera de prueba

Figura 13.4 Diagrama de funciones

Control de calidad

Inicio
A Valvula
i Mezglador
: [

Control de temperatura

iy
e

Valvula

Salida

a}

)

Figura 13.5 Ejempio:
a) la mezcla de liquidos,
b) diagrama de tiempos

—_ 1
Paso 1 |— Pasoc1 p—
P OR
|- Prueba AND
:——i L Prueba Prueba
Paso2 | Pasn3 [ .| Paso?2 Pase 3 [
7"'_“77 — Prueba — Prueba
— Frueba
Ramificacion AND Ramificacian OR

Paso inicial
de un cicle

S Diagramas de funciones secuenciales

Para representar cada paso, estos diagramas usan bloques uni-
dos con lineas que indican las transiciones de un paso a otro. La
figura 13.4 muestra su forma.

Ejemplo 1

Esbozar el diagrama de tiempos del proceso para fa mezcla de los 1i-

quidos A y B. La figura 13.5a ilustra €] proceso y 1a lista de instruc-

ciones es como sigue:

1 Presionar el botén de inicie. El tanque de mezclar se empieza a
llenar con cantidades medidas de A v B duranie 4 minutos.

2 El calentador se enciende y el mezclador opera para mezclar el
contenido en el tanque durante 5 minutos.

3 Elcontenido del tanque se bombea hacia el exterior en 3 minu-
t0s.

Respuesta
La figura 13.56 muestra el diagrama de tiempos.

Operacion Llenade Mezclado Desagie
on
Razén de flujo A
off
Razon de flujo B on
off
on
Mezclador
off
on
Controlador de temp.
off
Bomba de desagle on
off
| | 1

Tiempo en minutos 0 4 g 12
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Secuenciado mediante Muchos sistemas de control emplean cilindros neumaéticos o hidrau-

cilindros neumaticos licos como elementos de actuacion. Por ejemplo, si hubicra dos ci-
lindros, A y B, v se requiere que al presionar el boton de inicio, €l
piston det cilindro A se extienda, cuando lo esté completamente, el
piston del cilindro B también estara extendido. Si esto ocurre, el pis-
tén del cilindro A se podria retraer, y cuando esté por completo re-
traido se¢ podria hacer que el piston del cilindro B se retraiga, En ¢l
estudio de control secuencial con cilindros es comun asignar una le-
tra de referenciz A, B, C, D, etcétera, a cada cilindro y para indicar ¢l
estado de cada cilindro se usa un signo +si estd extendido o un signo
—si estd retraido. De este modo, la secuencia de operaciones es A+,
B+, A—, B— La figura 13.6 describe un circuite que se podria usar
para generar esta secuenciz. La secuencia de operacicnes es:

1 Al principiv ambos cilindros tienen los pistones retraidos. Se
presiona el boton de presién de inicio de la vélvulal, con lo que
se aplica presién a la valvula 2, el interruptor limite b— inicial-
mente estd activado y, por lo tanto, opera la valvula 3 para apli-
car presidn al eilindro A y extenderlo.

ili : ilindro B imi
Cilindro A Interruptores limite © Interruptares limite

’ a— I a+ I b- I b+
La valvula 6 opera
La véalvula 3 opera mediante sefales

median!g sefiales g depresion
de presion
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b- 2 4 \ 5 7
L y Y at A
Jar N M < M Jer A\
TIT b LL_TIT T +L
B v @ v O, v
Inicio ! 1 .
Las valvulas 2, 4, 5 y 7 operan mediante
G: el vastago de un interruptor limite y un
T.T regorte de retraccién

v

La valvula 1 opera mediante el
botén de presion y ¢l resorte
de retraccion

Figura 13.6 Opsracion secuencial de
dos actuadoras
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Ciilerlo de inicio
b-cerrado

a cerrado

Ci botén de inicio
esta presionado

A se extionde

—— a- abre

_—1—_ a+ clerra

o b- abre
‘E b+ cierra
Pasc 4 ——I A retraido

a+ abre
L_C a-Cclerra

B refraido

Figura 13.7 Diagrama dc funciones

2 Elcilindro A se extiende y libera al interruptor limite a—, Cuan-
do el cilindro A estd extendido por completo, el interruptar Timi-
te a+camnbia de estado, Esto también cambia el estado de la vél-
vula 5y propicia que se aplique presion a la valvula 6 para que
cambie de estado y, asi, aplicar presién al cilindro B para quc su
piston se extienda.

3 Ei cilindre B se extiende, liberando el interruptor limite b-,
Cuando el cilindro B estd extendido por completo, el interruptor
limite b+ cambia de estado. Esto también cambia el estado de la
vilvulady propicia que se aplique presion a fa valvula Gpara que
cambie de cstado y, de csta forma, aplicar presion al cilindro A
para iniciar la retraccion de su piston.

4 FElcilindra A se retrac v libera el interruptor limite a+. Cuando ¢l
cilindro A estd retrzido por completo, el interruptor limite a—
cambia de estado. Esto también cambia ef cstado de la valvula 7
y propicia que se aplique presién a la valvula 3y, de esta manera,
aplicar presion al ciiindro B para iniciar la retraccion de su pis-
Lomn.

5 Elcilindro B se retrae y libera el interruptor limite b+ Cuando ¢l
cilindro B estd retraido por completo, ¢l interruptor limite h—
cambia de estado para completar ¢l ciclo.

El ciclo se pucde iniciar otra vez pulsando el boton de inicio. Si se
quisiera que el sistema trabajara de manera continua, entonces cl tj-
timo movimiento en la secucncia deberd tener un disparo al primer
movimiento. La figura 13,7 mucstra como debe aparecer la secuen-
cla anterior cuando se representa con un diagrama de funciones,
Una alternativa para realizar la secuencia anterior requiere el su-
ministro de aire para encender o apagar valvulas cn grupos y se de-
nomina control en cascada. Fste anula el problema que s presenta
con circuitos (formados como ilustra la figura 13.6) de airc quE que-
dan atrapados cn la linea de presion para controlar una valvula v asi
evitan que la valvala cambie de estado. Con el control en cascada, la
sceuencia de operaciones se divide en grupos sin que aparezca, en
cada grupo, mas de una vez la letra de un cilindro. De esta manera,
para A+, B+ B-, A—se pueden tener los grupos A+ B+y A—, B-.
Entonces se usa una vilvula para cambiar ¢) suministro de aire enire
los dos grupos. En la linea que selecciona el primer grupo se incluye
una valvula de inicio/paro, y si la secuencia se repite de manera con-
tinua, la ultima operacién debe propercionar la sefial para iniciar la
secuencia una vezmas. La primera funcién en cada grupo sc iniciali-
za mediante el grupo que se enciende; acciones adicionales dentro
del grupo se controlan mediante valvulas operadas por interruptor, y
la operacion de la dltima valvula inicializa ol siguiente Erupo que se
scleccione. La figura 13.8 muestra el circuito neumatico,
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Figura 13.8 Control en cascada que se usa para
proporcionar la secuencia A+, B-, B-, A-

Ejemplo 2

Establecer la secuencia que se presentard con dos cilindros, A v B,
cuando se presione el botdn de inicie del sistema de la figura 13.9,

Respuesia

Este es un ¢jemplo de control ¢n cascada. Cuando se presiona ¢l bo-
ton de iniclo. se suministra aire para cambiar de estado la valvyla
que controla ef cilindro A, de mode que éste se extiende. Cuando a+
esta activado, se logra que B se extienda. Si b+ estd activado, se se-
lecciona ¢l grupo 11, lo cual hace que A se retraiga. Cuando a— esta
activado, B sc retrac. Asi, la sccuencia es A+, B+, A-, B~
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Figura13.9 Ejemplo 2
Ejemplo 3

La figura 13.10 muestra un sistema de control con (res cilindros: A,
By C, y que usa valvulas controladas por solenoide y relevadores.
Establecer la secuencia que tendra cuando se cierra el interruptor de
inicio y utilizar un diagrama de escalera para describirla.

Respuesta

Cuando el interruptor de inicio se cierra , la corriente se suministra a
los solenoides A+ y B+. Esto propicia que las valvulas cambien de
estado y, de esta forma, apliquen presion a los cilindros A y B; por lo
tanto, ambos pistones se extienden. La extension de los dos pistones
cierran los interruptores limite a+ y b+. Al cerrar a+, alimenta co-
rriente a la bobina del relevador 1, el cual cierra sus contactos y, de
esta manera, suministra corriente al selenoide C+. Esto propicia que
C se extienda y, por lo tanto, ¢+ se cierra: asi [a corriente sc alimenta
a A—y B—, causando que ambos sc retraigan. Cuando A se retrae, a—
se cierra y se aplica corriente a la bubina del relevador 2. Este cierra
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sus contactos, permitiendo que la corriente fuya a través de C—, por
lo tanto, C se retrae. La secuencia es, de este modo, A+y B+ con for-
ma concurrente, C+, A—y B-concurrentemente, C—~. La figura 13.11
describe el diagrama de escalera para la secuencia.

c+
Y F]
A
-V -V
1T r /T T
A+ viv |A- vy viv
Contactos
del relevador 1
| —
. N
In;:;o/ Bobina del Bobina del Contactos del relevador 2
P relevador 2 relevadar 1
+V v v
Figura 13.10 Ejemplo 3
Inicio As
At cerrar el interruptor de Iniclo se acti-
van los solenoides A+ y B-
B-
a+ Relevador 1
Al cerrar el interruptor limite a+ se
acliva el relevador 1
Refevador 1 b+ C+
Con {os contactos del relevador 1
caerrados y b+ cerrado, C+ se activa
C+ A—
I Al cerrar el interruptor limile ¢+ se
activa el A-y B-
\_EO—
a- Relevador 2
Ad cerrar e interruptor limite a— se
activa el relevador 2
Relevador 2 c-
Al cerrar los contactos del relevador 2,
| se activa G~
FIN Bloque que indica el fin del programa

Figura 13.11 Ejemplo 3
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Microprocesadores como
controladores

Controladores lagicos
programahles

Un mieroprocesador es un solo componente electronico que contie-
ne la CPU (por sus siglas en inglés: central processing unity de
una computadora. Un microcontrolador es una computadora digital
completa como un solo componente electrénico. De esta forma, éstc
contienc la CPU, la memoria v ia entrada salida, [/O (por sus siglas
en inglés inputiouipury, por ejemplo, el MCO8HC11E] tienc 12 K
bytes de ROM (por sus siglas en inglés: read-only memory), 512
bytes en el chip de EEPROM (por sus sigias cn inglés: electronic
erasable programmable read-only mentory), 12 bytes en el chip de
RAM (por sus siglas en inglés: randomn: access memory), un sistema
de temporizacién, circuitos de interfasc, un convertidor analdgico
digital de 8-bits y 38 lincas de entrada salida de propésito general.
Los microcontroladores son muy usados para control coma disposi-
tivos dedicados embebidos en las aplicaciones; por ejemplo, como
controladores de la maquina en automéviles o lavadoras do ropa do-
mésticas, y como contreladores de exposicion y enfoque autonidtico
en camaras fotograficas. Una forma dedicada de sistema busado en
microprocesador que s usa con amplitud para control, en particnlar
para control de procesos discretos, es el controlador logico progra-
mable (PLC, por sus siglas en inglés: programmable logic contro

fler) que se estudia con mayor detalle en la sigulente parte dc cste ca-
pitula.

Para mayores detalles de la arquitectura v prograiracion de los
microprocesadores, se recomiendan al leclor 105 textos Micropro-
cessor Technology de S. Anderson (Newnes, Butter-
worlh-Heinemann, 1994), Microprocessors: Theory and
Application de M. Rafiquzzam (Prentice Hall, 19923, The M6SIICH]
Microcontrotler de M. Kheir (Prentice Hall, 1997), Progranming
and Interfacing the 8051 Microconirelier de §. Yeralan y A. Ahlu-
walia (Addison-Wesley, 1593).

Un controlador Idgico programable (PLC) ¢s un microprocesador
para uso cn control general que emples memoria programable para
almacenar instrucciones e implementar funcianes lagicas, de se-
cueneia, de temporizacion, de conteo v aritméticas. El PLC se pro-
grama de modo que el programa de control pucde ingresar mediante
un lenguaje sencillo, en general de la forma de programas de escale-
ra. Para modificar el programa de control, el operador séio necesita
alterar cl programa de escalera, La [igura 13.12 ilustra Ia forma basi-
ca de un sistema PLC.

La unidad de entrada/salida propotciona los canzles de enlace en-
trada/salida a través de los cuales se coneetan los dispositivos de en-
trada como los sensores, y los dispositivos de salida como los moto-
res o solenoides. Cada punto de entrada/salida tiene una direccion
linica que se puede usar mediante la CPU. Los canales de entradafsa-
lida proveen aislamiento y acondicionamiento de la sefial, de modo
due sensores y actuadores con frecuencia se pueden conectar en for-
ma directa a éstos sin necesidad de circuiterfa adicional.

i
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Figura 13.12 E!sistema PLC

alimentacién

319

La figura 13.13 ilustra la forma basica del canal de entrada de un
PLC con un optoacoplador para aislamiento. Cuando el pulso digital
pasa a traves del diodo emisor de luz del optoacoplador, se produce
un pulso de radiacién infrarroja, al que detecta un fototransistor y
presenta un aumento de voltaje. De esta manera, un pulso digital en
un ¢ircuito Ievanta un pulso digital en otro cireuito; ¢l cspacio entie
cl diodo emisor de luz y el fototransistor produce ¢l aislamiento

eléctrico.
PLC LED Fntnlransmtor
° l
Enirada |
alPLe Sefial ala
CPU
T
Diodo de
proteccién Optoacoplador _

Figura13.13 Canal de entrada de cd

hasico

Circuito divisor
de voltaje

1.os canales de salida se especifican como de tipo relevador, upo
transistor o tipo triac. Con el de tipo relevador (figura 13.14) la sefiai
de sakida del PLC se usa para operar un relevador; asi, ademas de no
estar aislade del eircuito externo, es capaz de manejar corriente del
crden de varios amperces cn un cirouito cxterno. Se dispone de estas
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PLC

N

T ‘LO__

Relevador

Salida

Figura 13.14 Canal de salida tipo
relevador

Figura 13.15 Cana! de salida tipo
transistor

salidas para mangjar cd y ca y soportar cambivs sibitos de corriente
v voltajes transitorios. El de tipo transistor (figura 13.15) usa un
transistor para manejar corriente a través de un circuito externo. Esto
produce una accion de conmutacién muy rapida, que, sin embargo,
es solo para mancjar cd y se destruye por sobrecorrientes o voltajes
de inversa allos. Las salidas de triac, con optoacopladores para aisla-
miento, se usan para controlar cargas externas conecladas a fuentes
de alimentacion de ca.

PLC

Qutoacopladur [
Fusible Sgzlida

¥ H

e L

§
B

{In PLC corre su programa en forma continua, actualizindolo
como resultado de fos cambios en las sefiales de entrada. Para actua-
lizar se pueden usar dos métodos: la actualizacién continua y el co-
piado masive de las entradas/salidas. Con la actualizacién continua,
cada unio de los canales de entrada se revisan cn la sccuencia que se
presenta en el programa, haciendo los cambios en ¢l programa, que
es la forma de actualizar las salidas. Después de completar ¢l ciclo
completo, el programa se repite y cvando una salida se actualiza,
permanece en ese estado hasta que alcanza el siguiente ciclo. Dado
el tiempo que se invierte cn cuestionar cada una de fas entradas en
(urno, ¢l tiempo necesario para completar un ciclo puede ser conpa-
rativamente largo. Con el copiado masive de entradasssalidas, estc
tiempo se reduce. Se asigna un drea de memoria como bufer de al-
macenamiento entre Ia CPU y la unidad de entrada/salida. Al iniciar
el cicle del programa, la CPU revisa todas las entradas y copia su es-
tado en el bufer de almacenamicnto. A medida que el programa se
efecuta, sc leen los datos almacenados, se implementan las instruc-
ciones en el programa y las sefiaies de salida se guardan en el biler
de almacenamiento. Al final del ciclo, todas las salidas se implemen-
tan con la informacion en el bufer de almacenamiento.

La CPU dcbe ser capaz de identificar cada entrada y salida espe-
cificas mediante la localizacién de direcciones de cada una. Una di-
reccion es, por lo comta, una letra que indica si cs una entrada ¢ una
salida, y un mimero de tres digitos. Es comun usar X o I para enira-
dasy Y u O para salidas, De este modo, en un PLC Mitsubishi, X400
podria ser la direccidén de una entrada y Y430 Ia de una salida.
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Entrada 1 Entrada 2 Salida
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Entrada 1 Salida
Entrada 2
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Figura 13.16 Compuenas logicas:
a) AND, b) OR

Figura 13.17 Ejemplo 4
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En programas de PLC es comun usar diagramas de escalera. Cada
escaldn en la escalera define una operacién y sc lee de izquierda a
derecha; los escalones en la escalcra se leen de arriba hucia abajo.
Cada escalan debe iniciar con una enfrada o entradas y terminar, al
menos, con una salida, Cada entrada y salida se identifica por su di-
receion y puede aparecer mas de una vez en el programa. El escalon
final deun ciclo se indica mediante la instraccién FIN {END).

Agui se mencionan algunas operaciones basicas que se pueden
realizar con un PLC.

t Compuertus fogicas AND y OR

La figura 13.16 muestra ¢c6mo realizar estas compuertas. Con ia
compuerta AND sélo hay salida si existen entradas aly 2. Con la
compuerta OR hay salida cuando existen la entradalo la entrada
2.

2 Secuencias simples

Estas se pueden producir si una salida activa una cnirada, la cual
puede a su vez activar la siguiente salida

Ejemplo 4

Dibujar un programa mediante un diagrama de escalera para un sis-
tema neumdtico (figura 13.17) con vélvulas solenoides dobles que
contrelan dos cilindros de doble accion, A v B, si se usan los inte-
rruptores limite a—, a+, b—, b+ para detectar 1os movimientos de los
vastagos de los pistones en los cilindros y la secuencia de activacion
requerida de los cilindros es A+, B+, A—, B—.

+ B b— b+

=N
===

Respuesta

La figura 13.18 muestra un posible programa. En el primer escalén
se incluye un interruptor de inicio de entrada. De esta manera, A+
solo se presenta cuando el interruptor de inicio y el interruptor b- es-
tan cerrados. Cuando A+ se presenta, el interruplor a+t esté activado,
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Figura 13.18 Ejemplo 4

Figura 13.19 Entradas de apertura de

contactos

Cntrada

Figura 13.20 S3alidas malliples

Figura 13.21

Salida 1

Salida 2

Enclavamianto

1o cual conduce a la salida B+. Esto cierra el interruptor b+ y conduce
alasalida A—, cerrando a—y produciendo as{ la salida B— Conlo an-
terior concluye el ciclo y conduce otra vez al primer escalon, el cual
cspera que se cierre el interruptor de inicio antes de que se repita.

3 Entrada de contactos normalinente cerrados
La figura 13.19a muestra cOmo s¢ presenta una salida cuando no
hay entrada 1; st la entrada ocurre, la salida desaparece. En la fi-
gura 13.19h la salida se presenta cuando no hay entrada |, pero
existe la entrada 2; si la entrada | sc presenta, entonces la salida

desaparece.
Entrada 1 Simﬁﬂ Entrada 1 En:rar;is(a\ldj_‘1
a) 0)

4  Salidas multiples
La figura 13.20 muestra cdmo una entrada se puede usar para
energizar dos salidas.

5 Enclavamiento (latcheo)

A menudo se presentan situaciones en [as que es necesario man-
tener una salida cnergizada, aun cuando la entrada responsable
de su energizacién haya desaparecide. Esto se Jogra con ¢l en-
clavamiento. La figura 13.21 describe el gjemplo de un diagra-
ma de escalera con enclavamiento. Cuando la entrada 1 s pre-
senta se produce una salida; sin embargo, cuando ceurre la
salida, ésta cierra otra conjunto de contactos de entrada, los cua-
les forman una compuerta logica OR con los contactos de entra-
da. De csta manera, aun si la entrada desaparece, la salida per-
manece encendida. La Unica forma dc detener la salida es abrir
los contactos para aplicar una entrada ¢n la entrada 2.

Enlrada 1 Entrada 2 Salida
4

Salida
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Figura 13.23 Usc de un relevador
interno para salidas multiples
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Ejemplo 5

Dibujar un programa mediante un diagrama de escalera para un mo-
tor que lo enclavara en encendide cuando se presione ¢l botdn inte-
rruptor de entrada y le apague cuando se usc ¢l interruptor de paro; la
lampara de sefializacion indica si el motor estd apagado o encendido.
Respuesta

La figura 13.22 muestra un posible diagrama del programa. Sm cn-
tradas, la lampara de sefializacion para el motor apagado ¢sta encen-
dida. Cuando el interruptor de inicio se cierra — sus contactos estin
normalmente abiertos — sc aplica la potencia al motar. Esto enclava
al motor en encendido. Lo anterior tambicn produce una salidaen la
lampara de seiializacion para el motor encendido. Cuando cl inte-
rruptor de pare se abre — sus contactos estan normalmente cerrados —
la salida al motor desaparcce vy se enciende la limpara de sefializa-
¢idn para la polencia apagada,

6 Relevadores internos

Los PLC tienen clementos internos que sc comportan conio re-
levadores internos. Para programacion se puede considerar que
¢stos tignen una salida que puedce aparecer en un escaldn del pro-
grama y cantactos coma entrada en ofro cscalén. La figura
13.23 muesira como se podrian usar relevadores internos para
iniciar varias salidas diferentes. Cuando ¢l interruptor de inicio
s¢ ¢icrra, ¢f relevador interno se energiza. Esto enclava la entra-
da de iniclo y también inicia a la salida 1. Esto serfa el suininisiro
de potencia a una maquina. Entonces, la cotrada 2 energizara la
salida 2, la entrada 3 energizara a la salida 3, etcétera.

Ejemplo 6

Dibujar un programa mediante un diagrama de cscalera para un sis-
rema neumatico (figura 13.17) con vélvulas de control solenoide de
deble aceidén y dos cilindros de doble accion, A y B, si los interrup-
teres limite a—, a+, b-, b+ deteetan los limites de movimicento de los
vastagos de los pistones en los cilindros y se requiere la secuencia A
+ B+, A-, B—

Respresiu

Esta es una repeticion del ejemplo 4 de este capilulo, pero usando
control en cascada. El grupo I es A+, B+y el grupo 11, B— A Lafi-
gura 13.24 describe un posible diagrama para el programa con un re-
levador interno para conmutar entre los dos grupos. Cuando el inte-
rrupter de inicio se cierra, el solenoide A+se cnergiza. Esto hace que
¢l interruptor Hmite a+ sc cierre seguido por el estado B+. Con ello
cierra al interruptor limite b+ vy, de esta manera, energiza la bobina
del relevadar interno. Como resultado B— ocurre y b— se cierra se-
guido por el estado A—, y asi se completa el ciclo.
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Figura 13.24 Ejemplo 6

Entrada Temporizador

Temporizador Salida

Figura 13.25 Temporizador
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Figura 13.26 Ejemplo 7
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7 Temporizadores

En los PLC los temporizadores se consideran en general como
relevadores con bobinas, los cuales, cuando se energizan, produ-
cen el cierre o apertura de contactos de entrada después de cicrto
tiempo preestablecido. Existen diversas formas de temporizado-
res, aungque con PLC pequefios sdlo hay una [orma: los tempori-
zadores con retardo de conexidn. Estos se encienden después de
un retardo particular. Los temperizadores con retardo de desco-
nexion estan encendidos por un periodo antes de apagarse. Los
temporizaderes de pulso se cncienden o apagan por un periodo
fijo. La figura 13.25 muestra parte del diagrama de un programa
que involuera un temporizador con retardo de conexion. Cuando
hay una entrada, el temporizador se energiza e inicia la tempari-
zacion. Después del tiempo preestablecido, sus contactos se cie-
rran y se presenta la salida.

Ejemplo 7

Dibujar un programa mediante un diagrama de escalera que se pueda
usar para realizar el encendido secuencial de los motores A, By C de
medo que cuando el interruptor de inicio se clerre, arranque el motor
A, 10 s después arranque ¢l B y después de 30 s lo haga ¢l motor C.

Respuesta

La figura 13.26 describe el diagrama de un posible programa. Cuan-
do el interruptor de arranque sc cierra, el relevador interno sc energi-
za. Este enclava el arranque, inicia a los temporizadores 1y 2, y en-

e
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Figura 13.28 Ejempio 8
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ciende el motor A. El temporizador 1 se preestablece al0s y ella los
30s. Después de 10, se cierran los contactos del temporizadorl y se
enciende ¢l motor B, luego de 308 s¢ cnciende ¢l melor C.

8 Contadores

Por lo comun los contadores se consideran como relevadores con
bobinas que cierran o abren contactos cuando reciben el niinero de
cntradas preestablecidas en la cuenla. Los contadores hacia bajo
cuentan desde el valor preestablecido hasta cero; los contadores ha-
cia arriba van desde cerc hasta un valor preestablecido. La figura
13.27 muestra ios escalones basicos de un diagrama de escalera con
un contador hacia abajo. Cuando en la entrada 1 hay una entrada, ¢l
contador se¢ restaura a su valor preestablecido. Cada entrada en la cn-
trada 2 hace que se sustraiga un 1del valor del contador. Esto conti-
nta hasta que el contador alcanza ei valor de cero, entonces sus con-
tactos se cierran y hay una salida.

Ejemplo 8

Dibujar un programa mediante un diagrama de escalera el que dé la
secuencia A+, A-, A+, A—, A+, A— A+, A—, B+, C+ B—, C—paracl
sistema neumatico que se ilustra en la figura 13.17,

Respuesta

La secuencia A+ A— se repite cuatro veces y para ésta se puede usar
un contador, La figura 13.28 muestra cl diagrama dcl programa,
Cuando ¢l interruptor de inicio se cierra, con a— cerrado, se presenta
A+, Esto cierra el interruptor a+ y produce el estado A—. Al cerrar el
interruptor de inicio, el contador se restaura a su valor preestableci-
do de 4. Cuando se presenta a—, el contador incrementa su cucnta. El
ciclo del programa se manticne cn repeticion por si mismeo y genera
A+, A—hasta que los contactos del contador sc cicrran y ocurre B+,
Lo cual sucede después de que éste ha recibido cuatro entradas del
interruptor limite a— El programa entonces continua a través de los
otros escalones.

9 Registros de corrimiento

Los relevadores internos almacenan informacion en forma de es-
tados encendidn-apagado, es decir, bits. El registro de corrimiento
es un grupo de relevaderes internos en los que los bits se pueden re-
correr de un relevador a otro. De esta manera, suponga que hay ocho
relevadores internos con estades encendido-apagado de 01011001,
Si se tiene una entrada de 1 al primer registro junto con una sefial de
corrimiento, los demas bits se mueven a lo largo una posicion, el il-
timo bit se deshordard y perderd. De esta forma, ahora se tiene
10101100. El agrupamiento de relevadores internes para formar un
registro de corrimiento se hace de manera automatica con un PLC
cuando sc sclccciona la funcidn de registro de corrimiento.
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Figura 13.29 Ejemplo 9

Ejemplo 9

Dibujar unt programa mediante un diagrama de escalera que propor-
ciong la secuencia A+, B+, A—, B— para el sistema neumatico que
describe en la figura 13.17.

Respuesta

La figura 13.29 muestra el diagrama de escalera del programa con
un registro de corrimiento. El grupe de relevadores internos que se
usan para e registro son de RIl hasta RI4, Cuando el interruptor de
inicio se cierra, en el primer relevador del registre hay una entrada
de 4-bits para dar 100 0. Cuando hay una entrada de cualesquiera de
los interruptores Hmite, ocurre la operacion de corrimiento. El rele-
vador interno estd ahi para asegurar que cada uno de los interrupto-
res Himife sélo produce un pulso de corta duracion. De este modo,
cuando el primer interruptor limite se cierra, el registro se convierte
en 0108; cuando c! siguicnte interruptor limite se cicrra, ¢! registro
se convierte en 0 010; ¥ cuando el siguiente interruptor se cicrra, ¢l
registro se¢ convigrte en00 01, Por lo tanto, cada una de las salidas se
presenta en secuencia.
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Para mayores detalles relacionados con los controladores 16gicos
programables sc sugieren los siguientes textos: Programmable Lo-
gic Controllers de W. Bolton (Newnes, Butterworth-Ieinemann,
1996} v Programmable Controllers: Operation and Application dc
L.G. Warnock (Prentice Hall, 1988).

Problemas 1 Escribir los enunciados que describan la secuencia de operacio-

nes que muestran las secciones de los diagramas de funciones de
la figura 13.30.

2 Escribir los enunciados que describen la secuencia de operacio-
nes que ilustran las secciones de los diagramas de funciones ia
figura 13.31.

3 Escribir los enunciados que describen la secuencia de operacio-
nes que muestra la carta de tiempos de la figura 13.32.

Inicio
|——-— Inicia AND
Bomba | Bomba 1 Bomba 2
[ Pasa 1 — encendida | ‘_encend\da | Paso2 encendida
i Tarque lleno Tanque 1 lleng — ig Tangue 2 lleno
[ [ Calentador |
| Paso 2 | iencenddo } =
. - J Calentador baso 3 [
Figura 13.30 I encendide
Protilema 1 a) b)
4
Interruptor 1 Bomba 1 llnlerruplor‘l Bomba 1 “mer‘mmorz Bomba 1 |
— - HHO ——CH
I h
i A H ¢
{Interruptor 2 Bomba 2 | Bomba 2 interruptor 1 ’
| %
Figura 13.31 |
Problema 2 a) b) )
Pasc ndm. 0 1 2 3
1 1= encendide
Entrada 1 0 _—I o allo
1
Entrada 2 0 l 0= apagado
o bajo
1
Entrada 3 o _l
Salida A 1
a
Salida B 1
a
1 ! 1 I
0 10 20 30 40

Tiempo en segundos

Figura 13.32 Problema 3
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Figura 13.33 Problema 6

Explicar como se puede modificar el circuito neumatico de la fi-

gura 13.6 para obtener una secuencia A+, B+, B—, A—.

Explicar cémo se puede modificar ¢l circuito ncumdtice que

ilustra la figura 13.8 para dar una secuencia A+, B+ A—, B—

;Cudles son las condiciones que deben existir para que haya sa-

lidas para los cscalones del diagrama de escalera que muestra la

figura 13.337

Dibujar los escalones de un diagrama de escalera de programas

que se puedan usar en PLC para llevar a cabo las sigulentes se-

cuencias:

a) Encender un motor con un interruptor de botdn de presion de
manerd gue el motor permaneyca encendido hasta que se pul-
se ofro interruptor de boton de presion.

b) Encender un motor después de 30 s y otra después de 80 s.

¢) Encender una bomba por 145 y apagarla.

d) Encender una salida A después de la entrada de Spulsos y una
salida B después de la entrada de 8 pulsos.

¢) Encender una lampara de sefializacion cuando la bomba esté
encendida y la senal de un medidor de presién también esté
encendida para indicar una presion satisfactoria.

£y Encender una lampara de aviso si ¢l nivel de agua empieza a
derramarse y deja de enviar una sefial de entrada o sila tem-
peratura aumenta y ¢l sensor de temperatura da una sefial.

8 Paratres cilindros neumatices, A, By C, con vilvulas e interrup-

tores limite que detecten la extensian o retraccion de cada uno
de los pistones (un arreglo similar al de la figura 13.10), forme
el dizgrama de escalera de un programa que dé la secuencia A+y
B+ concurrentemente, C+, A~y B— concurrentemente, C-.




14 Control digital directo

Introduccion

Computadoras en control

Figura 14.1  Control digital directo

Una computadora digital consta de tres componentes principales: ta
unidad de procesamiente central (CPU por sus siglas en inglés: cen-
fral processing unit), memoria para programas y datos, v el sistema
de entrada/salida (1/O por sus siglas en inglés: inputioutpur). La
CPU controla el flujo de informacién cntre los componentes y pro-
cesa los datos. En este capitulo se estudia el control digital directo
mediante el uso de computadoras y en el capitulo 15, la transforma-
da-z, un método para analizar estos sistemas.

El término control digital direcio (DDC por sus siglas en inglés: di-
rect digital controf) se usa cuando la computadora estd en lazo de
realimentacion o en lazos de sistemas de control (figura 14, e
implementan la ley de control para el sistema. La computadora tiene
como entradas el punto de ajuste requerido v la realimentacion de la
salida medida, la cual producc una salida que es la sefiul yue mancja
clclemento de correceién. Debido u que se trata de una computadora
digital, las entradas y salidas son sefiales digitales. Si se requiricran
senales analdgicas, entonces habria una conversidn usando converti-
dores analogico a digital para las entradas v convertidores digital a
analogico para las salidas.

Entrada del
punto de ajuste

JE—Y Salida
Computadora Correceién p—— Proceso

Medicion

Reatimentacion
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Figura 14.2 Control en cascada

La computadora podria programarse para realizar el control de
procesos discretos, cs decir, control de secuencia, y encendido o
apagado de salidas de acucrdo con eventos o tiempe. Esta se podria
usar para control continuo. si la ley de control se implementa en la
computadora 4 partir de un programa de software; ¢sie programy se
diseria para lograr que la computadora ejecute las funciones mate-
maticas requeridas, por ejemplo, control P1D.

El control digital directo se puede aplicar a sistemas de un sclo
lazo de realimentacion o a sistemas grandes gue involucran cicntos
de lazos de realimentacion. Los lazos pucden estar en cascada. con
1a salida o sefial de correccidn de un lazo que actia como el punto de
ajuste para otro lazo; la figura 14.2 muestra la forma basica de dicho
sistema en cascada.

|
|
Compuladora —— Corrgceion —?- Proceso

—
Punte de ajuste :
J

;Compmadcra_ Correccion ~_l Proceso g

Podria haber muchos interruptores condicionales para alterar las
concxiones de las seriales. Por ejemplo, podria haber varios sensores
de temperatura en un proceso de temperatura controlada, cada uno
con su propio lazo de realimentacion a la computadora; el control sc
podria ejecutar de acuerdo con el lazo de realimentacion, cuyo sen-
sor indique la temperatura mas alta — conmutado condicional.

El control digital directo no se limita a un control de sistemas con
un solo lazo sine que s¢ puede usar para implementar técnicas como
control inferencial, control prealimentado y control adaptable.

Con el controf inferencial el ¢clemento de medicidn no realimenta
la variable controlada; en su hugar, realimenta otra cantidad, a partir
de la cual el controlador debe inferir el valor de la variable controla-
da. Por ejemple, en el control de composicion quimica en una planta
de procesos quimicos, fa composicion s¢ pucde inferir a partir de una
medicién de la temperatura del punto de cbullicidn.

El cantrof prealimeniado trabaja con base en la medicion de las
perturbaciones al sistema. no a través de 1a medician de las salidas
(figura 14.3}. Esto puede ener una respuesta mis rapida que ¢l con-
trol realimentado pues no se pierde tiempo cn esperar & que el siste-
ma reaccionc a las perturbaciones antes de que ¢ control se gjecute.




Figura 14.3 Control preaiimsntado

Figura 14.4 Control mediante
ganancia preprogramada

Figura 14.5 Control mediante
autosintonizacion
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El control adaprable requiere que cl sistema adapte en forma au-
tomélica su estrategia de control para hacer frente a una simacion,
Los sistemas de control adaptablc pueden hacerse de varias mane-
ras; 1as res mds comunes son.

1 Control mediante ganancia preprogramnada

Con el control mediante ganancia preprogramada (figura 14.4)
lus cambios en la ley de control elegida. como es la ganancia de
una ley de control proporcional, se hacen con basc en los cam-
bios de alguna medicion auxiiiar de la variable controlada.

21 Conirol mediante autesintonizacion

Con autosintenizacién {(figura 14.5) cl sistema sintoniza de ma-
Nera Continua sus propios parametros.
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Figura 14.6 Control mediante un
modelo de referencia

Ejemplos de control digital
directo

Modelo
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Controlador | Correccion » Proceso

( Meadicién

3 Control medianie un modelo de referencia

Con sistemas adaptables mediante un modelo de refercncia (fi-
gura 14.6} se desarrolla un modelo exacto del sistema y el valor
de ajusie se usa como entrada al sistemna real y al modeio; [a dife-
rencia entre la salida real y la salida del modelo se monitorea v
se usa para ajustar los pardmetros del controlador.

Siguiendo los cjemplos de sistemas de control descritos en el capftu-
lo 12 para el control de moteres, la figura 14.7 muestra cémo podria
controlarse mediante computadoras la velocidad de los motores; las
computadoras a menudo son sencillamente ur microcontrolador.

En la figura 14.7q la sefial de realimentacion proviene de un taco-
generador que produce una sefal analdgica. De csta manera, antes
de que la sefial se pueda procesar por computadora, ésta se debe con-
vertir a una sefial dipital mediante un convertidor anaiégico a digital,
Deigual manera, la salida de la computadora se debe convertir de di-
gital a analdgica mediante un convertidor de digital a analégico, asi
¢sta puede controlar la velogidad del motor mediante ¢l control de la
corriente de armadura,

En la figura 14.7h |a sciial de realimentacion provienc de un codi-
ticador, de modo que ésta es digital. Se nccesita la conversion de
cddigo para pencrlo en forma adecuada para la entrada a la corputa-
dora.

En la figura 14.7¢ la velocidad del motor se controla mediante
modulacion porancho de pulso. Esta s¢ puede controlar en forma di-
recta desde la salida de la computadora, de mode que no sc requicre
convertidor de digital 2 analdgico. Algunos microcontroladores, por
ejemplo, el M6SHC1 1, conticnen en el chip circuiles que generan de
manera directa la sefial de modulacion por ancho de puiso.
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Figura 14.6 Control mediante un
modelo de referencia

Ejemplos de control digital
directo

Modelo

Ajuste

4

B Salida
Controlador | Correccion » Proceso

( Meadicién

3 Control medianie un modelo de referencia

Con sistemas adaptables mediante un modelo de refercncia (fi-
gura 14.6} se desarrolla un modelo exacto del sistema y el valor
de ajusie se usa como entrada al sistemna real y al modeio; [a dife-
rencia entre la salida real y la salida del modelo se monitorea v
se usa para ajustar los pardmetros del controlador.

Siguiendo los cjemplos de sistemas de control descritos en el capftu-
lo 12 para el control de moteres, la figura 14.7 muestra cémo podria
controlarse mediante computadoras la velocidad de los motores; las
computadoras a menudo son sencillamente ur microcontrolador.

En la figura 14.7q la sefial de realimentacion proviene de un taco-
generador que produce una sefal analdgica. De csta manera, antes
de que la sefial se pueda procesar por computadora, ésta se debe con-
vertir a una sefial dipital mediante un convertidor anaiégico a digital,
Deigual manera, la salida de la computadora se debe convertir de di-
gital a analdgica mediante un convertidor de digital a analégico, asi
¢sta puede controlar la velogidad del motor mediante ¢l control de la
corriente de armadura,

En la figura 14.7h |a sciial de realimentacion provienc de un codi-
ticador, de modo que ésta es digital. Se nccesita la conversion de
cddigo para pencrlo en forma adecuada para la entrada a la corputa-
dora.

En la figura 14.7¢ la velocidad del motor se controla mediante
modulacion porancho de pulso. Esta s¢ puede controlar en forma di-
recta desde la salida de la computadora, de mode que no sc requicre
convertidor de digital 2 analdgico. Algunos microcontroladores, por
ejemplo, el M6SHC1 1, conticnen en el chip circuiles que generan de
manera directa la sefial de modulacion por ancho de puiso.
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Senal digital Sefial analdgica

Salida,
velocidad
Computadora DAC -—p Amplificader » Motor
ADC > Tacogenerador
Senal digital
Sefal analdgica
a)
Senai gigital Senal analogica Salida,
velocidad
Computadara P DAC i Amplificador Mator
Convertidar | g Codificadar
de cédigo |
Senal digital
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Circuito Circuito de Mot
Computadora ey P mancio (drive) ! otor
Convertidor | Codificador
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Sefial digital
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<)

Figura 14.7 Control de velocidad para
meotor de cd

La figura 14.8 muestra un diagrama de fluje que describe ¢l pro-
grama para los tipos de arreglo que muestra la figura 14.7. El valor
de ajuste ingresa a la memoria de fa computadora ¥ se copia en otro
lugar dentro de la misma, donde puede variar para convertirse en la
entrada al sistema motor. La velocidad del motor se lee cada05s y ¢l
valor se compara con el valor de entrada al motor en la memoria de
la computadora. Si el valor es menor, entonces el valor en memoria
se incrementa; si es mmayor, se reduce.
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Figura 14.8 Diagrama de flujo para el
programa
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Explicar qué significa @) control digital directo, ») control en
cascada, ¢) control inferencial, ) control adaptabhle.




Introduccién

Sistemas de datos
muestreados

Sefal analégica

La transformada z

Las computadoras digitales tienen entradas y salidas de sefiales que
no son funciones del tiempo continug sing una secuencia de pulsos.
Una forma practica de considerar estas sefiales es como sefiales con-
tinuas del tiempo que se han muestreado a intervalos regulares; Ias
muestras, entonces, constituyen una secuencia en tiempo discreto.
En efecto, esto podria ser como se han producide. Este capitulo trata
el enloque de muestreo para desarrollar la transformada =, una ma-
nera de determinar el comportamiento de sistemas sujetos a entradas
de sefiales en tiempo discreto.

Considere una forma de datos muestreados de un sistema de control
donde se nsa un microprocesador para implementar la accion de
control (figura 15.1). La entrada al sistema es una sefial analagica, la
cual se convicrte en una senal en tiempo discrelo mediante un coin-
vertidor analogico a digital (ADC, por sus siglas en inglés: analogue
(o digital converter). El microprocesador aplica la ley de conwol o
estrategia, como la determina su programa, v su salida se convierte
entonces ¢n una sefial analdgica mediante un convertdor digital a
analdgico (DAC por sus siglas en inglés: digital fo analogue conver-
fer). La senal analogica resultante se pucde usar para manejar la uni-
dad de correceion y asi controlar la planta variable.

Sefial disereta Sefal discreta Senal analégica Salida
ADC » Micro- ) DAC Elemento de Procass
procesador correccion

f

Reloj

Medicidn

Figura 15.1
muestreados

A

Sistema de datos
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Figura 15.2 E! proceso de muestreo

b}

Figura 15.3 Impulsos unitarios en:
ajt =0,y b)t =2T

Un reloj alimenta un pulso cada T segundos. Cada vez que el
ADC recibe un pulso, éste muestrea la sciial de ervor; de esta manera,
T es el periodo de muestreo (figura 15.2). La entrada al microproce-
sador es, entonces, una scric de pulsos. Para indicar qué sefiales va-
rian de manera continua con el liempo y cuales son muesireadas, se
usa un asterisco para todas éstas. Asf, 1a sefial antes del ADC se pue-
de represcntar mediante f(z), lo que indica que es una sefial en tiem-
po continuo, mientras que después del ADC, cuando la seiial se ha
mucstreado y convertido a una senal cn ticmpo discreto, la represen-
tacion simbélica es £ (1),

Considerc una sefiat en tiempo continuo, /1), que se muestrea cn
los tiempos (, T, 27, 3T, 47, etcétera (figura 15.2), donde 7" es el pe-
riodo de muestreo, Sctoma el valor de £ {#}en un intervalo corto, Af,
lo suficienlemente pequefio para que cada componente de la scfial
mucstreada s¢ considere de magnitud constante durante el lLiempo
que se toma la muestra. La salida, es de este modo, una serie de pul-
508 & intervalos regulares, y la altura del pulso en0, T, 27,37, 47, . .,
AT es una medida de la magnitud de la sciial en tiempo continuo,
J (1), en cse tiempo. La serie de pulsos hasta cierto tiempo k7, se
puede representar como

FU=0) f(1=1T), f(t=2T), f(t=3T)..., f(t=kT)

donde f'(t =0)esel valorde la funciénent =0, /(¢ = 1T, el valoren
=17, etcétera. De manera mas concisa se puede escribir comeo

SO SUT), £, fOTY, L (6T

donde & es un entero que indica el ntimero en la secuencia de los im-
pulsos.

Eltérmino matemdtico secwencia se usa para un conjunto de can-
tidades establecidas en orden detinido. La secuencia se puede deno-
tar como f %7} donde £ s0lo puede tomar valores enteros; observe
que ¢l uso dc los corchetes [ ]es para distinguir ésta de la funcion de
una cantidad que varia de manera continua. Es comin denotar esta
secuencia de sefiales digitales sélo comao fTk] con lo cual queda im-
plicito el muestreo a intervalos regulares de 7',

Considerc una sefial de entrada analdgica que solo es ur impulso
unitario en ¢ =0. La salida muestrcada sc rcpresenta en la figura
15.3a yesunsolopulsoen s = 0. La secuencia de pulsos es, enlonces

1,0,0,0, ..,0
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Un impualso unitario en ¢ =0 s¢ puede denotar por f[0]15(¢). Pueste
que f[0]=1, esto es, 18(s). Para un impulso en ¢ =27 (figura 15.35)
la serie de pulsos es

0,0,1,0,...,0

y s¢ puede representar coma f[27]0(; —2T). E18(s — 2T) indica que
la funcion impulso 6(¢) se presenta en f =27

Para una funcidn en tiempo continue £(#), la cual ¢s un escalén
unitario en ¢ =0 (figura 15.4), la serie de pulsos que produce es:

LLLL ..,

Esta secuencia de impulsos es sdle la suma de los impulsos en £ =0,
f=1T, 1 = 2T, cicétera, y por ello se puedc representar como

18(6), 10(s —1T),18(¢ = 27),16(: = 37), ...

Para una funcién cn ticmpo continuo, f(¢), la cval es una rampa con
pendiente que s¢ incrementa de 1 en | por cada periodo de muestreo
(figura 13.5), la serie de pulsos que produce ¢s

0.L,23,...,k

Fsta secuencia de impulsos ¢s s6lo 1a suma de los impulsos en r =0,
=17, £ =27 etcétera, y por ello sc puede representar como

08(1), 16(t —1T),26(t - 27, 38(1 = 37), ...

Cualquiera que sea la forma de la funcién en tiempo continuo, la
sefial de datos muestreados es una serie de impulsos donde f[0] se
presenta en Oy se eseribe como f[3]5(r), f[1]es un impulso retrasa-
do enun tiempo 17 v se escribe como f[178(r —17), f[2] un impulso
retrasado en un tempo 27y se escribe como f{2]d(7 - 27, F[3] un
impulse retrasado en un tiempo 37 y se esctibe como f[3]0(r - 3T),
elcétera. De esta forma, la seiial de datos muestreados se puede cs-
cribir como

ST = 0100 + F11IS(e — 1T + f1216(: —2T) + f13]6(¢ - 37)

ot fIK]8(E - ET) [1]



338 Latansformadaz

£ty

&

Figura 15.6 Ejemplc 1

Procesamiento de sefales
en tiempo discreto

Fntrada Salida
» Relardo de »

tmpn unitario

k-esimo pulsa (& = 1)-gsirnu pulso

Figura 15.7 Retardo de tiempo
unitario

Cntrada Salida

Retardo de
tiermpo unitario

Figura 15.8 Diagrama de blogues can
realimentacién

Salida

Entrada

Retardo de
tiempo unitario

Figura 15.9 Diagrama de blogues con
prealimentacion

Ejemplo 1

Para la sefial en ticmpo continuo que ilustra la figura 15,6, establecer
los valores de los pulsos que producirian hasta & =3 para un ADC
con un periodo de mucstreo, 7, de 1s,

Respuesta
Enk =0, esdecir, r=0, f(1)=4 En k =1 ¢s decir, r =17, /(1) -2
En k=2, es decir, =27, /(=1 En k=3, es decir, 1=3T,

F(r)=0.5 De esta manerg, la sefal en tiempo discreto es una serie

de implsos

46(2),20(r —1T), 18(¢ - 27),0.58(1 3T, ...

En un sistema de procesamiento de sefiales en tiempo disercto existe
la cnirada de una secuencia de puisos y una salida de pulsos. En cics-
to instante la salida la calcula el sistema como resultado de procesar
el pulso presente v 10s pulsos previos en la entrada v quizd los pulsos
previos en la salida. Por cjemplo, en un instante particular se podria
tener una entrada de pulsos x[k ] de una secuencia. El programa que
sc usa con el microprocesador podria leer este valor v adicionarlo at
valor de salida previo 1{k - 1]para dar la salida requerida, j{k] Esta
vperacion se puede representar mediante la ¢cuacion

k] =k =1+ x[h] (2]

Dicha ecuacion se denomina ecitacion en diferencias y proporciona
la relacion entre la salida y la entrada para un sistema en tiempo dis-
creto; cs comparable a Ia ecuacion diferencial que se usa con siste-
mas en tiempo continuo para relacionar la salida y la entrada.

Estas ecuaciones se¢ pueden representar mediante diagramas de
blogues que involucran blogues funcionales basicos de puntos suma,
de amplificacion y el de retardo de tiempo unitario; este 11ltimo es ¢l
que ticne una entrada del k-ésime pulso de una secuencia en ticmpo
discreto y una salida del pulso retardado, es decir, ¢l (k —1)-ésimo
pulso {figura 15.7).

La figura 15.8 muestra la representacion mediante un diagrama
de bloques de la ccuacion {2]. La entrada, x, que es una sefial discreta
particular, x[k], se adiciona a la salida, 3, con un retarde de una uni-
dad de tiempo, es decir, y{k — 11 El sistema es un sistema realimen-
tado. La figura 15.9 describe un sistema prealimentade y representa
la ccuacion en diferencias:




Figura 15.10 Diagrama de bloques
con amplificacién

Entrada
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Salida
¥
Amptificacién
a Retardo de
liempo unitario
k] =x[k]+ [k -1] [3]

La cntrada, x, quc cs una sefial discreta particular, x[£] se adiciona a
la cntrada, x, con un retardo de una unidad de tiempo, es decir,
X[k — 1] Para ilustrar el efecto de la amplificacion, considere la ccua-
cion [2] modificada a

k1= afk =11+ x[k]

donde @ es algin nimero, El diagrama de bloques entonces se con-
vierte en el que muestra la figura 15.10. La sefial de realimentacién
de la salida con un retardo de una unidad de tiempo sc amplifica me-
diante o antes de que ésta se adicione a la cntrada.

La figura 15.11 ilustra ¢l diagrama de bloques gue representa Ja
ecuacién en difercncias:

k= alh] = atk —1}=by{k - 2] [4]
Entrada
X&) ®

/f Ampiificacidn

/ 4 Retardn de

/ ! tiempa unitaric

/
/ Amplificacion
fJ B Retardo deo Rectarde de ‘ ‘L
b i tiempo unitaric sierpo unitar o

Figura 15.11 Diagrama de bioques de ylkj-aylk - -bylk - 2]
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Figura 15.12 Integracion:
a) aproximacion rectangular,
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Figura 15.13 Gradiente

Laentrada, x[k ], se sustrae de la sefial de salida con un retardo de una
unidad de tiempo, 3{k — 1] multiplicada por a y la sefial de salida con
un retardo de dos unidades de tiempo, }{k —2]multiplicada por A,
Se¢ puede generar una ecuacion en diferencias, que produce una
salida similar a la salida que se obtiene al integrar la sefial en tempe
continuo. Con la integracidn, el cambio en la salida de 3{k —1]a ){k]
se puede aproximar mediante el area, 7x| £ | (figura 15.12a), donde T’
es el periodo de muestreo. De esta manera, la aproximacidn en tiem-
po discreto a la integracion esta dada por la ecuacion en diferencias

Wk =51k — 1]+ Ix[k] (5]

Una mejor aproximacion es considerar una area trapezoidal (figura
15.126). Eldrea es Y[ T (x[k — 11+ x[k]} v, de esla mancra

kY= {k —11+ KTk =1+ x[A]) (€]

Esta se conoce como aproximacion de Tustin,

La diferenciacion se puede aproximar al determinar el gradien-
te de la linea que une a dos muestras de entrada adyacentes (fi-
gura 15.13). De este modo, la salida, 1{4] es aproximadamente
(x[k]-x[k —1])/T. Por lo tanto, la ccuacién en diferencias que re-
presenta la diferenciacion es

M&)= (&) = 2l& -1IHT

x[k]=x{k -1}+ Dyfk] [7]
Ejemplo 2
Un proceso ¢sta definido mediante la ceuacidn cn diferencias
MA]=x[k]+ Mk —1]1-0.5{k - 2]

Si la entrada es una onda senoidal mucstreada, de modo que para
k=0,123,... setiene la secuencia de

0.51.0,0.5,-0.5,-1.0,-0.5,0.5,1.0,0.5,~0.5, 1.0, =0.5, etcétera

donde todos los valores son cero para valores de & negativos, deter-
minar la salida del sistema.
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Respuesta

El valor de la salida 3{0]es x[0]= 3{-1]1—05{-2]. Suponga quc an-
tes de x[0] no habia salida, entonces se ene que 307 =x[0]=035. Ei
valor de la salida {1jesx[1] + 0] - 0.53{-11=1.0+0.5=1.5 Flva-
lor de la salida 2] es x[2]+ 1{1]-0.53{0]=0.5+1.5-0.25=1.75.
El valor de la salida 3{3] esx[3]+ »{2]-0.53{1]=-0.5 11.75 -
0.75=05. Al continuar de esta manera sc obticnc la secuencia de sa-
lida

0.51.51.75,0.5,-1.37,-2.12,-0.94,1.12,2.09,1.03, etcélera.

La salida de un controlador digital es una sefial digital codificada en
binario que puede convertirse en una scital cn ticmpo continue. Un
convertidor digital a analdgico (DAC) convierte una sefial codifica-
da en binario en impulso cuya magnitud esté relacionada con el cédi-
£o binario. De esta manera, la entrada, que es una sefial codificada
en binario, s convierte en una secuencia de impulsos cuyo intervalo
entre impulsos sucesivos es el tiempe de muestreo y sus magnitudes
estan relacionadas con la magnitud de la sefial en los tiempos consi-
derados. Una sefial en tiempo continuo se reconstruye a partir de una
sefial en tiempo discreto mediante 1a retencion del DAC del valor
previo de un impulse hasta que llega el siguiente impulso converti-
do. El resultado es una sefial analogica en forma de escalera (figura
15.14); les disposttivos que usan este método para producir una se-
fial cn ticmpo continuo se los denominan retén de orden cero (ZOH
por sus siglas en inglés: zero-order hold).

Con un retén de orden cero, con un impulso unilario como entrada
da lugar a un pulso de magnitud unitaria cuyo ancho es el tiempo de
muestreo, T (figura 15.154). Dicho pulso se puede considerar como
la suma de dos sefiales escaldn; una de ¢llas inicia en t — O con altura
positiva de 1 v otra que inicia en ¢ = T con altura negaliva de 1 {figura
15.155). Puesto que la transformada de Laplace de un escaldn unita-
rines1/ sy uno que empieza con retardo de 7 unidades de tiempo, la
transformada de Laplace del escalén con retardo se multiplica por
¢™7 (vea el capitulo 4), asi, la salida del elemento retén de orden
CETo €8

Puesto que la entrada es un tmpulso unitario, la transformada de La-
place es 1, la funcion de transferencia, G(s), para el retén de orden
CEro €

| _ s

G(s) =

[8]

5
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Entrada
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Figura 15.15 a) Entrada de impulso unitaric a un ZOH, b} salida del ZOH. ¢) salida

equivalente a dos escalones

La transformada z

La funcion que describe una secuencia de impulsos se puede escribir
como (ccuacion {1])

ST = F10180) + 110G 1T+ f12]8( - 2T)
{1316 =37) ~ ... + K101 = kT)

I.a transformada de Laplace de un impulso en i =0 es 1 en el tiempo

177" en el tiempo 27, e 727, en el tiempo 37, e 7 etcétera. De

- N .. o
esta marners, la transtormada de Laplace de una funcion /- (#)mucs-
treada es

LU =FT ()

= flO0+ fle™™ + f[20e70 + fBle™ + .
+f Tk

_ v ,{-{ r.] c*”‘s
Si se hace z = ¢, es decir

y= _1- Inz [91
T

entonees la ecuacidn anterior se miede escribir como

TN =F = 0T e AR T R

B 1
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=S i [10]
k=0

F (), eons=(1/T)In z s¢ denomina transformada z de la secuen-
cia de impulsos v se escribe coma Zf f ()} = F(2). Observe que
cada periodo de retardo da como resultado un impulso que se multi-
plica por =

Cousidere 1a transformada z de un escaldn uniiario muestreado
(figura 15.16), el cualtiene 7 (¢) - 1 para {odos los valores de t mayo-
res que O De esta forma, segim la ceuacion [10]

Fizy=f0)+ Iz 7207+ /B +

RS Eas A [i1]

Esta serie se puede expresar en forma cerrada. La ecuacion [11) es
una seric geométrica de la formal + x + x? + ... conlasuma hasta in-
finilo, dado que la seric converge (es decir, | x ﬁ< lyal/(1-x). Deesta
manera, si se escribe 1/z en lugar de x

1 _ =
i-{/=y z-1

F(z)= [17]

dado quel z|>1.
Considere la transformada z de una funcidn rampa muestreada,
£y =rifigura 15.17). La ccuacién [10] da como resultado

F{z}=0+Tz "' +2Tz72 +3Tz7 + ..

Esto se puede escribir como

zF(z)
T

=142z 4327 4 [13]

Sc puede usar el teorema binomial de (1 - x)~? para obtener una serie
de ta forma t +2x +3x7 +.... Por lo tanto, dado que| z|>], Ia ecua-
cién [13] da por resullado

2(z) _ 1
T (i-1/z2)°
y asi:
. Tz
F(z)= [14]

(z=1)?
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La transformada z

En analisis anteriores se considerd la transformada z para una sefial
en tiempo continuo muestreada cuando se conocia la funcion que
deseribia Ja sefial. Ahora se considera la transformada = para una se-
#al en tiempo discreto, la cual sélo se especifica en términos de una
sccucncia de pulsos regularmente espaciados. Considere la secuen-
cial,,LL L% ... la cual se puede escribir como k=1 La transfor-
mada z es 1a suma de las transformadas de la secuencia de impulsos.
Dre esta forma, con base en la ecuacién [10]:

Fzy=f101+ fIz7" + f12)272 + f[3127° +...

=120 21z 2 12 [15]

Esta serie se puede expresar en forma cerrada. La ecuacion [15] es
una serie geométrica de la formal+ x +x? + .. con la suma hasta in-
finito, dado que la serie converge (es decir, | x |< Dal/{l1-x). Decsta
manera, st se escribe 1/z en fugar de x

U S
1-(17z) z-1

F{z}

dado que | z{>1
Suponga que en lugar de lasecuencial, 1,1, 1,1, ... se tuviera 0,1, 1, 1,
1, ..., la transformada z scria:

F(z)= 101+ /07" + f21=72 + /307 +

=0z% 41z Pz T 41z 4 [17]

Esta sélo es la transformada z de LLLLY .. multiplicada por 2L

Por lo tanto, puesto que 0,1, 1,1,1,...s6loes ], 1,11, ... retardada por
un intervalo de muestreo, la multiplicacién por z™' denota el retardo
de un intervalo de muestreo.

Considere la translormada z de una seffa! en tiempo discrero dada
por la secuencia al, a'a? a’, .. es decir, fik]= a”, donde a es
una constante. La transformada z es la suma de las transformadas de
la secuencia de impulsos. De esta manera, con la ecuacién [10]

5

F(z)= fI01+ (T2 ' + /2027 + S 370 +

=a’+a'z v et vt s (18]
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Esta serie se puede expresar en forma cerrada. La ecuacion {1¥] es
una seric geométrica de la formal + ax + ax? -+ ... con la suma has-
ta infinito, dado quec la seric converge (¢s decir, | xl<lal/{l—ax).
Por lo tanto, si se escribe 1/z en lugar de x '

Fz)= 1 z

- - 19
l-a(l/z) z-a L15]

dado quc| z ‘> a.

Ejemplo 3

Determinar la transformada z de las siguientes sefiales en tiempo
discreto

a) 0,0, 1 1, y todos los valores que siguen son |
b)0, 2,51, y todos los valores que siguen son 0

Respuesta

«) Este es un escalén unitario que inicia en 7 = 27, Retardar una sefial
en tiempo discreto mediante un intervalo de muestreo significa mul-
tiplicarla por z™'. De este modo, retardarla dos intervalos de mues-
treo significa multiplicarla por z 2, Debido a que la transformada z
para un escalon unitario que iniciaen f = Oes z/(z — 1}, la solucidn es
7zt (z—1)=1/z(z —1). También s¢ podria haber derivado a través
de la ecuacion [10].

#) Al usar la ecuacion [10] se obtiene

F(z)=fI03+ fUle ™ + f[2e7 4 f137

=0z" +2:7 45272 11270 40

Las tablas 15.1 ¥ 15.2 proporcionan las transformadas z de funcio-
nes muestreadas y secuencias encontradas en forma comun. Algunas
de las propiedades basicas de las transformadas z son.

1  Linealidad
La transformada z de la suma de dos secuencias, f[4]y glk] es
la suma de las transformadas z de las secuencias cuando se con-
sideran paor separado

k] +glkly = Zif k] + Z{glkT}
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Tabla 15.1 Transformadas z

J( )y muesireada, pertodo de nestreo T F(z2)

Impuiso unitario, 6{¢) 1
Impulse unitario retardado por kT z

Escalon unitario, 1(1)

z
Escaldn unitario retardado por k¥ 3
28 {z-1)
Iz
Rampa unitaria, ¢
r . (Z_])z
2
a Tez(z~1)
- ~
(=17
—ar z
e ,Me—ur
~ —al
ar z(l=c7"")
I-e —ul
z-D(z-c7)
S
fe*uf Tze
(’_C—HT)Z
-aT —07 5
el 7C-m (e —< )"
(Z _e—uT )(Z _C—J)T)
zsen w7
scn ! EE—
z- =2zcoswl +1
z{z—coswT)
cos wt _
z¢ —2zcoswl ;|
—aT
al ze “senwl
e “'sen @ 2 —7 =7
ze=2ze Y coswT +e
ur ={z=e Teoswi)
e “coswt 5 T

2 =2zc T eoswT +e

Tabia 152 Transformadas z

JTk] S10) /101 712, A13) - F(z)
lufk] LLLL... —
a* ad', at dd, z
z—u
k 0123 e
> (=-1)
az
ka* Q, al,2a2,3a3,u. 3
(z—a)
2
kot 0, 4", 24", 3(12, = B
(z—a)
- a 2 - z
e~a}\ EO e*hl’ ei'a,C‘ M, -
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La transformada z dc una secuencia multiplicada por una cons-
tante es la misma transformada z de la secuencia multiplicada
por la constante

Zlaflkly=aZ {1k}

Ejemplo 4

{

Determinar la transformada z de la funcién f(r)=¢+¢™ cuando

esta se muestrea cada 1s.

Respuesta

A partir de la propicdad de linealidad y la tabla 15,1 con 7 =15,

puesto que la wansformada z de la funcion ¢ muestreada es
2 v . - . -

T=/{z—1)7 vy ladela funcidne™, z/(z—e ™7 )

Z z

Z{(t + ¢ )y muestreada} = —~ _
(z=1)" z—e!

Ejemplo 5

Determinar la transformada z de la sceucncia flk]=k +¢7%.
Respuestu

Con base en la propiedad de lincalidad y la tabla 15.2:

Tk -e™ = 2+;,;
(z=1) z—g

2 Teoremas de corrimienty
Si f{k]esunasecuencia y F(z)cs sutransformada z, entonces la
transformada = de la secuencia adelantada por # intervalos de
muestreo, es decir, recerrida a la izquierda para dar f{k +n),
esta dada por

Uk in)=2"F(z)- (" f[0] + z"flf[!] + z"izf[Z] +...
+zf[n=1])

Sin =1, eatonces
Z{f e+ 1]y =2F(2) - =/'[0)

Si# =2, entonces:
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La transformada z

Z{flk+2ly==2"F(z) - =" f10]~ 2/ 1]

Sila funcion f(¢)u(t)y muestreada sc recorre a la derecha, es de-
cir, se retrasa por # intervalos de muestreo, entonces la transfor-
mada z de 1a funcién muestreada recorrida esta dada por

Lk —nluk —nl}=2z"T"F(2)

Los teoremas de corrimiento indican que se puede pensar en
como si fuera un eperador de corrimiento en el iiempo. La mui-
tiplicacion por z equivale a un adelanto en el tiempo de un inler-
valo de muestreo; la division entre z equivale a un retardo de un
intervalo de muestreo.

Ejemplo 6

Determinar la transformada z de la secuencia en tiempo discreto 0,0,
12,34, etcétera.

Respuesta

Esta es la secuencia(,1,2,3, 4, .. retardada un intervalo. Como indica
latabla 15.2, la sefial no retardada tiene la transformada z, z/(z = 1)2
y, de csta mancra, scgun el teorema de corrimiento anterior, la
secuencia retardada tendrd la transformada z,z 7' z/(z =1} =
V(z-17

Demanera alternativa, el problema se podria considerar desde los
primeros principios ¥ determinar la transtormada z de cada uno de
los impulsos y, por lo tanto, la forma cerrada de la secuencia. El re-
sultado ¢s ¢l mismo.

3 Translacion compleja
Latransformada z de la funcion f'(#) muestreada cuando se mul-
tiplica pore™™ origina la sustitucién de ze” por zen la transfor-
mada z de la funcién f(r) muestreada, es decir

Ze T [k =Fe o)

donde F'(z) es la transformada z de f[k]

Ejemplo 7

al

Determinar la transtformada z de la funcién e muestreada.

Respuesta

Con base en la propiedad de la translacion compleja y al sustituir
z¢“T por z en la transformada de ¢ se obtiene:
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TzeT Tze T

(zeaT ¥1)2 (Z_e—aT)Z

4 Teoremas del valor inicial y del valor final
El teorema del valor inicial proporciona el valor de la funcién
del tiempo cuando t =0, es decir, la condicion inicial, Este teore-
ma es

S10)=tim f[k]= lim £ (2)

El teorema del valor final da, siempre que exista el limite, el va-
lor que tiene 1a funcién a medida que el tiempo tiende a un valor
infinito, es decir, la condicién en estado estable. Este teorema es

fl=]=1m f[k]= h'n‘{ -z l)1‘*'(2) = limli_—lF(z)
=rx Z—r I—= z

Ejemplc 8
Determinar los valores inicial y final de la secuencia en tiempo dis-
creto que tiene la transformada F(z) = z* Hz -1)(z-0.5)

Respuesta
Se puede escrihir 1a transformada como

22 1

2 157405 1-15/2+05/2°

Entonces, segun el teorema del valor inicial, a medida que z — o se
tiene que f[0]=1.
[l teorema del valor final da como resullado

FToe]=1im 2=t F(2) = tim —Z

zsl oz 2212 =05

-2

La obtencion de la secuencia de sciiales en tiempo discreto o de fun-
ciones muestreadas que se representan mediante la transformada z se
llama obtencién de la transformada z inversa. Si _“?{f* O =F(z)o
F{fIk]} = F(z), entonces la transformada z inversa se representa
par 77 {F (2)}. La inversa sc pucde obtener de varias maneras.

1 Usando tabias
Fista requiere usar 1as tablas de las transformadas, tablas 15.1 y
15.2, y sus propiedades a fin de reconocer la funcién del tiempo,
la cual dard lugar a una transformada en particular.
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Ejemplo 9

Determinar la transformada inversa de 2z/{z - 1).

Respuesta

La funcidn escalén unitario tiene la trunstormada z, z/(z — 1) y por lo
tanto, [a inversa es justo una funcién escalén de altura 2. De modo al-
ternativo se podria reconocer que las serics en ticmpo disereto de 1,
1,L,...danlatransformadaz, z/(z — 1)y, asi, la inversa es la secuencia
22222 .

2 Fracciones parciales
Esta necesita el uso de las fracciones parciaics para simplificar
la transformada z v ponerla en tal forma que se pueda reconocer
en términos de transformadas cstandar,

Ejemplo 10

. . . . z
Determinar la transtormada inversa de £7(z) =

(z-D(z-035)
Respuesta
A pesar de que las fracciones parciales de la expresion anterior s¢
padrian determinar de manera directa, el precedimiento que con ma-
vor frecuencia conduce a formas estandar es obtener las fracciones
parciales de F(z)/z. De esta manera

F(z) i ! . B
z {(z=Dfz-0.5) =z-1 =z-0.5

(z-03A+{z-1DB =1yasl 4 =2y B =-2 De esta forma:

2z 2z

F(z)=

z—1 =z-035

El primer término tiene z/{z — 1), que ¢s la transformada z de un es-
calén unitario muestreado o de una secuencia en tiempo discreto 1,1,
11, ... El segundo término tienc fa forma z/(z — &), quec ¢s la trans-
formadaz dea®, &', a’, a’,...0a". De esta forma, la transformada
inversa es

FIk)=2uk]-2x0.5"

que es la secuencia en tiempo discreto 0,1, 1.5, 1.75, ... .

3 Expansion como una serie de potencius mediante division larga
Fsta pone la transformada en una serie de potencias mediante la
divigién larga del numerador entre el denominador.
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Ejemplo 11
. 2z
Determinar la transformada inversa de 77(z) = -
S+ z+1
Respuesta
Con base en la divisién larga para expandir ésta como una serie de
potencias

2z -2zt 420t 220
2 z4l|2z
2z+22% 4277
s P, P
BIR

De esta manera, £{z) s¢ puede representar mediante F () =0z" +
2270 22 40 422 02 y €sta es la sccucncia en tiem-
po discrefo ), 2, =2,0,2, -2,... (figura 15.18).

Ejemplo 12
Determinar la secuencia en tiempo discreto dada la transformada z,
5i(z+1).

Respuesia
Segun la divisién larga

De esta manera, F{z)=0z" =3
1

ic
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Funcion de transferencia
pulso

Para un sistema que da una salida con una transformada z de ¥ (z)
para una entrada con una transformada z de X (z), la funcion de
transferencia pulso G(z) se define como

S

Y{z

G2y =
()b(z

(203

—

cuando no hay valores diferentes de cere almacenados en los ele-
mentos antes del tiempo inicial.

Ejemplo 13

Determinar la funcién de transferencia pulso para el sistema de pro-
cesamiento en tiempo discreto que tiene la ecuacion en diferencias
Mk + 2]+ 33k ~1]-2{A] = lk]

Respuesta
Al tomar la transformada z:

zz‘r’[z] +3z¥[z]-2Y[z]=X[z]
Por lo tanto:

G(z)= =

Ejemple 14

Determinar la respuesta a un impulso unitario d¢ un sistema que tic-
ne una funcion de translerencia pulso de z/(z +1)(z +2).

Respuesta

Un impulso unitario tiene una transformada z de 1. De esta mancra

z

Y (@)=6(X (@)= s

Esta se pucdc simplificar expandiéndola en las fracciones parciales
o mediante la division larga. Al usar la divisidn se obtiene

Y(zy=zt =322+ 7277 =157

La transformada inversa de ésta proporciona la secuencia en tiempo
discreto

Wki=0.1,-3,7, 15, ...
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ylK]

Xkl -»

Amplificacion

Amplificacion

0.48 <& Retardo de Retardo de ¢
. tiempo unitario tiempo unitatio

Figura 15.19 Ejemplo 15

|

Ejemplo 15
La figera 15.19 muestra un diagrama de bloques de un sistema en
tiempo discreto. Determinar su respucsta a un impulso unitario.

Respuesta
La ecuacién en diferencias dada por el diagrama de bloques cs

k] =-0.23{k 1] +0.483{k — 2+ x[k]

Al tomar la transformada z de la ecuacidn, v segun la propiedad de
corrimiento en el tiempo, se obtiene

Y[z]= 02z7'¥[z] +0.48272¥[z] + X[z]

D¢ este modo

Y(z) 1

G(z) = = _
Xz} 1+02z70-048:72

Para un impulse unitario, X (z) =1, y asi, la salida estd dada por

1
140227 —0.48772

Y{z)=

Con base en la division larga se obtiene

Y[z)=1-02z"" +0.88272 =0.272:77 4+ .
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X(2)

Figura 15.20 Ejemplo 15

Sistemas de datos
muestreados

Amplificacidn

0.2

A

Amplificacion

048 |l4—] z < z -«

Al tomar la transformada inversa da la secuencia en tiempo dis-
creto

sk]=1, -0.2,0.88,-0.272, ...

Observe que debido a que un retardo de tiempo unitario se represen-
ta mediante 77, cuando los diagramas de bloques se dibujan en el
dominio de z, se usa cste simbolo para representar el retardo de tiem-
po. De este modo, la figura 15.19 sc podria redibujar como la figura
15.20.

La figura 15.21a mugstra la forma bisica de un sistema de control en
lazo cerrado en tiempo continuo y Ia figura 135,215, 14 lorma compa-
rable al sisterna de controi en lazo cerrado en tiempo discreto. En
este Gltimo. la entrada ¢s una sefial muestreada y la realimentacion
cs la sciial de la salida muestreada. Por o tanto, ¢l controlador tiene
una cntrada que es una sefial en ticmpo disercto. Su salida, una sefal
cen tiempe discreto, pasa entonces a través de uz sistema que es un re-
tén de orden cero (ZOH), es decir, un DAC para dar una schal cn
ticmpo continuo a la planta que se controla y 1a salida de esta es una
sefial en tiempo continuo.

Considere primero la funcion de transferencia pulso para un arre-
ylo en seric del elemento ZOH v la planta (figura 15.22). La entrada
ala combinacion es una sefial de datos discretos v Ta salida, una senal
en tiempo continuo. Para la realimentacion se trata interesado con la
forma muestreada de esta salida. El elemento Z0H tiene una funcion
de transferencia de (I ™)/ s(ccuacion [8]). De esta manera, & [
planta tiene una funcion de transferencia & (s3. Ta funcion de trans-
ferencia de los dos elementos cs
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Controlador Planta
x ¥
— »
>
a) Realimentacion
Retén de
Musstreador Controlador orden cers Planta
X + ¥
ADC —1  DAC »
ADC
Realimentacion
b) Mugstreador
Figura 15.21 Control en laze cerrado: a} tiempo continuo, b} tiempo discrsto
, 1 ™
6(5'):_Gp{5) [21]
£
—_p| ZOH >
Para obtener la salida muestreada de los clementos cuando hay una
entrada muestreada, se necesita la funcion de transferencia pulse;
esto es igual a decir que se necesita la transformada z de la respuesta
de {os clementos a una entrada impuiso unitario. En el dominio de s
Figura 15.22 Parte del lazo de la respuesta de los elementos a un impulso unitai ‘o es 1o mismo que

control digital

la funcion de transferencia. De este modo

N

f -Ts i
G{z) = transformada z de £ J‘Ll R Gols) % [22]
5

E

Suponga que la planta tiene una funcién de transferencia de
1/s(s +1). Entonces

Jrlﬁe'n

[s*(s+1)

G{z) = transformada z de £~

= transformada z de .0 {{1 —e™B )(i _ + 1}

s 5 s+l
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Figura 15.23 Control proporcionai

x[K]

— K — ZOH

[.a transformada inversa de Laplace de 1/s es una funcion escaldn
unitario con una transformada z de z/(z — 1). La transformada inver-
sadel/s® es una rampa de pendiente unitaria con una transformada z
de 75/ (z = 1Y%, La transformada inversa de 1/(s + 1) ¢s la cxponencial
¢~ conuna transformadaz de z/(z —e 7 ). Puesto quec ™ essolo el
retardo de una muestra, el término (1 — ¢~ yes sélo un término refe-
rente al retardo y se puede transformar por scparado. De esta manera

G(zy=(1-=z"") —— - +
L(z-17 -1l oz

Iz z z}

817 =15, la ecuacion anterior se puede simplificar para obtener

-1 -1
. ze  +1l-2¢ 037z +0.26
G(z): = [23}

(z-D(z-e")y 2713724037

Larespuesta de los elementos a un impulso unitario se puede cbtener
mediante la divisién larga como

0,037,0.77,09L, 097, ...

Ahora considere el sistema de control en lazo cerrado en tiempo
discreto con control preporcional (figura 15.23). La sefial de error de
entrada e[k }al controlador es

c[&]=x{k]= k]

La salida del controlador es Ke[k]= Kx[k]— K3{k] Estaes la entrada
a la combinacién del elemento ZOII v la planta. Si éstos en conjunto

tienen la transformada z de G, (2), entonces:

Y (2) =Gy ()X (2) - KY (2)}

Controlador
Error

Planta

v
v

Realimentacion v[k]
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- 0.2

Figura 15.24 Salida
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Asi, ta funcién de transferencia pulso, G{z), del sistema cs

G(z)= LG _ Gy (2)

_ [24]
X(2) 14+KG,(2)

Supornga que se tiene una planta, que s un sistema de primer orden
con una funcién de transferencia 1/s(l +5). Puesto que
G pon (5) = (1 —2 7 ¥/, entonces el producto de G5y Gy (s)es

o 1l-e’ 1] 1
G (8)Gpop (8) —————=(1—-e7") C ot
p() zoh() Sg(s+1) ( ksz ¢ S-ﬁ—lJ

Esta tiene la transformada z (como antes en csta scecion)
. -1
transformada z de &'~ {G, (5)G,, (s}}

( i z z 7
=l1-2 S
Vo2 A(z=-D" z-1 z_e )

Con T =1s, ésla se simplifica a

0.37z +0.26

transformada z de £ 7! {GP ()G, (0} = B ———
z° -1.37z+0.37

Con K =1sc obtiene una funcion de transferencia pulso para el siste-

ma de

0.37z+0.26 _0372+0.26
27 —137z4037+0372+026 z2 - z+0.63

G(z)=

Ahora considere un impulso unitario como entrada al sistemu en
lazo cerrado; puesto que fa transformada z de la entrada cs 1, enton-
CEs

Salida (z) = 0572 10.26

z° z 1063

Por lo tanto, segvn la divisién larga para obtener la inversa
Salida () =037z +0.63272 +0.4027 - 025275 + .

asi, la salida es la secuencia en tiempo discreto

0,037,0063,040,0, -025, ...

Sin cmbargo, puesto que la salida es la sefial antes del elemento
ZOH, ¢ésta toma la forma que muestra la figura 15.24.
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Conversion de las leyes de
control anafogicas

Si sc quicre convertir un sisterna de control analdgico en un sistema
de control digital, y se usan las mismas leyes de control, se necesita
encontrar algoritmos que se aproximen a la funcion de transferencia,
G (s), del controlador analdgico. Un algoritmo es un conjunte de ope-
raciones matematicas que se pueden escribir como instrucciones en
los programas de computadora,

Como se indico cn la scceidn anterior, un control proporcional,
G(s) = K, se pucde convertiren G(z) = K. Si s¢ tiene un control inte-
grai, entonces (7(s) =1/s. Para el control integral solo, la ceuucitn
[5] muestra cdmo se puede usar una ecuacién en diferencias para
aproximar la integracién; asi, la salida 3[4 a partir del controlador,
cs

k] =k 1]+ Tk}
Al tomar la transformada z se obtiene
Y(z}=z"'Y (2)+ Te(z)

y asi

Y(z)= T"1 e

(= 25
G l)k) [25]

Una mejor aproximacion que a menudo se usa para la integracion es
la aproximacién de Tustin (ecuacion [6])

Wh]= 1k +1]+ i T{fk —1]+ kD
Al tomar la transformada = se obtiene

o TE+D 2
V=g ) [26]

Por lo tanto, se puede considerar quc en una conversion de control
analdgico a control digital se sustituye 7z/(z =1 o T (z + 1)/ 2(z - 1)
en lugar de 1/s, dependiendo de qué aproximacion sc use.

Si existe control derivativo, entonces se tiene G(s) =s. La ccua-
cion [7] muestra como se puede usar una ecuacion cn diferencias
para aproximar la diferenciacion. Se usa el gradiente de la linea que
une el valor actual del error v ¢l valor previc del error para dar la de-
rivada, es decir, salida| k] = (error [k ] —error [k —1])/T y asi

-

Tz

viz=""tecz) [27]
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De esta manera, en una conversion de control analogico a control di-
gital (z —1)/7z se puede sustituir cn lugar de s,

Considere un sistemna con control PID y una ley de control anaié-
gico de (ecuacion {16] del capinilo 10)

Gl)=K, +K L+ K, 128]
Ay

Las ganancias de los elementos proporcional, integral y derivativo
son K, K, v K, . Entonces ¢l controlador digital equivalente cs, sc-
gun las ccuaciones [25] y[27)

G(z):Kp+Klz7l+Kd [29]

En términos de la constante de tiempo integral, 7, =K /K. y la
constante de tiempo derivativa, 1) = K| /K {vea el capitulo 10}, la
ecuacton [29] se puede escribir como:

Tz 2—11
bt Bl

G(:):Kpill-i-
.

La funcion de transterencia de un controlador discreto se puede con-
vertir en un programa de computadora considerando la implementa-
cion de ia ecuacion en diferencias que representa la ley de conlrol.
Cunsidere el control PID en la forma dada en Ja ecuacion [29]. Esta
se puede escribir, para la salida del controlador, como

Tz z-1)
+Kg—— ie(z)
1 ¢ z j

,
satida(z) =| K, +K,
L

donde e(z) es fa entrada. Al convertir en una ecuacion en diferencias,
¢l elemento propotrcional da

Salidafd] =K k] [313

Para el clemento integral, si ambos miembros de la ecuacion se mul-
tiphcan por (1 — =y

(1 — 27" Ysalida(z) = K, Te(2)
Y, de esta manera

Salida [k ]~ salida[k — 17 = K, Te[k] (32]
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Periodo de muestreo

Para ¢ clemento derivativo sc puede escribir

K

Salida () = 7d 1 -z De(2)
Y de esta manera
. Kd
Salida[k]= = (efk]—elk -1 (33]

Por lo tanto, para ¢l control PID las ecuaciones [31], [32] y [33] dan
por resultado

Salida[4]=K e{k] + K;Telk]+ salida[k — 1]
+Td(e[k] ~ ek ~1) [34]

Para implementar el algoritmo para el control PID, sélo se debe es-
cribir un programa, en algun lenguaje apropiado, que use la ccuacion
[34] para caleular la salida del error que se presente en cualquicr ins-
tante. Dc csta forma, la salida sc obticne al multiplicar el valor del
error por K. adicionar ¢l valor del error multiplicado por KT, su-
mar a €stas el valor previo de la salida, adicionar éstas el valor del
error multiplicado por K, /T v, por ultimo, sustraer el valor previo
del error multiplicado por K /7. Dc csta forma, cl programa en
pseudocddigo seria:

Inicializacion
es decir, fijar los valores iniciales desalida[k —1]v
dr 11 K. K. K, y el periodo de muestreo, ¥
Lazo
Restaurar ¢l temporizador del intervalo de muestreo
Input el error e
Calcular la salida mediante la ccuacion [34]
Qutput ¢l valor de la salida calculada
Establecer salida [k —~ 1] =salida[&]y & —1]= k]
Esperar el término del intervalo de muestreo
Go to Lazo

La seleccion del periodo de muestreo, 7, que se use con un controla-
dor digital es importante. Un periodo de muestreo muoy largo ¢ infor-
mactdn acerca de una planta que cambia las condiciones con rapidez
representan una pérdida; si el periado es muy corto v ia carga com-
putacional sc incrementa. tambidn aumenta la neeesidad de un con-
vertidor analogico a digital rapido. Lo anterior cs una brove indicas
cion de los problemas que mvoiucra la eleccion de! periode de
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muestrec que se use. S¢ han ideado varias reglas empiricas para ele-
gir ¢l periodo de muestreo:

1 Silaplanta que se va a controlar tienc una constante de tiempo
dominante, entonces se elige un periodo de muestreo que sea al-
rededor de un décimo de la constante dc tiempo de 1a planta.

2 Suponga ur modelo Ziegler-Nichols de la planta a partir de fa
curva de reaccion (vea el capitule 10 v la figura 10.16) y clijaun
periodo de muestreo que esté entre 0.05L v 0.3L, donde £ es el
tiempo muerto {vea la figura 10.16).

Un sistema realimentado lineal que trabaja con sefiales continuas es
estable si1 todos los pelos de la funcidn de transferencia en lazo cerra-
do caen en el semiplano izquicrdo del plano s (vee el capitulo 8).
Esto significa que todas las raices de la ccuacion caracteristica, es
decir, ¢l denominador de la funcior de transferencia, deben tener
partes reales negativas, Puesto que una raiz s s¢ puede representar
€omo 5 = U + jo, csto significa que o debe ser negativa, Pero la ecua-
cion |9} detine a z como z =™, por la tanto

z

:e(aﬂu))T =enTejmT [35]

Para Ia estabilidad en el plano s se debe tener o como un niimero ne-
gativo, de modo que o7 sea negativo. Esto sélo significa quec® te-
neun valorentreQy 1, Debidoa quee® esla magnitud de z, es decir,
1 w entonces la condicion para la estabilidad en un sistema de datos
muestreados es que todos los polos de la funcidn de transferencia
pulso en laze cerrado deben caer dentro del circulo unitario, un
circulo de radioly centro cn cl origen (figura 15.25). Se dice que un
sistema es criticamente exiuble si tiene un pelo en el circulo.

Para ilustrar lo anterior, considere un sistema de datos muestrea-
dos en tazo cerrado con una funcidn de transferencia pulso de

0.37z +0.26
22063

G(z)=
Esla tiene la ecuacion caracteristica

22 -4 0.63=0

Las raices de esta ecuacidn estan dadas por
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Imaginario
|

0.62

Figura 15.26 Estabilidad con
z=050+j0.62

. —(=1}£+v1-4x0.63

=0.50+ 0.6
2

El sistema es, de este modo, estable debido a que las partes reales de
todas las raices son menores 2 1, es decir, caen dentro del circulo de
radio unitario en ¢l plano z (figura 15.26).

La respuesta del sisterna a una entrada depende de la focalizacion
de las raices. Para raices que caen dentro del circulo unitario, el sis-
tema es estable y la respuesta a un impulso desaparece con el tiempo.
Pararaices que caen fuera del circulo unitario, el sistema es inestable
v la respuesta se incrementa con ¢l tiempo. Para raices reales dentro
del circulo unitario, la respuesta a un impulso es justo una que decae
de manera permanente en forma progresiva. Sin embargo, para rai-
ccs complejas dentro del circulo unitario, la respuesia es una que os-
cilay decrece. Para raices reales en el circulo unitario, la regpuesta a
un impu'so es una salida constante. Sin embargo, para raices com-
plejas en el circulo unitario, la respuesta a un impulso es una oscila-
¢ién de amplitud constante. La figura 13.27 fustra estos casos.

Ejemplo 16

Determinar si los sistemas de datos mucstreados con las siguientes
funciones de transferencia pulso son estables

5z ) 3z -1
)G =" BG(=
2z 1) 327 4221
-2z +1 —z+40.6
96 = T G-
o w2z 417 z7 40524025

Respuesta

@) Laecuacidn caracteristicaes z(z — 1) =0. Asi, lasrafces son0y 1.
Debido a que una de las raices cae en el circulo unitario, el siste-
ma cs criticamente estable.

&) La ccuacidn caracteristica es 3z° +2z —1=0. Por lo tanto, las
raices estdn dadas por

6

—-0.33 +0.66

7=

Las raices son —1y 0.33. La raiz -1 caera en el circulo unitario,
asi, el sistema es criticamente estable.
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La transformada z

¢) La ecuacion caracteristica es z2 | 2z + 1.7 = 0. Por lo tanto las
raices cstén dadas por:
2xV4-4x17 .
ER LS e AL A P T
2
Larafz—1- j0.8 estd a una distancia radial de v1 + 082 =13 del
origen, Por [o tanto, las raices caen fuera del circulo unitario: asi,
el sistema es inestahle,
d) La ecuacién caracteristica es z° 1 0.5z +0.25 =0, Por lo tanto,
las raices estan dadas por
—0.5 £+/0.25-1.00 .
z= —”7— =-0.25£j0.43
La raiz -025-j0.43 estd & una distancia radial de
J0.25% £0.43% =0.5 del origen. Por lo tanto, las raices cacn en
cl interior del circulo unitario; asi, ¢l sistema cs estable.
Ejemplo 17

Un sistema de datos muestreados como ilustra la figura 15.21 re-
quiere un eontrolador proporcional unitarie, un sistema de retencion
ZH, una planta con una funcién de transferencia de K/s y reali-
mentacion unitaria. ;Para qué valores de X cl sistema sera cstable?

Respuesta

El elemento ZOH tienc una funcidn de transferencia de (L — ¢ ¥ /s
De este modo, la funcidn de transferencia de la trayectoria directa es

K (—e™)
2
s

La transformada z de ésta cs:

KTz (z-1) _ KT
(z=1)* = z-1

Lz cual ticne como entrada el error X (z) = Y (2) v lu variuble ¥ (2)
como salida. De esta nianera

Y AT

A(z)-Y{(z) =z-1

v 1a funcién de transferencia pulso para cl sistema es:
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gslabilidad para los polos en
el planc w
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Y(z) KT
X(z) z-1+KT

G{z)=

La ecuacion caracteristica es
T-14+KT =0

0 z=1-KT. La condicidn para la estabilidad es que z sca menor 4
+1. Si K se restringe a valores positivos, entonces K7 dehe ser menor
a2 La estabilidad critica se tiene cuando KT =2,

La prucha de Routh-Hurwitz para la estabilidad, descrita en el capi-
tule ¥ para sistemas en tiempo continuo, no se pucde usar de manera
directa con las raices en el plano z debido a que la condicion para la
estabilidad cs tal que todas ticnen magnitudes dentro del efreulo unt-
taric v la prueba estd disefiada para determinar si todas las raices
caen en ¢l semiplano izquierdo del plano s. No obstante, si = se reem-
plaza por

[+ 9w
z=

(36]

[-w

entonces, la condicion para que todas las raices z caigan dentro del

circulo unitario se convierte en la que todas las raices caigan en ¢l sc-

miplano izquierdo del planc w(figura 15.28); asi, la prueba adopta ¢l

mismo formate que en la version primaria para el planc s.
Considere un ejemplo donde

. 2z +1
G()=—F—
z-+04z-0.1

Sepiin la ecuacidn [36] y al reemplazar =

21+ w1 — w) +1
[+ ) (=) + 0,401+ w1 = w) = 0.1

Gl =

_ vl

3422w +0.507

Se puede entonges construir ¢l arreglo de Routh para la ccuacion ca-
racieristica:
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Aqui no hay cambios de signo en la primera columna; asi, todos los
polos dewestan cn el semiplano izquierdo del plano w, por lo tauw
todos los poloes de z estdn en el circulo unitario; el sistema es estable.

Otra forma de prueba para determinar si todas las raices de la fun-
cion de transterencia pulso estin en ¢l interior del eircule unitario ha
sido ideada por Jury. La ecuacion caracteristica se ordena para que
csté en la forma

2

5

F(zy=as="+az' +a.z . +a, 5 =0 [37]

Sc consiruye, entonces, una tabla de la siguicnte forma

Rengldn

1 dy I3 sy y au G, a,
2 a, a4, a,_» Uy i, ay
3 by h, b, b b, b,
4 u by by by s b, b
5 I o) s Cq oy c,
5 Cy Cu-t Cp2 s ) S0
7 d d, d, d, d, d,
& d, d,_ d, 5 d d, dy
y asi de manera sucesiva

Los primeres dos renglones consisten de los cocficientes tomados en
orden. ET segundo renglén tiene los mismos coeficientes en orden
inverso. El tercer rengldn ticne los coelicientes ben orden y se deter-
minan mediante

|
dy Uy g

b, =
“Tla, a,

[38]

"

El cuarto renglon tiene estos cocficicntes 6 en orden inverso. El
quinto renglon tienc los coeficientes cen orden y se determinan me-
diante
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1 sexio renglon tiene estos coeficientes cen orden inverso. Ei sépti-
mo renglén tiene los coeficientes o en orden y se determinan me-
diante

[40]

Cy-z Cx

El oclave renglon tiene estos coeficientes & en orden inverso. Este
procedimiento contintia hasta que el arreglo termina con un rengldn
de tres nimeros.

La prueba de Jury establecc que las raices de la ecuacion caracic-
ristica cstaran en el interior del circulo unitario en el plano zsi, y s6lo
si

Fi)»0  (~D"F(=1)>0 [41)

; P ;
\“0“ dy |b0i>|bn-l| {(‘0i>ycr172

id0!> ‘d”,j‘ y asi en torma sucesiva  [42]

Para ejemplificar lo anterior considere ia funcién de transferencia
pulso con la couacion caracteristica

F{z)=z" +2z" +192 1 07=0

Antes de formar el arreglo, se verilica la condicion [41]
F()=1+2+19+07=50

por lo tanto, F(1)es mayora 0. Y
F(-1)=-1+2-19+07=-02

asi, (-1} F(=1) =02, mayor 2 0. Con cslas condicicnes satistechas,
se forma la tabla.

Renglon
1 0.7 1.9 2.0 1.0
2 1.0 2.0 1.9 0.7
3 —0.51 - 0.67 ~-0.5

p = 07 L0
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Respuesta en frecuencia

Ll
5
Il
el ="l
—

b-
o5
1]
e e
ol o

o — t
SN Nel.)

Al verificar los contenidus se muestra que
‘a0|< a, puesto que 0.7< 1.0

|08, 1| puesto que |-0.51]> -0.50)

De este modo, puesto que todos los requerimientos se alcanzan, en el
plano z no hay raices fuera del circulo unitario.

Ejemplo 18

Usar la prueba de Routh-Hurwitz para determinar si e! sisterma con la
siguiente funcion de transferencia pulso es estable:

1

G(z)= ,
27 +1.6z°+0.5z40.2

]

Respuesta

Al sustituir {1 + w)/ (1 — w) por z s¢ obtienc la ecuacion caracteristica

A+ w1 = w116l +w) (1 - w))?
+03[(L+ )/ (1= w)] +0.2=0

0.7w" +4.5w% +65w+4.3=0

El arreglo de Routh para ¢sta ¢s

w' 107 65
W I 4.5 43
wh 58
w? | 4.3

Puesto que no hay cambios de signo en los elementos de la primera
columna, el sistema es estable.

La respucsta en frecuencia de un sistema es su respuesta en estado
estable a una enirada senoidal. Para determinar Ia respuesta en fre-
cuencia de un sistema en tiempo disereto, se usa una entrada en tiem-
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po discreto, 1a cual se obliene medianle muestreo de una senoidal
cada T segundos.

La respuesta en frecuencia de un sistemna en tiempo confinuo se
obtiene al evaluar la funcion de transferencia con s = jo (vea el capi-
tulo 11). Debidoaque z = e ln respuesta en frecuencia de un siste-
ma en tiempo discrcto sc pucde obtener al evaluar la funcion de
transferencia pulso con z =g*"

Esto puede conducir & expresiones muy complicadas para la res-
puesta en frecuencia. Sin embargo, al reemplazar £ por
(I+w)/(1- w), como en la ecuacion [36], se puede trabajar de mane-
ra mas sencilia con cl plano w. Esta transformacion a mcnudo sc co-
noce como transformacion bilineal; en algunos libros de lexto se usa
ren lugar de w. Entonces, w = jo . De esta manera

Cjw] B I+w
l—w

y asi
el? 1

el L

w=jw,, =

Alusar las relaciones de Euler se obtiene

o, - tan[%r} [43]

Ejemplo 19

Determinar mediante el métode directo la respucsta en frecuencia de
un sistema de datos muestreados que tiene vna [uncidn de transfe-
rencia de 08/ (z +0\8).

Respuesta

Al reemplazar z por ¢ 7

cuencia como

s¢ obtiene la funcion de respuesta en fre-

Gl -— 5
e 1038
La formula de Euler dae'®” =coswT + jsen w7, De esta orma
0.8

Giw}= — s
cosw?! + jsenwi +0.8

Si el numerador vy el denominador se multiplican por
(coswT +0.8)— jsenwT, se abfiene
08[{coswT +0.8) — jsen T |

Gliw) = ; S
(coswT +0.8)" —sen” w!
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La ganancia del sistema es, entonces

0.8

[(coswT +0.8)* +sen” w7]"?

G| =

y ¢l dngulo de fase estd dado por

i sen wi
tangp = - ————
cosawi +0.8
Ejemplo 20

Usar el método de la transformacidn bilincal para determinar la res-
puesta ¢n frecuencia de un sistema de dalos mucstreados que ticne
una funcion de transferencia pulso de z/(z — D(z —0.4).

Respuesra
Al reemplazar z por (I +w)/{1 — w) se obtienc

Gl = (1 +w)1—w)
(I w=14w) (w041 04w

3
11—

L.2w+2.8u"

Al hacer w= jw,, sc obticne:

. 1+w? T+ wi)=12jw, —2.8u°
Gjw,) = — . _ X 2] 28 L)
1.2, - 28w (120, +2.8w: )"
Por lo tanto
. I+l
Gliw ) = > . 2 212
((1.2m,)° — (2802 )22
12
tang .,
¢ 2.8w

Segun la ecuacidn [43], las ecuaciones anteriores se pueden conver-
{ir en cxpresiones en términos de .

Problemas 1 Determinar la respucsta de un procese a un impulso unitario en
el tiempo ¢ =0 s1 la salida del proceso estd determinada por Ja
ccuacion en diferencias Mi]=0.5x[k]+0.53{k —1]
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Figura 15.29 Problema 3

)

Figura 15.30 Problema 4

10

11
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Determinar la respuesta de un proceso a un escalén unitario en el
tiempo ¢ = 0si la salida del proceso esta determinada por la ccua-
cion en diferencias {k]=0.5x[k]1+0.5,{k 1)

Describir la senal que ilustra la figura 15.29 en términos de fun-
clones impuiso.

Parala sefial z2n tiempao conrinuo que muestra fa figura 15.30, es-
tahlecer los valores de los pulsos que s¢ producirian por un ADC
hasta & — 3 si el periodo de muestreo es1s.

Para Ta funcion en tiempo continuo 3sen2s dibujar la funcidn
-k -
S () cvando el periodo de muestreo es de 0.2 s.

Explicar qué significa sistema de retén de orden,cero (ZOH).
Encentrar la transformada z de las siguientes secuencias:

a) 1,0,0,ytodos los valores subsecucntes son 0,

b) 0,0, 2, ytodos los valores subsecuentes son 2,

¢) 0,0, 1, y todos los valores subsecuentes son 1.

dy 0,1,2,3,.., f(kT)=F.

Con la division larga, encontrar la transformada z inversa en la

forma de secucncia de muestras para las siguicntes funciones:

1
al Fz)=
z+1
2741
By Flz)=—
_‘-Tz
2:0 -
¢) F(z):~2—
- +4z+2

Con Ia cxpansion en fracciones parciales, encontrar 12 transfor-
mada z inversa para [as siguientes funciones:

Y Fl) e T
¢ =) z—1¥z~2)
by F(z)=- :

) FE) (z-D(z+2}
¢) F(z)=- d

(z~I}z-2)(z~3)

Determinar la funcién de transferencia pulso para un sistema de
procesamiento en tiempo discreto que se describe mediante Ia
ecuacion en diferencias WA ]=33{k — 1|+ 2x[k —1], ¥ encontrar
la secucncia en tiempo discreto de la respucsta a una entrada es-
calén unitario muestreado.

Deternunar la respuesta a una entrada impulso unitario de un

sistema de procesamiento en tiempo discreto que ticae una fun-
cion de transferencia pulso de z/(z = 1)
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X17]

12

13

Determinar la funcion de transferencia pulso para un sistema de
procesamiento cn tiempo discrete que tiene la ecuacién en dife-
rencias Mk +2]-5:1{k +1]+63{k] =x[k]

Determinar la funcidn de transferencia pulso para un sistema de
procesamiento en tiempo discreto del diagrama de bloque de la
figura 15.31.

: vI2
0.06

Figura 15.31 Problema 13

A4

14

15

16

17

18

Y
N
h4
<
o
5

(Cuédl cs la transformada z de las siguientes funciones de trans-
ferencia?
a) G(s)= 1
s11
B Gls)~——
s+05
1
¢y Gisy=--
) G) s(s+1)

.Cual es la salida de un sistema de datos mucstreadoes con perio-
do de muestreo de 1 s, que consta de un elemento retén de orden
cero en serie con un elemento que tiene una funcion de transfe-
rencia de s/ {(s+ 01}y esta sujeto a un impulso unitario?

<Cual es Ia salida de un sistema de datos mucstreados con perio-
do de muestreo de 1 s, que consta de un elemento retén de orden
cero en serie con un elemento que tiene una funcion de transfe-
rencia de 1/ (s2 +5+1) y estd sujeto a un escaldn unitario?

;Cual es Ia salida de un sistema de datos muestreados en lazo ce-
rrado de la forma que describe la figura 15.2156 cuando estd suje-
te a una entrada escalén unitario si la planta tiene una funcion de
transferencia de 1/s(s + 1), el controlador una funcién de transfe-
rencia de 1y el periodo de muestreo ¢s de1s?

. Cudl es la funcion de transferencia pulso de un sistema de datos
muestreados en lazo cerrade de la forma que ilustra la figu-
ra 15.215 si la planta tiene una funcién de transferencia de
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1/{s+01} y el controlador sigue una ley de control dada por ¢l
control PD con X, =10, K; =4y el periodo de muestreo cs do
1s?

Mostrar que, para un sistema de control en tiempo discreto en
lazo cerrado, si el controlador tiene una ley de control puramen-
te integral éste tendrd una funcion de transferencia pulso de
Tzi(z-1).

Determinar {os polos del sistema en lazo cerrado con una fun-
cién de transferencia puiso de 1/(z% ~1.4z +0.48).

Determinar si los sistemas de datos muestreados con las siguicn-
tes funciones de transferencia pulso son estables:

4
Giz) = —
@ Gla) =%
2z-1
B) G(z)= =
z{z-1)
) G(ZFTM
z° -0.1z+0.5
0.1z +0.7
) Glz)= .

2240201

Un sistema en lazo cerrado consta de una trayectoria directa con
un sistema de retén de orden cero, una planta con funcion de
transferencia de K/(5+1) y realimentacion unitaria. Cual es la
condicion para que el sistema sea estable cuando el periodo de
muestreo es de I s?

Uin sistema en lazo cerrado consta de una trayectoria directa con
un sistema de retén de orden cero, una planta con funcién de
transferencia de 1/{s+1}, un controlador proporcional con ga-
nancia de 10 y realimentacion unitaria. Determinar el periodo de
muesireo que conducird a un sistema criticamente estahle.
Decterminar si los sistemas con las siguientes funciones de trans-
ferencia pulso son estables.

4(z-0.1)
23224204

3

z

22 40327 ~02z-0.1

a)

b)

Usar la prueba de Jury para determinar la cstabilidad del sistema
con la funcidn de transferencia pulso que tiene la ecuacion ca-
cacteristica z2 +0.33z% —0.252 - 0.08=0.

Determinar la respucsta en frecuencia del sistema de datos

muestreados que tiene una funcidn Je (ransferencia pulso de
0.1/(z - 0.4).
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Inicio y terminacion de
sesién

ingreso de comandos

Apéndice: MATLAB

Este apéndice es una breve introduccién a MATLAB (marca regis-
trada por Mathworks Inc.), version 4.0 o posteriores; el software se
usa con amplitud en los cursos de ingenieria de control. La intencién
s mosirar el potencial del software y permitir un buen inicio con
su uso. Para informacion adicional se sugiere ul lector Iu guia de
usuario o libros de texto como The MATLAB Handhook de Eva
Pirt-Enander, Anders Sjoberg, Bo Melin y Pernilla lsakssan (Addi-
son-Wesley, 1996) v Using MATLAB to Analyse and Design Con-
trol Systenrs, 2 edicion, de Naomi Chrich Leonard y William S. Le-
vone {Addison-Wesley, 1995).

Para iniciar sesion cn MATLAB, en sistemas Windows o Mucin-
tosh, dar un click en el icono de MATLADB, de otro modo, eseribir
matlab, presionando enseguida la tecla intro (enter) o retorno (re-
turn), en el prompt del sistema. La pantalla producira el prompt de
MATLAB >

Para terminar la sesion de MATLAB cscribir quit o exit después
del prompt, presionando a continuacién la tecla enter ¢ return.

Como antes se indieG para el comando quit, los comandos se mgre-
san escribiéndolos despuds del prompt. La tecla enter o return sc pie-
stona despues de ingresar un comando de MATLAB a fin de que el
comanda s¢ pueda cjecutar. Fn ¢l sigulente andlisis de los comandos
no se repetird que se dehe presionar la tecla enter o return, perc se
entiende que se hace et todos los casos.

Debido a quz MATLAB es sensible a las mayusculas, de prinei-
oio @ fin se deber usar minaseulas, aspecto muy importante para los
comandos.
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Al eseribir help después del prempt, o al seleccionar help de la barra
de ment en la parte supcerior de la ventana de MATLARB, se muestra
una amplia lista de ayudas de los temas de MATLAB. Para obiener
ayuda sobre un lema particular, por gjemplo, cxponenciales, escriba
help exp. Al escribir lookfor y algun tema, se da la instruccion para
que MATLAB busque la informacion sobre ese tema, por cjemplo,
lookfor integ mostrara varios comandos que s¢ podrian considerar
para la integracién.

Elformato basico que se usa para los dates en MATLAR es la matriz
o vector; un vector columna es una matriz que consta de una sola co-
lumna y un vector renglén es una matriz con un solo rengldn. Las
nratrices inpresan a MATLAB mediante el listado de los ¢lementos
de la matriz y encerrdndolos dentro de un par de corchetes cuadra-
dos. Los elementos de un renglén sc separan por blancos o comas y
los renglones mediante retornos de carro o punto y coma (;). Por
gjemplo, la matriz

L —

-

B o

ingresarfa como

>>a=[12;34] o >ra=1|112
3 4]

y el resuliado apareceria en la pantalla como

Cod et
da b9

Para referirse a un elemento especitico de una matriz se especifi-
ca su renglén seguido por su celumna. Por cjemplo, si ingresa
>> A(2, 2) =5, cl clemento ¢n el segundo rengldn y la segunda co-
lumna, es decir, 4, se cambiarfa a 5. Para adicionar un rengldn a la
matriz A se escribe

>>a=[a;[5 6]]
Los vectores ingresan de manera similar a [as matrices, por ejemplo

>z veol =[1:2; 314l v>> vrow =[5 6 7 8]
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Operaciones aritméticas

En general, las operaciones matematicas ingresan a MATLAB en la
misma forma como sc eseribe en papel. Por ejemplo

>>a=4/2

da la respuesta

>>a=3%2

da la respuesta

Tas operaciones se realizan en el siguiente orden: * potenciacidn,
*multiplicacién, / division, + adicidn, —sustraceidn. La precedencia
de operadores es de tzquierda a derecha, pero se pueden usar parén-
tesis () para alterar el orden. Por ejemplo

>>a=1+2"3/4%58

da la respuesta

11

puesto que se tiene 2%/4, el cual se multiplica por 5 y entonces se
suma a 1, mientras que

>>a=1+2"3/(4*5)
da la respuesta

a=
1.4

puesto que se tiene 2? dividido entre el producto de 4y 5, y entonces
se suma al.
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Las siguientes son algunas funcioncs matematicas disponibles con
MATLAB:

abs(x) Da el valor absoluto de x, es decir, r}
exp{(x) Da la exponencial de x, es decir, e '
log(x) Da cl logaritmo natural de x, es decir, In x
log10{x) Da el logaritmo en base10de x, es decir, log |, x
sqrt(x) Da ia raiz cuadrada de v, es decir, vx
sin(x) Da sen x, donde x estd en radianes

co5(x) Dacosx, donde x esta en radianes

tan(x) Da tan x, donde x estd en radianes

asin{x) Da arcsen x, es decir, sen”'x

acos(x) Da arccosx, ¢s deeir, cos ™! x

atan(x) Da arctan x, es decir, tan ™' x

cse(x) Dal/senx

sec(x) Dal/cosx

cot(x) Dal/tanx

7 ingresa escribiendo pi.

Las operacioncs con matrices ingresan y se llevan a cabo en la mis-
ma forma que las operaciones aritméticas. Por gjemplo, para sumar
las malrices A y B, primero se especifican las matrices y entonces se
ingresa la operacion requerida:

>> A+B
MATLAB entonces presenta la respuesta, por cjemplo

ans =
29
0 4

La variable ans sc aplica al rcsultado previo si no sc hace alguna
asighacion a que es igual A+B.

En lugar de escribir una serie de comandos ¢n ¢l prompt, se puede
escribir un archivo de texto y ejecutar los comandos mediante refe-
rencias a MATLAB desde ese archivo. El término archivo-M se
usa dehido a que estos archivos de texto contienen varios comandos
de MATLABR que se ejecutan en forma consecutiva. Estos archivos
tienen la extension. m y al escribirlos, la primerz linea debe empe-
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Graficacion

zar con la palabra function seguida de un cnunciado que identitique
el nombre de la funcion y los parametros de entrada y salida en la
forma

function [pardmetros de salida] =
nombre de la funcion [pardmetros de entrada)

por ejemple, function y=cotan(x), la cual es el archivo que se usa
para determinar ¢l valor de y dado mediante cotan x, Este archivo sc
puede lamar desde cualquicr secucncia de comandos de MATLAB
gscribiendo ¢l nombre seguido del parametro de entrada, por gjem-
plo, eotan(x). De hecho, esta funcidn la incluye MATLARB vy sc usa
cuando se requiere la cotangente de x. Sin embargo, el archive lo
puede escribir por el vsuario. Cuando una funcidn tiene varios pard-
metros de entrada todos se deberan listar en el enunciade de la fun-
¢ion. Del mismo medo, ¢n una funcion que va a regresar varios valo-
res se deberén listar todas las salidas.

Las lineas que inician con % son lineas de comentario; MATLAR
no las interpreta como comandos. Las lineas de comentario se mos-
traran si se solicita ayuda mediante ¢l nombre de la funcién cscri-
biendo >> helpy el nombre de la funcidn. Por gjemplo, suponga que
se escribe un programa para determinar el valor medio cuadrdtico de
una sola columna de datos; el programa se veria como

function y=rms(x)

% rms Valor Medio Cuadratico

% rms(x) da el valor mediv cuadritico de los
% elementos del vector columna x

Xs=x"2;

s=size(x),

y=sqre(sum(xs)/s);

Se ha hecho que xs sea el valor cuadratico de cada valor del vec-
tor x. El comando s=size(x) obtiene la longitud, es decir, el nu-
mero de elementos, de la columna de datos. El comando
v = sqrt{sum(xs)/s(1)} obticnc la raiz cuadrada de la suma de todos
los valores xs divididos entre 8. El comando ; se usa al final de cada
linea del programa.

MATLARB suminisira varias toolboxes (conjuntos de funciones)
que contienen colecciones de archivos-M. La tootbox de Sistemas
de Contral es de particular relevancia cn cste libro. Esta sc puede
usar para obtener la respuesta en el tiempo de un sistema a enfra-
das impulso, escalon, rampa, etcétera; asi como analisis de Bode,
Nyquist, lugar geométrico de las raices, eteétera.

Se pueden producir graficas lineales en dos dimensiones mediante ¢l
comando plet(x,y); éste grafica los valores de x v y, es decir, el vec-
tor x y el vectory. Por ejemplo, se podria tener
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x=[012345];
y=[G1491625];
plot(x,y)

Para graficar una funcion, ya sea estandar o definida por el usuario,
se emplea ef comando fplot (nombre de la tuncion,lim), donde lim
determina el intervale de graficacion, es decir, los valores minimos y
maximos de x.

El comando semilogx(x,y) genera una gralica de los valores de x
v ¥ mediante una escala logaritmica para x y escala lincal para y. El
comando semilogy{x,v) genera una grafica de los valoresdex y v a
partir de una escala lineal para x y escala logaritmica para v, El co-
mando loglog(x, ¥) genera una grafica de los valores de X y ¥ con
base en escalas logaritmicas para x y ¥. El comando polar(theta,r)
gréifica en coordenadas polares; theta es el argumento en radianes y
r 1a magnitud.

El comando subplot permite dividir fa ventana de graficacion en
subventanas y situar las graficas en cada una de ellas. Por efemplo,
sc podria tener:

x=(01234567)

y=expx;

subplot(2,1,1); plot(x,v);
subplot(2,1,2); semilogy(x,¥);

Con el comando subplot resultan tres enteros m, 1, p; los digitos my
» indican que la ventana grafica se va a dividir en una reticula de
»1 Xy pequenas ventanas, donde m es ¢l numero de renglones y 2, el
de columnas; el digito pespecifica la ventana que se vaa usar para la
grafica. Las subventanas se numeran por renglén de izquierda a de-
recha y de arriba hacia abajo. De este modo, la secuencia anterior de
comandos divide la ventana cn dos, con una grafica arriba de la otra;
la grifica superior es lineal y la grafica inferior es semilogaritmica.

Se puede seleecionar el numero y estilo de la reticula, el color de
la grafica y texto adicional a la grafica.

Ll comando print sc usa para imprimir una copia de respaldo de
la grafica, ya sea en un archivo o en una impresora. Esto se puede ha-
cer al seleccionar del menti de archivo en la ventana de la figura y la
opcion de impresion.

Estos son algunos ejemplos de como usar MATLARB para resolver
problemas sencilles de control.
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Las siguientes lineas se podrian usar en un programa de
MATLARB para ingresar una funcidn de transferencia:

% G()=4(+10)/(s+5)(s+15)
num=4*[1 10];

den=conv([1 5],[1 15]);
printsys(num, den,'s")

El comando num se usa para indicar ¢l numerador de la funeién de
transferencia, en potencias descendentes de 5. El comando den sc
emplea para indicar el denominador en potencias descendentes dec s
para cada uno de los dos polinomios del denominador. El comando
conv multiplica los dos polinomios, en este caso, (s + 5y (s +15). El
comando printsys presenta la funcion de transferencia con el nume-
rador y el denominador especificados y escritos en el dominio de s,

Algunas veces la funcién de transferencia se pucde presentar
¢omo el cociente de polinomios y es necesario encontrar los polos y
ceros. Para cste caso se puede usar:

% Encontrar los polos y ceros para

%o la funcion de transferencia

Y G(E)=(5s"2+3s +4)/(s"3+ 2872+ ds +7)
num=[5 3 4];

den=[1247];

[z, p,k]=tf2zp(num,den)

[z, p,k]=tf2zp(num,den) es el comando para determinar y mostrar
los ceros (z), los polos (p) y la ganancia (k) de la funcion de transfe-
rencia ceros-polos-ganancia que sc ingresé

MATLAB se puede usar para producir graficas que muestren la
respuesta de un sistema a diferentes entradas. Por ejemplo, el si-
guiente programa dard la respuesta de un sistema a una entrada esca-
16n unitario u(?) con una funcién de transterencia especificada:

% Presentar [a respuesta a una entrada

% escalén para un sistema con

% funcién de transferenc_ia G(8)=5/(s"2+35+12)
num=>5;

den=[13 12];

step(num,den)

Para obtener ung {raza de Bode de un sistema descrito mediante una
funcién de transferencia, se puede usar:
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% Generar la traza de Rode para G(s)=4/(s"2+25+3)
num=4;

den={12 3};

bode(num,den}

El comando bode(num,den) produce una traza de Bode de ganancia
en dB contra frecuencia en rad/s en una escala logaritmica, y la fase
en grados contra frecuencia en rad/s en una escala logaritmica.

Para producir una traza de Nyquist de un sistema deserito me-
diante una funcidn de transferencia se puede usar:

% Generar la traza de Nyquist para G(s)=4/(s"2+2s+3)
num=4;

den=[12 3|;

nyquist(num,den)

Se pueden producir gréficas del lugar geométrico de las raices para
un sistema descrito a través de una funcion de transferencia con un
programa de la forma:

% Generar 1a grifica del lugar geométrico
% de las raices para G(s)=<(s +1}/(s"2+4s+3)
num=[11];

den=[143l;

rlocus(num,den)

Los sistemas de control a menudo s¢ representan como una scrie de
bloques interconectados, cada uno de fos cuales tiene caracteristicas
especificas. MATLAB permite formar sistemas a partir de blogues
interconectados. Los comandos cloopse usan cuando se quiere redu-
cir un bloque con funcién de transferencia en azo abierto que tiene
realimentacién unitaria. Si la realimentacion ne es unitaria se usa ¢l
comando feedback; por ejemplo, con ¢l sistema de la figura Ap.1, sc
tiene el programa:

% Sistema con laze de realimentacion
ngo=[11];

dgo=conv([1 3],[1 4]};

nh=[1 3];

dh=[1 4];
[nge2,dge2]=fecdback(ngo,dgo,nh,dh)
printsys(nge2,dge2,'s')
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SIMULINK

El numerador y el denominador de la funcidn de transferencia en
luzo abierto G (s), se indican mediante ngo y dge, respectivamente;
nh y dh son el numerador y denominador de la funcion de transfe-
rencia en el lazo de realimentacidn, H(s). El programa produce la
presentacion de la funcion de transferencia para el sistema como un
todo.

El comando series s¢ usa para indicar que los dos bloques en seric
estan en una trayectoria particular; ¢l comando parallel sefiala que
los bleques estan en paralcle.

Junto con MATLAB se usa SIMULINK para especificar sistemas
mediante a “‘conexion” de cajas en la pantalla, mejor que como an-
tes se describio, escribiendo una setie de comandos para gencrar la
descripeion del diagrama de bloques. Una vez que se inicia una se-
si6n en MATLAB, SIMULINK se sclecciona con el comando
>> simulink. Esto abre la ventana de control de SIMULINK con sus
iconos y menus de persiana (pull-down) en la barra de encabezade.
Para iniciar hacer click en file, y cn new decl ment de persiana; con
ello abre una ventana en la que el sistema se puede formar.

Para iniciar el ensamblado de los bloques requeridas, regresar ala
ventana de control y dar un doble click en el icono linear. Hacer
click en elicono transter Fen y llevarlo hacia la ventana untitled. Si
se requiere un bloque de ganancia, hacer click en ¢l icono de gain y
llevarle hacia la ventana untitled. Hacer lo mismo con ¢l icone sum
y quiza con el icono integrator. De esta manera, lleva rodos los ico-
nos requeridos hacia la ventana untitled. Hacer entonces doble click
en el icono Seurces y seleccionar la fuente apropiada entre las dife-
rentes opelones, por ejemplo, step input, y levarlo hacia la ventana
untitled. Ahora hacer doble click en el icono sinks v llevar e} icono
graph hacia la ventana untitled. Para conectar los iconos (blogues),
posicionar el apuntador del ratdn en el simbolo de salida de un bie-
que y llevarlo hasta el simbolo de entrada def bloque al que se va a
conectar. Repetir el proceso hasta que se termine de ensamblar todo
el diagrama de blogues.

Para ingresar una funcién dc transferencia en la caja de
transfer Fcn, hacer doble click en la caja. Esto exhibird una caja de
didlogo en la cual se pueden usar los comandos de MATLAB para el
numerador y el denominador. Hacer click en el numerador y escribir
f1 1] si se requiere (s +1). Hacer click en el denominador vy escribir
[1 2 3] si se requiere (s° + 25+ 3). Entonces hacer click en ¢l botén
de done. Hacer doble click en el bloque de gain y escribir el valor de
la ganancia. Hacer doble click en ¢l bloque de sum y establecer los
signos a + 0 — segun se requiera realimentacidn positiva o nepativa.
Hacer doble click en el bloque graph y establecer los parametros
para la grafica. Asi se completa el diagrama de simulacién en panta-
lla, La figura Ap.2 muestra la forma que podria tomar,

Para borrar cualquicr bloque o conexidn, es necesario seleccio-
narlos mediante un click v presionar la tecla<DEL>,
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El archivo se puede respaldar al seleccionar en el memi de persia-
na File y hacer click en la opcion SAVE AS. En la caja de didlogo in-
serlar el nombre del archivo y hacer click en Done.

Hacer click en el meni de Simulation para abrirlo. Seleccionar
Parameters y fijar los tiempos de inicio y paro para la simulacion.
Del menu Simulation, scleccionar Start, SIMULINK creard una
ventana grafica y presentard la salida del sistema.



Capitulo 1

Respuestas a los problemas

1, Veael texto.

2. a)y b)lazo cerrado con termostatos, ¢) lazo abierto sin termos-

tato.

3. Lazocerrado deberia tener realimentacion para indicar el trafi-
co, lazo abierto sélo serfa operado ¥ controlado por tiempo sin

considerar el trifico.

4. Estas podrian ser, aunque hay otras posibilidades; Variable
controlada  a) luz, b) temperatura, ¢} luz. Valor de referencia
—a) cstablecer la velocidad/apertura para la velocidad de la pe-
licula, b) establecer la temperatura, ¢) establecer el minimo ni-
vel de lnz, Flemento de comparacion — a) amplificador dife-
rencial, B) termostato, ¢) un relevador. Sefial de error — a), b).
c) la diferencia entre la scilal real v los valores requeridos. Ele-
mento de control — @) el amplificador, #) el termostato, ¢) el re-
levador, Elemento de correccion — g) un actuador para cambiar
los ajustes de velocidad/apertura, A) dispositivo que conmute o
varie la corriente a través de] calefactor, ¢) limpara. Proceso —
«) pelicula en una cdmara, b) un horno, ¢) una situacién parti-
cular. Disposttivo de medicidon — a), ¢) fotocelda, b) terméme-

tro.
5. Veael texto.
@), b) dos posiciones, ) proporcional.

o

7. Comparacion y control — amplificador diferencial, correccién
—relevader, proceso — calentador en el lgquido, realimentacién
a través del sistema de medicion. Error = diferencia entre las
dos entradas al amplificador diferencial, es decir, voltajes de

referencia y medicion.
8. 0ldmASC.

9. Veaeltexto: silaentrada se multiplica por un facter constante,
entonces la salida se multiplica por el mismo factor; sila entra-
dalproducc la salidaly la entrada 2, 1a salida 2, entonces la en-

trada I més la 2 produce la salida 1 mds la 2.
10, 5) 2.0mA por mys, ¢) 0.6 m/s por mA, d) 0.3 mA por m/s.
1. -0.26,,4%.



Capitulo 2
L =K
Q
i C=
o3
8)
L, =K,

Figura A.1 Capitulo 2, preblema 6

Figura A.2 Capitulo 2, problema 7

12.

13,
14.
15.

=

Il

8.
9.

12.
13.
14,
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—0908,,-69%x1072%.

Vea el texto.

Reducide por 1, reducido por 0.5K/{1 +0.5K).

Vea el texto y la comparacion de los sistemas en lazo ablerto y
en lazo cerrado.

a) m(d x/de?y + e(dx/diy = F,

By m(d x/di?y + o{da/de) +(h, + ko )k =F.

Dos resortes torsionales en serie con un blogue de momento
de inercia, T = I{d?0/de?) + k, (0, — 0.) = m(d?6/de %) +
Ly ko 1 (Ry + ey 118

v=vg + (l/RC)Jder.

(L/R)dvg /dt + (URC) [vg di 4 vy =,

(R,C)dve fdt +[(R, /R,) +1]vg =v.

Vea la figura A1,

Vea la figura A2

RA,(dhy/38) + hapg = Ay

El mismo que el ejemplo del tubo en U,

p=pLd*hidi?) + RA(dA/dE) +2hpg.

RC(T/de)+T =T, el capacitor cargado sc descarga a través
de un resistor.

RC(d1,/df) = Rq =21, +1, + T3,

RCWT,/dey=1, =21, +15.

AF = (2kx,)Ax.
AE =(a +2bT,)AT.
AT ={MgL)A®.

i] C,=1/R,
+
F
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Capitulo 3

tn

10.
I
12

Capitulo 4 1.

oW

Ao

Capitulo 5

Ok

~

Capitulo 6 1.

Rl

—

Vea el texto para ejemplos.

dv/de =3 —v).

4d4,/dr+6,=60,.

a) 57.9°C, by 71.9°C.

QY i=(WIRY1—e ® Y bYLIR, ) VIR,

a)t=0.65 G =1 byr=02s G =04,

)T =0.333,Gg =067

Vealafigura 3.12, ¢) oscilaciones continuas, ) subamortigua-
do, ¢) amortiguamiento critico, ) sobreamortiguado.
a)4Hz, by 1.25, ¢} i=6,[(U3)e ™ — (4/3)e % +1)]
a)SHz, ;) 1.0,0)8, = (-32+61e ™ +6

a) 9.5%, b) 0.020 s,

@) 4Hz, by 0.625,¢) 145 Hz, d) 0.5 5, ¢) 8.1%, /) 1.6 5.
a) 0.59, ) 0.87,

@) 6/5, b) (6/81 7, e16/87, ) (6/57 )™, &) 6, 1607,
@) 6(50/22)/[s* + (50/2m)2 ]

a) V(s +2), )5/ {s+2), ) Vo /s + (VT d) 2/s(s +2),
eyL0/s(s +2), / (/o) sfs + (L))

a)2¢ Y B3 o wii-e Yy d2i-e 7).
Q) (651 —e 2y, hyd—e 5,

@) [5> (1450 s + (145001

B) (L0/s) +[S = {150/ shs + (1/50)] €) 5/[s + (1/50)]

@) 35 +2), BYS/[s(s+2)] +3/(s +2).

45,5 h5/20

de* +3e b d4-2e —2e ¥ gje —e .

) x =2¢os87, by x =Lsen §1.

@) Gy =V (R +VCs), Y G(s) =V[(1/R) + Cs + (1/ Ls)},
A G(s) = V(pLs? + RAs+2pg),

) Gsy= (VY [(Vw?)s® + 28w ) Ys 11}
a)i,b)2,e)2, d)2.

Vea ¢l texto.

Sobreamortiguado, raices reales diferentes.

50/(s® +25+25), 52.7%.

Vea el texto.

rc—E{

0.05 5.

B=[2/V1=0.1% Jexp(=6.2¢)sen | w1 =017 ¢]
2&:73{ 726—41

a)2/s(s+1). b)Y 2045 -1, ¢) (s + 2):’(52 + 3543,
A A (s =11 ) 2K (s + 1V (55 =25 =1,

N2/ =D @ Kel (8% +5=1).
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Vea la figura A.3.

La transformacion 2 da 6, () = G(»)[6; (5) - H(s)8,(s)] para
un lazo de realimentacion. Esto se puede arregiar como
8, (5)=G(s)H (5)[8; (s)/ H(s) -8, (5)] es decir, una trayecto-
ria directa de G(s)H (s) con una entrada de [1/ H{))8, ().

Vea la figura A 4.

04 (8) =G (Y0 (/[ + G {5)GL (YH (]}, () + G, (s)/
[1+G (9G; (DH(]1041 (51 + L/ + Gy (G, {8V H (5)]}8 45 ()
Vea la figura AS, 8 (s)=kf,h,(1/ R DG, (s)/ [T +1+
kyk (1 RG L (9)) donde G, (s) es la funcién de trans-
ferencia del motor y es (1/ R e, (1/ )/ [(To5+1)(135+1) +
ks(1/ Rk, (L7 0))

0,()/ 0, (s) =k ksky /s(zs+1); con una rampaf (s}=
ks [1/ats—17as” +1/8° =1/a%(s+a)] donde a=1/71
yoast, 0, =kikyks[1/a —t/a+ 1t —(1/a")e™™ ]

8. w (y=(/ R (1 WV 4 [s*(zs + 1)1 por lo tanto,w, =
(1/ R ks {l/ eW[l—e ™ =201 —c ™).

H, (5)+H,(5)

Figura A.4 Capitulo 6, prcblema 4
Vi(s)-V (s) Circuito del
devanadoe
Amplificador  de campo Generador

« TR,
z ,5+1 &
Vis} /

£ (s}

Poienciometro

(s}

Angulo de
la palanca
de gases

Tacometro

E]

Motor

Circuito de  Devanado de
armadura armadura Carga

w, ($)

Figura A.5 Capitulc 6, problema 6

Capitulo 7

—

a)0,5)0,0)1,d)1,e)2.

2, 0,000,600, d) 1.

3. a)0.82 unidades, £} 0.69 unidades, al incrementar X se reduce
el error.

4. a)0,b)ab/K.
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Capitulo 8

6.

iya)2/7unidades, b} 1/3unidades, €) 0, &) 0, €) 0; i) a) 0, &) «,
¢) ¥ de unidad, d) 2 unidades, e) 0; iid) @) =, b} =, ¢} =, ) o,
¢)1/6 de unidad.

—1.5 unidades.

a)l,b)0.

a) Estable, b), ¢) inestables.

a) Inestable, b), c) estables.

@) Polos -3, =2, cero L, &) polos 0, -2, cere %, ¢) polos -2, -3
+4, ceros =2, +3, d) polos (=1+j1.4), { 1 j1.4), sin ceros,
eypolos 0, +3, =5, ceros (0.5 + jO.R7), (—0.5— j0.87).

W) s(s + (s +2), b) s/{s =D(s+3),

Y s+ (sT = ds =50 d) (s+ (s =2}/ s(s* — 65 +13).
Estables o), ¢); criticamente estables ), g); inestables 4), ¢), /).
d) puede ser estable, ) v ¢) inestables, a) criticamente estahle
en el mejor de log casos

a) Estable
& 1 8
sS4 12
5 5
5 12

b) Inestable
5t 113
5 1 2
sE -1 3
5! 5
SO

) Inestable
§* 12
5 206
s -1
5P 6

d) Estable
st P24 16
$° 4 32
116 16
s | 28
s° 16
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8. EntredyS8
st 1 4
s 2 K
sl o4-Lly
5" K
G Uno
e 1 -1
! 2
Y -1
10. Kentre -2y4.5
5 1 13
= 5 20 +10K
5 9-2K
s" 1 20+10K
Capitufo 9 1. Vealafigura A6, c}K=1d) K =8
Imaginario Imaginaria Imaginario Imaginario
2 Real [ Real # ] %* Real % J, ¥ Real
o 5 0 3 l T e “64 l - 16| 0
2 4
a) o} c) d}
Figura A.6 Capitulc 9, problema 1
Imaginario
Imaginaric
| -3
1
i
; -2
;
3.4 ‘} m1
LDl — ‘ .
-5 -4 3-3 -2 -1 0 Resl -5 0 Real
i - -1
|
! F -2
|
-3
Figura A.7 Capitulo 9, problema 2
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Imaginaric
- 1.0
0.5+j067 { K=07
\\ ]
N
A
\
S 405
\
A
K= 0.25 N
53°
% 1 i /\
- 0 Real
- -05
- -1.0

Figura A.8 Capitulo 9, problema 7

Capitulo 10

Imaginaria

2.
3.

e

~J

—_

oo N o bl by —

Imaginario
6
5.8 13
5 “05+i1.9 %o
4 =51
3 L L "
-3 2 1 0 Recal
2 -1
-45+j22
33/ ! —05-j1.9 ¥7-2
—_—T 4 \ ,I 1 g
Real q-3

d)

Vea la figura A,7,

@)4Hz, 0.5, b) 3.7 Hz, 0.8, ¢) 3.2 Hz, 0.32.

Raices=-1% vﬁ, por lo tanto, a) 4s, 0.9s 5) 4s, 0.41s.

El original tiene fugares geométricos que cruzan el eje imagi-
narie. La infroduccion del cero los mueve alejindolos del eje v
de esta manera, se garantiza que no habré valor de X que pro-
duzea inestabilidad. El angule de las asintotas se cambia de
ai3an/2

a) 2.25,5) 20.5.

Veala figura A8, @} K =0.25, b)Y K =0.7.

a) 1.25,5) 0.

Cero —0.5, polo 0.

0.1 a la derecha.
K,=3K;=-06
Raices (0, 0,3 + {1; ceros —
3,0.0025577, 100 s.

3,001 s7' 255,

Vea el texto.

Vea el texto.

27.

a) La interseccién se mueve de —0.5 2 —1; se mejora la estabili-
dad, b) La interseccion se mueve de —0.5a 0; se reduce {a esta-
bilidad.

Vea la figura A.9.

is
>
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Imaginario Imaginario Imaginario
Y ;
; 1
I
1 |
i -38 [ | =35
—4. } -4 \ : -3.5
* e : Real Je— ——h— e LR S,
-5 -4 -3 -2 - 0 -5 -4 -3 -2 -1 0 Real -5 :,3 2 -1 0 Real
! ;
L
I I
| |
|

a) b) c)

Figura A9 Capitule 10, problema 12 13 veq ¢f texto y las figuras 10.24-9.

Capitulo 11 Lo o se? r4, w2 by 24lw® +o o

D140 = 36" 307 +1, 003 -20%)/ (1 - 3u?).
2. 8, =056sen (5t -38°).
B, =118 sen (2r +25°),

4. Para la magnitud multiplicar las respuestas al problema 1a) v

b), ¢s decir, IO/V(w2 +4)(w* +w?). Para la fase adicionar las

e

respuestas la) y b), s decir, (w/2)+ (l/w).

wh

o} 0 1 2 o
a) G'Ucuj o 0.44 0.12 0
@ 90° 450° 26.6° »
B |Cljw) ! 0.32 0.16 0
¢ g —-71.6° —&80.5° —90¢
6. Veala figura A.10.
7. a)100/{(s + D{(0.1s +1), ) 10/5(0. 15 + 1),

3108/ (s +1)(s +0001), d)100/(s” + s+ 1.
8 Vealafigura A.11.

9. a) Siempre inestable, D)K +1< (v) +7, +7,)l/T, +1/7,
+1/t3) ) K>0

10.  a) 0.83, ) 0.66.

1. 51°

12, 17dB, 77°.

Capitulo 12 1. Por ejemplo, o) medidor de flujo como una placa de arificio,
h) tacagenerador, ¢) potencidémetro.

Los potenciometros sirven como detectores de errores,

Por ejemplo, LVDT, tren de engranes y tornillo.

0.32, 1.8

Cerebro como comparador, realimentacion de posicicn me-
diante vision, tacogenerador para la realimentacién de veloci-
dad, motor de cd para el elemento de correccidn,

}n_.l;l»)l\)
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Magnitud 4
or B 0 o radis
Magnitud = —1
endd 20 0.8s =1
40 I 1
2541
G(s) = S B
voon L G(s)=10 (25 +140.5s + 1)
1 10 /100, radrs |
Fase == —_——— o] < o radis
1 ~
™~ G(s) = LN -1
_00° RN () 0.5 +1 Fase ~a0” NN Glo)= 0.55 =1
10 1
-180° K Gley=— —180° Ols)=
G(3)=§ $(0.1s +1) ! . ] 25 +13
sl (25 +1)(0.55 - 1)
a) b}
wradis
Gisi-02 Magnitud
en dB
Rl
Magnitud Gls)= 25 +1
endi
25
Gls) -
(1= 1 3s 1 25
} T
o= 0l T6(s) = —
vo0 - s (s+2)s+3) 55+ 1
Gis) =

(25 - 1){s” + 35 = 25

Fase

Fase

: )

i
180 - T Gisi= fizf’,

i st 35+ 25
ORS A

o

Figura A1¢ Capfivio 11, problema 6




Capitulo 13

imaginario

J;+

S8

n

Figura A.11 Capitulo 11, problema 6

Inicie Temporizador Salida

Temporizador

o]
Figura A.12 Capitulo 13,
problema 7

Capitulo 14

Reinicio 2 ’
——()_ !—<
S —
Cuenta 2 tbst

Respuestas a lus problemas 393

a) Inicio seguido del encendido de una bomba, cuando ¢l tan-
que esta lleno, ¢l calentador se enciende; &) inicio seguido del
encendido de la bomba 1y 12 bomba 2, cuando ambos tanqucs
estan llenos, los calentadores se encienden.

a) Encender ], entonces encender la bomba 1; encender 2, en-
tonces encender la bomba 2, b) encender 1, bombas 1y 2 encen-
didas, c) encender 1y eneender 2, encender bomba 1.
Encender la entrada | después de10s, la salida A se enciende;
la entrada 2 se enciende después de 20 s, la salida B se encien-
de: la entrada 3 se enciende despuds de 305 y la salida B se apa-
2a.

La vilvula 2 se activa mediante a—, 1a valvula 3 mediante b, la
valvula 5 mediante a+ y la vélvula 7 mediante b+

Grupo 11 4l cilindro A controla la valvula directa, el cilindro B
controla la valvula via la valvula a—, Scieccione grupo T activa-
da mediante b—.

@) Entrada 1 negada, entrada 2 negada, b} entrada I negada, en-
trada 2 negada, ¢} entrada | negada o entrada 2 ncgada.

@) Como en la figura 13.21, &) como ¢n la figura 13.26, ¢) vea
la figura A.12a). d), vea la figura A.1254), €) como en {a figura
13.164), f) como en la figura 13.33¢).

Vea la figura A.13.

Reinicio 1 Inicio A
d Cuenta 1 B+

— 40— Cuenta de 5
&+ b+ G

Entrada Cuenta 1 /1
— 4{ }—C\( Cuenta de 8 - b o
1
CuenFa 2 Salida B _é H '_C\_
! Figura A.13 [Fin}
Capitulo 13,
problema 8

a) La computadora en et lazo de realimentacion (figura 14.1),
5) un lazo de realimentacidn provee un punto dc ajustc para
otre lazo (figura 14.2). ¢} la realimentacion es de una cuntidad
a partir de la caal el controiador infiere ¢l valor de la variable
confrolada, 3 adapta en forma auromdrica ia estrategia de con-
trof para hacer frente a una situacidn (figura 14.43
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Capitulo 15

i

I
R

Figura A.14 Capitulo 15, problema 5

ok b

oc 1o

10.

12,
13.

15.
16.
17.
18.

19.
20,
21.
22.
23,
24.
23,

26.

0.5,0.25,0.125
0.5,0.75,0.875, 0.9325, ...

36()+38(r =D +36(¢ - 2)
@3,2,1,h2,1,0,-1

Veala figura A. 14

Vea el texto.

a) 1, b322/2%(z =D, ) /2% (z = 1), d) T2/ (z = 1)?

a) fI) =L fQT) ==L f@3T) =+ f(4T) =1, ...

B) FATY =2, fQT)=-L, f(3T)=—4, F(4T)=2, ...

) FOY=2, FUT) - -8, F(3TM) =27, [(4T)=-92, ...

)2 -Lp-(=0f Lo -2 -
2/(z-3)0,2,8 26, ...

LLLL,...

1/(z2 =52 +6)

1/(0.06 +0.12z7% +0.06:72)
ayz/(z—e ), M1 —{05z/(z—e Ty
-e Tz (z-1z-e T
1,-0.1,-0.9,-0.08, -0.07, ..., =
0,0.34,0.85, 1,12, 1.15, .., |
0,037,100, 1.4, 14, 1.1, ..., 1
14z - 4/(z® +13.1z - 4)

Como se dio en ¢l problema.

18,006

Estables a), ¢}, d); criticamente estable )
K<l

0.2s

a) Inestable, ~) estable.

Estable.

Gjw)| =

5

0.1

[(coswT —0.4)% +sen’wT]"?
senmT

cosw? -0.4

tan g = —
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