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Chapitre 8. Approximations

8.1 Motivations

Comme nous I’avons vu les difficultés que souleve la résolution d’un probléeme de
mécanique des fluides sont de plusieurs ordres :

v la matiere fluide est diverse (fluides classiques, mélanges de phases, milieux dispersés,
fluides non newtoniens,...) ;

v la mécanique des fluides met en jeu un grand nombre de variables et de parametres.
Pour un fluide classique, donc isotrope et newtonien, nous avons dénombré sept variables,
p,p,T,u Uy, Uz et e, ainsi que trois parametres, K, n et k (la conductivité et deux
VISCOSItés) ;

v les équations différentielles du probléme reliant ces différentes variables sont non-
linéaires.

Il existe quelques solutions analytiques des équations de Navier-Stokes mais elles se
limitent a des cas tres particuliers. Nous présenterons deux exemples de telles solutions dans
le prochain chapitre. Cette complexité générale peut alors amener a penser qu’on ne peut
étudier cette science que par voie expérimentale ou numérique. Ce n’est pas faux: la
mécanique des fluides est effectivement tres gourmande en expériences et en simulations
numériques. Mais la simulation expérimentale ou numérique complete et rigoureuse d’un
probleme complet de mécanique des fluides reste elle-méme, généralement, hors de notre
portée.

Heureusement, il s’avére que les mécanismes que traduit chaque terme des équations de
Navier-Stokes ne sont pas tous a I’ceuvre au méme endroit et en méme temps dans un
écoulement, de sorte que I’on peut envisager des simplifications du probleme général ou
I’on ne retiendra que les mécanismes physiques dominants. C’est la que réside le « sel » de
la mécanique des fluides : dans la facon de simplifier ses équations et d’ajuster les
méthodes d’investigation, au cas par cas, tout en respectant I’essentiel de la physique.

C’est a I’apprentissage de ces « principes d’approximation » que se consacre ce chapitre.
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» Les mécanismes

Nous partons des équations fondamentales établies dans les chapitres 3 a 5 (continuité,
équation de la dynamique, équation de I’énergie interne) auxquelles nous ajoutons
I’équation de I’entropie. Les mécanismes physiques que traduisent les différents termes de
ces équations différentielles sont identifiés dans le tableau 8.1 ci-dessous.

. ) . advection
instationnarité _
convection
op/ot  + u.gradp = —pdivu
- —
variation
de volume
pou/ot + pVu.u = —gradp + pf + divrt
—— — — —
inertie pression force frottement
extérieure
poe/ot + pu.grade = —pdivu + r + € + div( KgradT )
= - = t [—
pression rayon frottement conduction
. grad T (gradT )2
pos/ét  + pu.grads = + /T + /T + div( K )+K
— L —— e T 72
réversible irréversible — - -
réversible irréversible

Tableau 8.1 — Les trois équations fondamentales (forme conservative) et I’équation de [I’entropie :
identification des principaux mécanismes physiques qui déterminent I’équilibre d’un écoulement

Ces mécanismes, au nombre de huit, sont les suivants :

I’instationnarité,
I’advection - convection,
la variation de volume,
la pression,

la force extérieure,

le rayonnement.

le frottement visqueux,
la conduction.

AN NN VU N N N N

Si le fluide est newtonien, le tenseur des contraintes visqueuses t, le flux de chaleur g et

la fonction de dissipation ¢ s’écrivent, cf. (7.2.9), (7.4.1), (7.4.6) :

(8.1.1) Adivu

I
Il

1=

+2ng

(8.1.2)

|
I

-K grad T
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(8.1.3) e=2(divu)’+2nd:d

avec A defini par, cf. (7.2.10) :

(8.1.4) A=k-—-n1

>  Les approximations

Nous allons simplifier ces équations au moyen d’une analyse comparative des ordres de
grandeur de leurs différents termes répertoriés dans le tableau précédent. Selon ces ordres
de grandeur, les équations peuvent se simplifier. Cela aboutit a la définition des différents
modeles d’écoulements qui sont listés dans le tableau ci-dessous, et qui correspondent a
autant d’approximations des équations géneérales. Un écoulement donné pourra aussi étre
décrit par les équations correspondantes a une combinaison de ces différentes
approximations. Nous allons donc définir dans ce chapitre ces approximations et nous allons
examiner les conditions de leur application.

mécanisme L
1 approximations
negligé
variation . L .
de volume écoulement de fluide incompressible
frottement
conduction écoulement de fluide parfait / couche limite
rayonnement
force extérieure écoulement sans force extérieure
inertie écoulement sans inertie (ou écoulement de Stokes)

Tableau 8.2 - Différentes approximations des équations de la mécanique des fluides.
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8.2 Analyse d’ordres de grandeur et nombres sans dimension

> Un « probleme guide »

Pour guider I’analyse des ordres de grandeur des termes qui caractérisent les mécanismes
identifiés dans le tableau 8.1, conformément a la figure 8.1 ci-dessous, on considére un
probleme de type aérodynamique qui est celui d’un écoulement, stationnaire ou
instationnaire, autour d’un obstacle rigide fixe de taille caractéristique L, I’écoulement étant

caractérisé par un ensemble de conditions aux limites a I’infini amont qui sont celles d’un
écoulement uniforme de masse volumique po, de pression pgy, de tempeérature To et de

vitesse u=Ug e, . La paroi de I’objet est supposée isotherme, de tempeérature uniforme Tp-

po.p0.To gl

Figure 8.1 - Un « probléme guide » pour I’examen des ordres de grandeur des divers termes des équations de
Navier-Stokes : I’interaction d’un écoulement avec un objet fixe - Définitions.

Notons qu’un tel probléeme ne peut pas couvrir tous les cas que I’on peut rencontrer en
mécanique des fluides. Mais il constitue une bonne base pour notre propos. Il est constitué
par les équations de Navier-Stokes munies des conditions aux limites suivantes :

(8.2.1) {p"“r [x—>ccf : u=Ug ey, T=Ty

sur lasurface de l'objet: U=0 (adhérence), T :Tp (paroi isotherme)

>  Les équations sans dimension et les paramétres sans dimension

Pour évaluer I’ordre de grandeur des différents termes des équations du tableau 8.1, on
effectue sur I’ensemble de ces équations le changement de variable suivant :
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x=Lx
t=(L/Ug)t
(8.2.2) u=Uou
P=pop
P=Po P
T=TyT

ou les variables « barrées» sont de nouvelles variables de champ. Elles sont sans
dimension et elles sont supposées d’ordre 1.

Le choix des échelles caractéristiques (L,Uo,po,po,To) utilisées dans (8.2.2) pour

adimensionnaliser et jauger les différentes variables s’applique au cas des écoulements de
fluide compressible dans lesquels les variations des grandeurs thermodynamiques peuvent
étre du méme ordre de grandeur que (pO,TO,pO). Cela s’applique donc aux gaz. Nous

considérons alors quelques hypotheses simplificatrices :

H1 - le fluide est un gaz thermiquement et calorifiguement parfait ;

H2 - la force extérieure est due a la gravité ;

H3 - il n’y a pas de source volumique de chaleur (r =0) ;

H4 - les coefficients de viscosité et de conductivité sont constants ;

H5 - I’hypothése de Stokes ( kK =A + %n =0 A= —%n ), cf. (7.6.1), s’applique.

Une autre remarque doit étre faite au sujet du choix t:(L/UO)f effectué pour I’échelle de
temps en (8.2.2). Ce choix revient a considérer que les deux éléments qui constituent la
dérivée particulaire d(.)/dt=o(.)/ot+V(.).u sont du méme ordre de grandeur, & savoir
19 = L/Ug qui est le temps convectif qui caractérise I’advection du fluide a la vitesse Uy

sur une distance correspondant a I’échelle L de I’objet. Ce choix englobe le cas ou
I’écoulement est stationnaire, auquel cas seul subsiste le second terme de la dérivée

particulaire. Il s’applique aussi aux écoulements instationnaires dans la mesure ou le temps
caractéristique des instationnarités reste de I’ordre du temps convectif (L/UO). Nous

reviendrons sur ce point lors de I’examen des conditions de validité de I’hypothése
d’écoulement stationnaire.
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Dans ce cadre d’hypothéses, les équations a considérer sont, sous leur forme

conservative :

v" laloi de la conservation de la masse ou équation de continuité, cf. (7.7.1) :
dp .
(8.2.3) E+pdlvg:0,

v laloi de la dynamique, cf. (7.3.6) :

(8.2.4) p?j—tg=pg—grad p+n| %grad(divg)+ Au ],

ou I’on a tenu compte des hypotheses, H2, H4 et H5,

v I’équation de I’énergie, cf. (7.4.10) :

pCy d_T:_ pdivu+e+KAT
(8.2.5) dt

2 .
ez—gn(dlvg)2+2n d:d

non-

qui tient compte des hypothéses H1 (e =0, T,6, = const.) et H3. On a aussi tenu compte de

I’hypothéese H5 en posant A= —%n dans I’expression de la fonction de dissipation (8.1.3).

En appliquant le changement de variables (8.2.2) a ces équations, on obtient un systeme

d’équations sans dimension qui peut se mettre sous la forme suivante :
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9?+5mvg=o

—dﬁ [;gg — 11 . = —

p—=——"2—Eugrad p+—| Zgrad ( divu )+Au
(8.2.6) d¢  F? " Re L5 grad( ) ]

T _ MZ- oy =

—=—(y-1)pdivu +y(y-1)—=2Le+——AT

P dt (r=pdivuy(y )Ree Pe

p=pT

Nous allons démontrer cela plus loin. Dans ce systéme d’équations, par principe, on
suppose que tous les termes combinant des variables surlignées sont d’ordre 1. Leur ordre
de grandeur est donné par celui des divers facteurs sans dimension 1/Fr2 , Eu, 1/Re...,
qui les multiplient. Les différents opérateurs différentiels sont aussi supposés sans
dimension ; ils ne sont pas surlignés afin d’alléger les notations.

Les conditions aux limites (8.2.1) deviennent pour ce systéeme :

pour Z—)oo : g:gl,f:l
(8.2.7)

sur la surface de l'objet : Q =0 (adhérence), T= Tp/TO

La démonstration de la forme adimensionnelle de I’équation de continuité, la premiére
équation (8.2.6), est immédiate : le changement de variables (8.2.2) appliqué a (8.2.3)
donne :

(8.2.8) [ﬂ%b)(%§+ngd5)+(ﬂ%ﬁjﬁdwg=o

ou toutes les dimensions sont rassemblées dans les parenthéses. D’ou I’équation cherchée.

Pour la loi de la dynamique sans dimension (deuxiéme équation (8.2.6)), le changement de
variables (8.2.2) appliqué a (8.2.4) donne, si g=-ges:

(8.2.9)

) _
poYa |5 Y L oo
=0 1p( —=+Vu.

( L Jp( ot

< |
N—
Il
|
—~~
je]
o
©
N—
hel!
|
w
|
/N
|5
~—
«©
=
QD
o
o
+
TN
3
C
o
~—
~—
W
-~
QD
o
—_—
=2
<
1=
N —
+
>
1=
| I
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En divisant cette équation par la dimension du premier membre, on obtient :

—du gL |- Po - n
(8.2.10) p—=—| = |pey— grad p+(
dt (U2 ) |pud )T (poUol |

Les combinaisons des diverses grandeurs a I’intérieur des parenthéses sont maintenant sans
dimension. En comparant cette équation avec la deuxieme équation (8.2.6) on voit que I’on
a introduit les parameétres sans dimension définis ci-dessous.

grad(din)JrAﬂ]

w|

v" Le nombre de Froude

(8.2.11) Fr=—0

Le carré de ce paramétre, tel qu’il apparait dans I’équation de la quantité de mouvement
(8.2.6), compare I’énergie cinétique poug a I’énergie potentielle de gravitation sur I’échelle
caracteristique L, soit pggL .

v Le nombre d’Euler

Po

(8.2.12) Eu=—"0
poYo

Ce parameétre compare la pression a I’énergie cinétique. On peut aussi I’écrire sous une
forme différente qui sera exploitée plus loin. On introduit pour ce faire la célérité du son du
gaz thermiquement et calorifiquement parfait (A1.2.33) :

(8.2.13) co = |70
Po
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Cela permet alors d’introduire un autre nombre sans dimension, qui est le nombre de
Mach :

U
(8.2.14) Mg =—2
Co
On obtient :
1
(8.2.15) Eu=—>
YMg
v" Le nombre de Reynolds
(8.2.16) Re= P00l _Uob
2. 0 ot

Conformément a (8.2.9) ce parameétre est une mesure de I’importance relative de I’inertie du
fluide, de dimension pOUS/L , et des forces de viscosite, de dimension nUO/L2 :

Remarque -
Notons bien que le nombre de Reynolds apparait au dénominateur du terme visqueux dans I’équation de la
guantité de mouvement sans dimension (8.2.6).

v Le nombre de Péclet

Ce paramétre sans dimension apparait dans I’équation de I’énergie du systéeme (8.2.6). Il est
obtenu en comparant les transferts de chaleur par convection (premier membre de (8.2.5)) et
par conduction (dernier terme de (8.2.5)). La forme compléte de I’équation s’établit comme
suit.

En introduisant le changement de variables (8.2.2) dans (8.2.5), on obtient tout d’abord :
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—_— T —_— —_— —_— —_— 2 —_— —_—
Mjp( 8_-'_-+g.gradT )=—(|%—U0jpdivg+ Yo 12, [ Ko7
L o L L2 L2

(8.2.17) (

D’ou :
5d_T_:_{_po ]Edivg+( Y j;{ K ]Af
dt PoCy To Poly ToL potyUol
(8.2.18) v-1 y(y—l)Mé/Re v/Pe
_ _\2 _
e=-2(divu) +2d:d

La forme des deux premiers termes du second membre de I’équation de I’énergie sous sa
forme (8.2.6) et telle quelle est donnée sous les accolades ci-dessus, découle alors de
I’introduction de la loi d’etat thermique du gaz parfait pg=pgrTy, du coefficient

adiabatique ych/cv , du nombre de Mach My =Uq/cq, avec ¢y =yrTp, r=cy—0y , et
du nombre de Reynolds Re =pgUgL/n. Le dernier terme de cette équation résulte quant a
lui de la relation :

(8.2.19) K Klpocp) 5

pooUgl | Ugl  Pe

qui introduit le nombre de Péclet :

UgL
(8.2.20) Pe=—0—|
X
ou :
(8.2.21) .S
PoCp

définit la diffusivité thermique. Cette diffusivité a la méme dimension qu’une viscosité

(mz.s_l).
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8.3 Le modeéle des écoulements de fluide incompressible

»  Le fluide incompressible : définition

Définition -
On appelle écoulement de fluide incompressible, un écoulement isovolumique, c'est-a-dire un
écoulement vérifiant :

(8.3.1) divu=0
Propriété -

Conformément a I’équation de continuité (8.2.3), dans un écoulement de fluide incompressible la
masse volumique du fluide reste constante le long des trajectoires du fluide :

(8.3.2) L0

Remarques -

- Par habitude on qualifie d’incompressible tout fluide qui se trouve dans la situation ol son mouvement
n’engendre pas de variation significative de son volume. Cette convention peut donc préter a confusion car
elle mélange la notion de matiere incompressible (ou plutdt trés peu compressible, comme les liquides
classiques) avec celle de matiére peu sollicitée en compression lors de son mouvement. La notion de fluide
incompressible résulte donc d’une convention de langage.

- Ainsi, comme nous allons le voir ci-dessous, un écoulement de gaz peut étre qualifié d’écoulement de fluide
incompressible (alors qu’un gaz est, par nature, trés compressible) cela dans la mesure ou sa vitesse reste
petite devant la célérité du son. C’est la condition nécessaire pour que ce gaz soit peu sollicité en compression
au cours de son mouvement.

- Un champ qui vérifie (8.3.1) est qualifié de solénoidal.

»  Conditions de validité

Nous allons préciser maintenant dans quelles conditions la relation (8.3.1) peut étre
effectivement appliquée. 1l s’agit la d’un point délicat.

Une premiére condition s’établit en comparant la fagon dont la pression produit I’une ou
I’autre des deux formes spécifiques de I’énergie qui composent I’énergie totale E :

I’énergie interne e et I’énergie cinétique e :Euz. Dans le cas du « probléme guide »

considéré jusque-la, conformément a la troisieme équation (8.2.6), la production d’énergie
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interne par la pression vaut (y—l)EdivG . Ce terme est d’ordre 1 car les variables

« barrées » sont d’ordre 1 et parce qu’il en va de méme pour le facteur thermodynamique

(v-1).

Remarque -
Rappelons en effet que pour un gaz parfait le coefficient adiabatique ych/q, =1+2/p ou p désigne le

nombre de degrés de liberté de la molécule de gaz, cf. (A1.4.11). Ona p >3, donc y est bien d’ordre 1. Par
exemple, pour des molécules diatomiques (cas de I'air)ona: p=5, soit y=1.4.

Pour I’énergie cinétique, la contraction de la loi dynamique (deuxiéme équation (8.2.6)) par
la vitesse méne a une production d’énergie cinétique par la pression valant :

(8.3.3) Euxu.grad p

Compte tenu de ces deux derniéres relations, on peut donc écrire :

productionld'énergie interne 1
par la pression Y- 2
(8.3.4) e~ —=y(y-)Mg
production d'énergie cinétique Eu
par la pression

La derniere égalité tient compte de I’expression (8.2.15) du nombre d’Euler. Donc, la
production de I’énergie interne par la pression —p divu devient négligeable devant celle de

I’énergie cinétique u.grad p quand :

(8.3.5) MG <<1

Dans cette situation divu est négligeable. La relation ci-dessus est donc une condition
nécessaire pour pouvoir considérer le milieu comme incompressible conformément a
(8.3.1). On peut interpréter cela en remarquant que dans la limite Mg =U§/c§—>0,
I’agitation moleculaire domine entierement I’énergie de I’écoulement. La célérité du son ¢
qui caractérise la propagation des ondes de compression dans le milieu étant alors
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infiniment grande devant la vitesse caracteristique Uy de I’écoulement, cela contre
instantanément toute possibilité d’une variation locale de volume dans I’écoulement.

» Nombre de Mach : exemples

Le tableau 8.3 ci-dessous donne quelques valeurs du nombre de Mach dans I’air pour des
applications qui relevent du « probleme guide » de la figure 8.1.

Comme indiqué au bas de ce tableau, on peut considérer que la limite extréme de validité du
modele du fluide incompressible correspond a Mg ~ 0.3, soit Mg o 0.1. Comme nous
allons le voir plus bas, I’hypothése du fluide incompressible permet de simplifier
considérablement les équations de la mécanique des fluides, notamment en offrant la
possibilité de résoudre le probléme dynamique indépendamment du probléme énergétique ;
c’est pour cette raison pratique que les ingénieurs poussent le critere d’incompressibilité
jusqu’a cette limite.

TGV
avion avion concorde navette
décollage croisiere croisiere spatiale

h(km) 0 10 | 18 | 100
To(°C) 0 <-50—7>
Co (ms™) <330+~ <1—298—>
Ug(ms) 1 | 10 | 100 | 250 | 596 | 2980

Ug(kmh™) | 3.6 | 36 | 360 | 900 | 2145 [10730

Mo 310% 3104 03 | 08 | 2 | 10
M3 105| 103| 01 | 064 | 4 | 100
isovolumique | masse volumique

variable

Tableau 8.3 - Nombre de Mach pour quelques applications dans I’air. La vitesse du son est évaluée a partir de
la température via la formule du gaz thermiquement et calorifiquement parfait cg =yol'Ty, cf. (A1.2.33). Les

valeurs de T, aux diverses altitudes considérées sur la partie droite du tableau sont déduites de la figure
caractérisant le modéle d’atmosphére montré sur la figure 2.4 du chapitre 2.

Comme indiqué sur le tableau 8.3, et pour bien fixer les idées, une application
emblématique pour laquelle I’hypothese du fluide incompressible touche sa limite est celle
du TGV illustré sur la figure 8.2 ci-dessous. Une autre concerne le cas des avions au
décollage.
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Remarque -

- Notons toutefois que si I’écoulement autour de la carlingue d’un avion au décollage peut effectivement étre
encore considéré comme incompressible, il n’en est pas de méme de celui a I’intérieur de ses propulseurs qui
tournent alors a plein régime.

- Nous utiliserons les données relevées dans le tableau 8.3 au chapitre 10 lorsque nous étudierons le vol au
moyen de la technique de I’analyse dimensionnelle.

Figure 8.2 — L’écoulement autour d’un TGV : la limite extréme de I’hypothese de fluide incompressible, cf.
tableau 8.3.

>  Les effets de la dilatation thermique

Comme rappelé dans I’annexe Al du chapitre 1, les variations du volume V (ou celles de la
masse volumique p), de la température T et de la pression p sont reliées par I’équation
suivante qui caractérise les propriétés thermoélastiques d’un corps, cf. (A1.1.16) :

(8.3.6) d—V:—d—p:och—xT dp,
\ p

Ainsi, la compressibilité due aux variations de la pression n’est pas le seul mécanisme qui
peut étre responsable d’une variation de volume. Il y aussi les variations de température du
fluide. Il faut ainsi considérer que I’échelle 8T qui caractérise les variations de la
température dans I’écoulement reste suffisamment modérée pour pouvoir supposer que :

(8.3.7) al8T|<<1
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ou o designe le coefficient de dilatation thermique isobare , cf. (Al.1.14). En se reportant
aux ordres de grandeur de o répertoriés dans le tableau Al.1 de I’annexe Al du chapitre 1
(a savoir o ~10"°K ™! dans les conditions ambiantes pour un gaz), cela limite I’échelle de
variation de la température 8T :‘Tp -To |/T0 ,ou Ty désigne la tempeérature de paroi de

I’objet de la figure 8.1, a quelques dizaines de degrés.

>  Le fluide incompressible : une singularité thermodynamique

Plusieurs conséquences physiques résultent de I’invariance de la masse volumique des
écoulements de fluide incompressible.

v" Si la masse volumique d’une « particule de fluide » ne varie pas au cours de son
mouvement, la pression thermodynamique définie en (A1.1.5), n’est plus définie !

oe

1
| A2 -indéfini dans un fluide incompressible
S

p

8.3.8 -
(8.3.8) p o

En ce sens, le fluide incompressible apparait comme une sorte de «singularité
thermodynamique ».

v Puisque la masse volumique est constante, elle ne joue plus le role de variable d’état. La

conséquence est qu’il n’y a plus lieu de définir une loi d’état thermique. C’est la condition
divu =0 qui fait alors office de « loi d’état thermique ».

On conserve par contre une loi d’état calorifique, qui prend la forme e:e(p,T):e(T),

d’ou I’on déduit une chaleur spécifique unique, cf. (A1.1.10), (A1.1.11) :

_ de

8.3.9 C=Cn=0y =—,
(8.3.9) p=0 T

Remarque -
On prendra garde de ne pas confondre la chaleur spécifique ¢ du fluide incompressible avec la célérité du son.
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»  Les équations du fluide newtonien incompressible sans source de chaleur
volumique et de chaleur spécifique, de conductivité et de coefficient de
viscosité constants

La condition d’incompressibilité Mg <<1, cf. (8.3.5), impose une révision de I’analyse des
ordres de grandeur des équations. Cela est di au fait que le choix de la pression py dans le

changement de variables (8.2.2) n’est plus adapté. En effet, les variations de la pression
dans un ecoulement de fluide incompressible ne sont dues qu’aux variations de la vitesse, et

elles sont donc d’ordre poug. Cette quantité, qui définit la pression dite dynamique, est
tres petite devant pg.

Démonstration -
Pour un gaz thermiquement et calorifiquement parfait, donc tel que pg =rpgTg, si I’on introduit de nouveau

le nombre de Mach My =U,/c, avec cg =yrTy, 0n a poug =y pOMg. D’ou poug << po dans la limite

incompressible Mg <<1.

La pression absolue py n’est donc plus I’echelle idoine pour caracteriser les variations de la

pression dans un écoulement de fluide incompressible, comme nous I’avions posé en
(8.2.2). La bonne échelle est poug. On posera donc p = py +pU§E au lieu de p= pOE.
De la méme fagon, la température Ty n’est plus la bonne échelle de variation de la

température. Dans le cas du « probléeme guide » de la figure 8.1 ou I’on maintient une
température de paroi T, sur la surface de I’objet, on posera T =Ty +(T0 —Tp)f au lieu de

T=T T.On reprend donc I’analyse des ordres de grandeur des équations générales (8.2.3),

(8.2.4) et (8.2.5) dans laquelle on effectue maintenant, en lieu et place de (8.2.2), le
changement de variable suivant :

x=Lx
t=(L/Ug)t
(8.3.10) u=Ugu
p=Po+pU P
T=To+(To-Tp)T

etou I’on pose divu =0, cf. (8.3.1), et e =cT +const., cf. (8.3.9). On obtient :
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(8.3.11)

Compte tenu de (8.3.10) ce systeme devient tout d’abord :

(8.3.12)

La mise a I’ordre 1 des premiers membres de ce systeme mene alors a :

(8.3.13)

a |

ﬂ]divg:o
L

ué |-, au
Po ij(_

o B 2
" AvVuu )=— _| Po¥0
L at+ u.u)=—(po9g)pes (

L

Il
N
e
=Y

divu=0

—du 1 - - 1 -
—=—-———>pe;—grad p+—Au
pdt Fr2p_3 g p Re —
_d—T_:EE+iA'I_'

dt Re Pe

E:2§:£

ou apparait un nouveau nombre sans dimension :

(8.3.14)

Ug

=6 c(TO —Tp)

CUplTo=-Ty) |= AT = _ 2\ _
Poo (s p)]P(%+g.gradT)[—nU0 e+
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appelé nombre d’Eckert, qui compare I’énergie cinétique spécifique de I’écoulement a la
variation de I’énergie interne spécifique.

Si I’on ne fait aucune hypothese particuliere sur les quatre nombres sans dimension Fr, Re,
Ec, Pe qui interviennent dans le jeu d’équations sans dimension (8.3.13) on conserve le
systeme d’equations dimensionnel sous sa forme compléte, qui est donc valable pour un
écoulement de fluide newtonien incompressible sans source de chaleur volumique et
lorsque la chaleur spécifique c, la conductivité K et la viscosité n peuvent étre supposees
constantes. Si I’on divise ces équations par la masse volumique, on retiendra donc :

divu=0

du 1

—=g-—grad p+vAU
(8.3.15) T

9T _2V 4.4 yat

d ¢ ==

On a introduit la viscosité cinématique de cisaillement :

(8.3.16) v=

o |3

vue au chapitre 2, cf. (2.3.3), ainsi que le coefficient de diffusivité thermique, cf. (8.2.21) :

(8.3.17) Y= K

Remarques -

- Notons que méme si notre démonstration a été menée a partir d’une analyse d’ordres de grandeur du cas d’un
gaz thermiquement et calorifiguement parfait, les équations (8.3.10) obtenues ci-dessus pour divu=0 sont
valables autant pour un gaz que pour un liquide newtonien.

- Rappelons aussi que la viscosité dynamique de cisaillement n caractérise la force de frottement dans la loi de
la dynamique. Une fois divisée par la masse volumique, le coefficient obtenu v = n/p caractérise maintenant
I’effet du frottement sur le champ des vitesses ; d’ou cette dénomination de viscosité cinématique (qui a trait
au champ des vitesses), et non plus dynamique (qui a trait au champ des accélérations).
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>  Les équations du fluide newtonien incompressible homogene, de chaleur

spécifique, de conductivité et de coefficient de viscosité constants

La notion supplémentaire rajoutée ici est celle du fluide homogene. L’équation de
continuité du cas précédent nous dit en effet que la masse volumique est constante sur les
trajectoires (dp/dt =—pdivu =0, cf. (8.3.2)). Dans le cas ou la masse volumique n’est pas
seulement constante le long de chaque trajectoire individuelle, mais constante partout dans
I’espace, soit si :

(8.3.18) p = const.

Puisque dans un écoulement de fluide incompressible la masse volumique reste constante le
long de chaque trajectoire, si I’écoulement est homogeéne a I’instant initial, il le reste a tout
instant et la masse volumique demeure la méme au cours du temps.

Les équations ci-dessus restent inchangées, mise a part que I’on peut rentrer la masse
volumique dans le gradient de pression de I’équation de la dynamique. On obtient le
systeme :

divu=0

d—g:g— rad(£)+vAu
(8.3.19) it = =—'p

d—Tzz—Vg d+y AT

dt ¢ ==

Par ailleurs, la diffusivité thermique (8.3.17) devient aussi une constante, au méme titre que
cet K.

>  Le découplage dynamique / thermique

On note que dans I’équation de la température des systemes (8.3.15) et (8.3.19), la
production —p divu par le travail des forces de volume a disparu. Dans un écoulement de
fluide incompressible, le mouvement ne peut donc chauffer le fluide que par frottement.

Pour un gaz ou un liquide classique en régime incompressible ce chauffage est
géneralement faible, de sorte que I’invariance supposée des coefficients physiques ¢,K,n
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vis-vis de la température est légitime. On voit alors que dans le cas d’un écoulement de
fluide incompressible homogene, puisque p et v=mn/p sont ne varient pas sur les

trajectoires du fluide, la détermination du champ de pression p et celui de la vitesse u ne

fait pas intervenir la température ; elle ne s’effectue qu’a partir de I’équation de la
continuité et de la loi de la dynamique.

L’équation de I’énergie interne permet alors de déterminer la température une fois connue la

distribution des vitesses qui intervient dans le terme de production de chaleur par dissipation
visqueuse 2n d:d ainsi que dans le terme d’advection u.grad T de la dérivée particulaire

dT/dt. Cette étape n’est nécessaire que si I’on désire examiner les aspects thermiques du

probléme.

On retiendra donc cette propriété importante :

Les écoulements de fluide incompressible homogene : le découplage dynamique / thermique -

Dans un écoulement de fluide newtonien incompressible homogene dans lequel le coefficient de
viscosité dynamique de cisaillement n peut étre considéré comme constant, le probleme dynamique
(détermination de (u,p)) est indépendant du probléme thermique (détermination de T). Le
probléme thermique reste quant a lui dépendant du probléme dynamique.

On peut résumer cela comme suit :

Ecoulements de fluide incompressible homogéne de viscosité constante (diV u=0,n= const.)

9
T

(u, p)%

»  Les conditions aux limites

Les conditions aux limites du modéle d’écoulement de fluide incompressible sont identiques
a celles du systeme des équations de Navier-Stokes. Pour le « probléeme guide » de la figure
8.1, ce sont les conditions données en (8.2.1).
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8.4 Le modéle des écoulements de fluide parfait

»  Les écoulements de fluide parfait : définition

La deuxieme approximation listée sur le tableau 8.2 est celle du fluide parfait. Comme
nous I’avons vu au chapitre 5, un écoulement de fluide parfait est défini comme un
écoulement dans lequel il n’y a pas de source d’entropie, ni réversible, ni irréversible.
Rappelons le raisonnement que nous avions fait alors. A partir des lois fondamentales
établies avant d’introduire la loi de comportement newtonienne, nous avions obtenu
I’équation (5.7.7) qui identifiait les deux sources possibles d’entropie :

réversible : Sse:TL_diV( ?9)
(8.4.1)
e Q.gradT
irréversible : Sg = ——=—=—2>0
i T T2

Ces relations sont reprises dans le tableau 8.1. La forme générale de la fonction de
dissipation visqueuse ¢ avait été donnée en (5.3.14), a savoir :

(8.4.2) e=tt:v

Il
I
([

Sa forme newtonienne est rappelée ci-dessus, en (8.1.3). Cela nous améne a la définition
suivante du fluide parfait :

Ecoulement de fluide parfait — définition
Un écoulement de fluide parfait est un écoulement adiabatique et réversible, tel que :

=0

(8.4.3) r=0, 9:0,

Ia

Les trois conditions (8.4.3) éliminent le frottement dans la loi dynamique ainsi que les trois
derniers termes de I’équation de I’énergie du tableau 8.1.
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Conformément a (8.4.1) et (8.4.2), les deux premieres hypotheses, r=0, q=0, assurent
que I’écoulement de fluide s’effectue de maniere adiabatique (Ss,=0); les deux derniéres,

=0, z =0, éliminent quant a elles la production irréversible (Ssi =0). Nous retrouvons

bien ici la définition du fluide parfait donnée dans le chapitre 5 qui est celle d’un
écoulement adiabatique réversible, cf. (5.8.4) et (5.8.5).

Dans un tel écoulement I’entropie est conservée le long des trajectoires de I’écoulement, ce
qui s’exprime, par I’équation :

(8.4.4) % =0 -isentropique

qui définit, comme vu au chapitre 5, les écoulements isentropiques, cf. (5.8.1). Les
écoulements de fluide parfait sont donc isentropiques. Mais comme vu aussi au chapitre 5,
un écoulement isentropique peut étre le siége d‘une production interne irréversible
d’entropie par frottement et par conduction s’il peut évacuer cette entropie sous la forme
d’un flux de chaleur, donc si Sse= —:SSi , cf. (5.8.2). On avait illustré cela par I’exemple de
I’écoulement stationnaire dans une conduite dans [I’approfondissement & la fin du
chapitre 5, cf. figure 5.3. L’hypothése du fluide parfait est donc plus exigeante que
I’isentropie car elle interdit individuellement chacun de ces deux mécanismes, le frottement
et la conduction (ainsi que le refroidissement ou le réchauffement par une source de chaleur

volumique). Un écoulement de fluide parfait est donc un écoulement adiabatique
réversible : a la fois isentropique, tel que Ssi =0, et adiabatique, tel que SSE:O. Cela est

bien assure par les trois conditions (8.4.3).

Comme vu aussi au chapitre 5, dans le cas ou un tel écoulement peut étre également
considéré comme permanent, il est alors isoénergétique, c’est a dire que sa charge totale
H, qui est égale a la somme de toutes les formes d’énergies présentes dans I’écoulement,
cf. (5.5.4), demeure constante au cours du mouvement, cf. (5.5.20) :

(8.4.5) dd—:l =u.grad H =0 -isoénergétique
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>  Critére de validité du modeéle de fluide parfait

Conformément aux trois conditions (8.4.3) qui définissent le fluide parfait, on pourrait étre
tenté de définir physiquement ce fluide comme un fluide particulier qui serait non
conducteur de la chaleur et exempt de frottement. Pour un fluide newtonien, cela reviendrait
a imaginer un fluide non-visqueux, tel que k =m =2 =0, et non conducteur, tel que K=0.

Remarque -
C’est ce que suggere d’ailleurs la littérature de langue anglaise ou le fluide parfait est généralement désigné
par I’expression « inviscid (or non-viscous) and non-heat-conducting fluid ».

Mais tous les fluides sont visqueux et conduisent la chaleur. Le fluide parfait est donc un
modele qui traduit le comportement d’un fluide réel dans des circonstances ou les
conditions (8.4.3) sont verifiées. Nous connaissons deja les conditions dans lesquelles on
peut négliger le frottement visqueux (devant I’inertie). Il faut pour cela que le nombre de
Reynolds soit grand, cf. (8.2.16) :

(8.4.6) Re :%>>1

Dans le probleme modeéle analysé ci-dessus, cette condition permet bien d’éliminer les
termes visqueux dans I’équation de bilan de la quantité de mouvement et dans celle de
I’énergie du systéme sans dimension (8.2.6).

Par ailleurs, pour que le fluide puisse étre considéré comme exempt aussi d’effets de
conduction, il faut comparer maintenant les effets de la diffusion de la chaleur par
conduction thermique a ceux de I’advection de la chaleur dans I’équation de I’énergie
interne. Conformément a (8.2.6), cela correspond & une grande valeur du nombre de Péclet,
cf. (8.2.20) :

(8.4.7) Pe= Yok >>1




Chapitre 8. Les approximations 321

On note alors que le rapport entre le nombre de Péclet et le nombre de Reynolds se ramene a
celui entre la viscosité cinématique et la diffusivité thermique. Ce rapport définit le nombre
de Prandtl :

P
(8.4.8) pr=—-Y

On pourra alors considérer dans I’équation de I’énergie interne le nombre de Péclet comme
le produit entre le nombre de Prandtl et le nombre de Reynolds. La conduction thermique
dans un écoulement peut donc étre négligée dans la mesure ou :

(8.4.9) Pe=PrxRe>>1

Comme nous le montrons dans un approfondissement ci-apres, dans la plupart des
applications usuelles le nombre de Prandtl peut étre considéré comme étant au moins
d’ordre 1. Il n’est par ailleurs jamais « trés grand » pour les fluides classiques.

Dans ces conditions, le critére de validité de I’approximation du fluide parfait peut
donc se résumer a la condition (8.4.6) sur le nombre de Reynolds.

»  Approfondissement * - Nombre de Prandtl : exemples

Quelques valeurs caractéristiques du nombre de Prandtl sont données dans les deux tableaux ci-
dessous.

plkgm?) | K(wm k) [ n(kgmis®) |Cy(dkg™K?)| y(m's?) | v(m's?) Pr

. o 0.024 1721075 1 8610*5 -5
air (0%) 1293 peu conducteur |peu visqueux 1000 ' 13310 0.715
eau (20°) 998 062 100510 ° 4180 148107 | 100710° | g0
bon conducteur visqueux '
glycérine (0°) 1260 0.267 1.21072 -7 95105
bon conducteur [ trés visaueux 2260 0.93710 09510 10
huiles moteur 102 10%

Tableau 8.4 - Nombre de Prandtl Pr=v/y : exemples.




Chapitre 8. Les approximations

322

T(K) 200 | 240 | 280 300 | 320 340 380
T(°C) -73 -33 7 27 47 67 87
air 0.738 | 0.724 | 0.710 | 0.705
eau 10.3 5.69 3.65 2.60 1.59

Tableau 8.5 - Valeurs du nombre de Prandtl Pr=v/y en fonction de la température pour I’air et I’eau a 1bar.

Commentons briévement ces tableaux :

v Dans les applications, on peut étre amené a favoriser le transfert de chaleur tout en minimisant
les pertes par frottement. On utilisera alors un fluide a faible nombre de Prandtl (un gaz par
exemple). Si I’on veut par contre réduire le transfert de chaleur tout en assurant une grande viscosité,
comme par exemple en lubrication, on utilisera des fluides a grand nombre de Prandtl, comme les
huiles de moteurs.

v/ Comme le montrent les valeurs obtenues pour I’air dans le tableau 8.4 (on retiendra pour I’air la
valeur Pr~0.7), le Pr est proche de I’unité pour les gaz. On voit aussi dans le tableau 8.5 que ses
variations avec la température sont faibles. Tout cela reflete le fait que la viscosité et la conduction
de la chaleur s’effectuent dans un gaz par le biais d’un seul et méme mécanisme, le choc des
molécules. Les différences d’un gaz a I’autre restent alors petites. Comme vu au chapitre 1, elles
traduisent la nature plus ou moins complexe des molécules et de leurs différents modes d’énergie
(rotation, vibration...).

v Les valeurs du Pr sont plus grandes pour les liquides. On observe dans le tableau 8.4 que Pr est
d'autant plus grand que le liquide est "huileux". Mais, mis a part pour des cas particuliers comme
celui des huiles synthétiques utilisées dans les moteurs, on peut considérer que ce nombre sans
dimension n’est jamais « trés grand ». On notera alors dans le tableau 8.5 la forte décroissance du
nombre de Prandtl de I’eau en fonction de la température. Cela provient, pour I’essentiel, de la
diminution de la viscosité avec la température qui caractérise les liquides chauffés du fait de
I’affaiblissement de leurs forces potentielles internes cohésives lorsque I’agitation thermique
augmente. Cela a été discuté au chapitre 2 (cf. tableau 2.2). C’est pour cette raison qu’il faut
s’arréter d’urgence quand la jauge thermique d’une automobile indique que I’huile dépasse sa
température critique : le moteur n’est plus convenablement lubrifié.

>  Les équations du fluide parfait : les équations d’Euler

Dans le cadre de I’hypothése du fluide parfait, c.-a-d. quand Re >>1, on peut donc éliminer

du jeu d’équations sans dimension (8.2.6) les termes de frottement ainsi que les termes de
diffusion par conduction (puisque Pe=PrxRe>>1). Les équations de Navier-Stokes

dimensionnelles se réduisent alors au systeme suivant :
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%erdivgzo
p%wi—@ p
(8.4.10) de :
pa=—pdlvu
p=p(p.T)
e=e(p,T)

Ces équations sont appelées équations d’Euler.

>  Autre forme des équations d’Euler

Une autre formulation de ces équations, qui privilégie la dynamique, consiste a remplacer
I’équation de I’énergie par une équation pour la pression. On considere pour cela la loi
d’état p = p(s,p) , Ce qui, dans le cas d’un écoulement isentropique, mene a :

(8.4.11) dp_(p %{@j ds_Ksdp_ 2dp
dt (dp)gdt \os/,dt p dt dt

Dans cette équation, nous avons introduit le module d’élasticité adiabatique Ky, cf.
(Al.1.21), et la célérité du son c, cf. (A1.1.22). Les équations d’Euler deviennent :

dp .
— +pdivu=0
at paivu

du
—=pf —grad
Pg PL~9radp

(8.4.12) dp _ o2 dp
dt dt
p=p(p.T)

e=e(p,T)
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Ce sont ces équations que I’on utilise en particulier pour établir les lois de I’acoustique
linéaire.

>  Les conditions aux limites

Puisqu’elles ne tiennent plus compte des mécanismes moléculaires responsables du
frottement et de la conduction, les conditions aux limites du fluide parfait sont différentes de
celles des equations fondamentales de départ. On se limitera de nouveau au cas d’une
surface imperméable représentant, soit la surface d’un solide déformable, soit une
interface entre deux fluides non miscibles.

Dans le fluide parfait, la condition d’adhérence (7.8.5) et la condition de non-glissement
(7.8.17) n’ont plus lieu d’étre. Elles doivent étre remplacées par les conditions suivantes.

v Sur une surface solide on doit maintenant appliquer la condition d’imperméabilité, cf.
(7.8.4) :

(8.4.13)

=
1=
Il
|
1=

ou U désigne la vitesse de déplacement de la surface du solide déformable, cf. figure 7.1, et
u, la vitesse locale du fluide sur la surface. Dans le cas du « probleme guide » de la figure

8.1, cette condition permet de matérialiser 1’objet sans imposer la valeur de la vitesse.
L’objet devient alors une surface de courant particuliere. On démontre que cette condition
suffit a déterminer le champ des vitesses a partir des équations d’Euler. Par ailleurs, comme
précisé au chapitre 7 sur une surface solide aucune condition dynamique ne peut étre
prescrite.

v" Sur une interface entre deux fluides non-miscibles, il faut maintenant appliquer la
condition de non-miscibilité (7.8.11) :

(8.4.14) Up.Nn=UuU,.n=W.n

Par ailleurs, la condition cinématique (7.8.16) s’applique :
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dF oF dF OF
8.4.15 — | =—+u;.grad F=| — | =—+u,.grad F=0
( ) (dt jl o -9 (dt jz o H2-9reC

Rappelons que dans ces relations, W désigne la vitesse de deplacement de la surface =(t)
d’équation F(x,t)=0 qui sépare les deux fluides non-miscibles, cf. figure 7.1(b), et u; et
u, sont les vitesses locales des fluides de part et d’autre de cette surface.

Quant a la condition dynamique (7.8.20) ou (7.8.21), puisque t=0, elle se ramene a

I’égalité des pressions (en I’absence d’effet de tension superficielle) :

(8.4.16) P2 =P

v Les conditions thermiques

Le fluide parfait ne conduisant pas la chaleur, aucune condition thermique ne peut étre
imposée.

8.5 La couche limite : une bréeve introduction

Dans le tableau récapitulatif des différents modeles 8.2 on aura noté que nous avons couplé
le modéle du fluide parfait avec une autre notion, celle de la couche limite. Nous allons
expliquer cela ici.

Nous venons de voir que dans le cas du « probleme guide » de la figure 8.1, la seule
condition aux limites sur la vitesse qui subsiste dans le modele de fluide parfait est la
condition de glissement (8.4.13). L’objet étant au repos, elle s’exprime ici sous la
forme u.n=0. Or nous avions prescrit pour ce probléeme deux conditions pour la vitesse,
I’annulation de la vitesse a la paroi (adhérence) et la valeur de cette vitesse a I’infini, cf.
(8.2.1). Cela révele une faiblesse majeure du modele du fluide parfait, donc des équations
d’Euler. Nous encadrons ce constat, vu son importance.
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Le modele de fluide parfait ne peut satisfaire pour le champ de vitesse, ni deux conditions aux
limites simultanées, ni une condition d’adhérence ou de non-glissement.

La réduction des équations de Navier-Stokes aux équations d’Euler par le modele du fluide
parfait souffre donc des deux défauts suivants :

v sur un plan physique, I’adhérence ne peut pas étre assurée par le fluide parfait qui est
un « fluide non visqueux » ;

v sur un plan mathématique, la perte du terme de frottement visqueux et celui de la
diffusion de chaleur par conduction transforment les équations de Navier-Stokes, qui sont
des équations du second ordre en espace, en équations du premier ordre: une seule
condition aux limites (plus une condition initiale si le probleme est instationnaire) est alors
requise.

La condition thermique (8.2.1) ne peut pas étre satisfaite non plus puisque le fluide parfait
est un « fluide non conducteur ».

Il faut noter qu’il n’y a aucun paradoxe dans ce constat. En effet, lorsque le nombre de
Reynolds augmente, les équations de Navier-Stokes tendent de mieux en mieux vers les
équations d’Euler puisque le frottement visqueux devient de plus en plus petit devant
I’inertie de I’écoulement. Mais les conditions aux limites restent quant a elles inchangées.

Par conséquent, puisque les expériences montrent que le fluide réel adhére a la surface d’un
objet, ou qu’il ne glisse pas au contact d’un autre fluide, le terme de frottement visqueux
de la loi de la dynamique doit forcément rester important dans une région donnée,
proche de cette surface. Comme schématisé sur la figure 8.3 ci-dessous, I’expérience montre
alors que cette région est d’autant plus mince que le nombre de Reynolds est grand. La
région entourant I’objet, ou se concentrent les effets visqueux et ou le modéle de fluide
parfait n’est plus applicable, est appelée la couche limite.

La couche limite : définition -

En mécanique des fluides, on appelle couche limite une région de I’écoulement en dehors de
laquelle le fluide se comporte comme un fluide parfait.

Dans le cas d’un écoulement autour d’un obstacle solide par exemple, la présence d’une couche
limite est nécessaire pour que I’écoulement au contact de la surface de I’objet vérifie la condition
d’adhérence ainsi que la condition limite thermique en vigueur.
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Comme schématisé sur la figure 8.3, cette région se propage par convection vers I’aval ou
elle forme un sillage visqueux. Quelqu’important que puisse étre le nombre de Reynolds, il
existe donc toujours une couche limite autour d’un objet dans un écoulement. Nous
consacrerons le chapitre 15 a la modélisation de ce phénomeéne.

@ Re Yol i ———
a =
1 Vi
U fluide parfait
B Re=-2==0() — | L] i
2 :| fluide visqueux
UyL
(€©) Rey= >> 1 — | ——
\’3

Figure 8.3 - Ecoulements de fluide parfait et écoulement de fluide visqueux autour d’un objet pour différents
nombres de Reynolds (on fait varier ici ce parametre en changeant la viscosité du fluide).

8.6 Ecoulements de fluide non pesant

La troisieme approximation listée dans le tableau 8.2 est celle des écoulements sans force
extérieure. On considére ici le cas de la gravité. Nous avons vu que I’importance de la
gravité s’évalue a travers le nombre de Froude Fr = UO/\/E, comme défini en (8.2.11).
Ce parametre sans dimension apparait dans I’équation de la dynamique du systeme
adimensionnel (8.2.6). Comme nous I’avons précisé, il compare I’énergie cinétique PoUg a
I’énergie potentielle de gravitation. On pourra donc négliger la pesanteur dans un
écoulement dans la mesure ou :

(8.6.1) Fr=—0 .01

Jor
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On parlera alors d’écoulement de fluide non-pesant. Le fluide en écoulement sera qualifié
de pesant dans le cas contraire. La condition ci-dessus est vérifiée si I’écoulement est
suffisamment rapide et/ou si son échelle de longueur caractéristique est suffisamment petite.
Voici deux exemples d’écoulements non-pesants de natures différentes, correspondant tous
deux a un nombre de Froude Fr~10 :

v I’écoulement d’air autour d’un avion, pour lequel, si on se limite a des ordres de
grandeur, L ~10m et U, ~100m.s7L;

v le mouvement d’une balle de jeu telle que L~10"'m lancée avec une vitesse
Ug ~10ms~t,

Un probléme typique d’écoulement pesant, donc dominé par la gravité, est celui d’une
conduite d’eau inclinée dans laquelle I’écoulement est seulement di a la gravité. Dans ce
cas Ug ~ /gL, ou L désigne la hauteur du denivelé de la conduite. Soit Fr ~1.

8.7 Les écoulements sans inertie

On considere ici la quatrieme et derniére approximation répertoriée dans le tableau 8.2, celle
des écoulements sans inertie. Ces écoulements, appelés aussi écoulements rampants ou
écoulements de Stokes. On peut distinguer deux classes d’écoulements sans inertie : les
écoulements a tres petits nombres de Reynolds et les écoulements unidirectionnels
incompressibles.

>  Le cas des écoulements a trés petit nombre de Reynolds

Ces écoulements vérifient la condition :

(8.7.1)

Puisque le nombre de Reynolds compare les termes d’inertie aux termes visqueux, les
écoulements a petits nombres de Reynolds perdent leur inertie. Notamment, dans ces
écoulements, le terme d’accélération convective de I’équation de la quantité de
mouvement peut étre néglige :
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(8.7.2) Vu.u=0

Remarque -
Le terme instationnaire du/ot de I’accélération particulaire du/dt=0u/ot+Vu.u peut quant a lui subsister

dans le cas d’un mouvement instationnaire forcé comme nous le verrons plus bas.

La condition (8.7.2) implique que ces écoulements perdent leur caractére non linéaire. Le
probleme linéaire ainsi obtenu devient alors éligible a une résolution analytique.

Pour fixer quelques ordres de grandeur, considérons le cas « intermédiaire » ou Re =1. Cela
correspond a un produit vitesse-longueur UgL egal a la viscosité cinématique v, soit
10 -10°m?s7! pour un fluide classique tel que I’air ou I’eau dans les conditions
standard. Dans le cadre de notre « probleme guide » cela correspond donc a de trés petits
objets se déplagant a de trés petites vitesses, comme par exemple une sphere de 1 millimétre

qui se déplace dans de I'eau (v le"sz.s_l) avec une vitesse valant U, =Imms™.

L’objet peut étre plus gros si le fluide est plus visqueux, comme dans le cas d’une bille de
plomb qui chute dans du miel.

>  Le cas des écoulements unidirectionnels de fluide incompressible

Certains écoulements peuvent vérifier la condition (8.7.2) sans pour autant que leur nombre
de Reynolds soit trés petit. Il s’agit des écoulements unidirectionnels de fluide
incompressible.

Un écoulement peut en effet perdre son terme d’inertie Vu.u, non pas parce que son

nombre de Reynolds est petit, mais parce que son champ de vitesse devient invariant dans
la direction de I’écoulement. Trois écoulements classiques de ce type sont répertoriés sur
la figure 8.4 ci-dessous. Dans ces trois écoulements, la présence de parois tend a maintenir
les gradients de la vitesse perpendiculaires a la direction de I’écoulement de sorte
que (8.7.2) est veérifie.

Le cas de la figure 8.4 (a), est celui I’écoulement stationnaire qui s’établit dans une longue
conduite étroite sous I’effet d’un différentiel de pression amont-aval. Cet écoulement est
connu sous le nom d’écoulement de Poiseuille. Le cas de la figure 8.4 (b) correspond a
I’écoulement entrainé par le déplacement d’une plaque plane. Il s’agit d’un écoulement
instationnaire. Ce probléme est connu sous le nom de premier probleme de Stokes. Enfin,
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le cas de la figure 8.4 (c) est obtenu quand on rajoute dans I’écoulement précédent une
seconde plaque plane au-dessus de la plague en mouvement. Comme schématisé sur la
figure 8.4 (c), sur les temps longs I’écoulement prend alors la forme d’un cisaillement
uniforme et stationnaire entre les deux plagques. Cet écoulement est connu sous le nom
d’écoulement de Couette.

Remarque -

Nous avons déja évoqué I’écoulement de Poiseuille et I’écoulement de Couette (ainsi que leur version
instationnaire) au chapitre 2 lorsque nous avons illustré I’accélération particulaire (voir approfondissement
du paragraphe 2.13, figure 2.44).

(a) (b) (©)

U U

Figure 8.4 - Exemples d’écoulements unidirectionnels de fluide incompressible : (a) écoulement engendré par
un gradient de pression dans un canal de section constante (écoulement de Poiseuille stationnaire), (b)
écoulement engendré par une translation de vitesse constante d’une plaque plane (premier probléme de
Stokes), (c) écoulement engendré par une translation de vitesse constante d’une plaque parallélement a une
seconde plaque fixe (écoulement de Couette stationnaire).

Les équations du mouvement des écoulements unidirectionnels perdent leur caractére non
linéaire et, comme pour les écoulements a tres petits nombres de Reynolds (écoulements
rampants), le probleme devient abordable sur le plan analytique. Nous discutons la solution
des trois problemes de la figure 8.4 plus loin, dans le prochain chapitre et dans le dernier
chapitre.

>  Les équations des écoulements sans inertie : cas des écoulements de fluide
incompressible homogene avec force extérieure dérivant d’un potentiel

Dans le cas ou I’écoulement sans inertie est celui d’un fluide incompressible homogene,
donc tel que p=const., et si de plus la force extérieure dérive d’un potentiel,
f =-—grad ¢, en éliminant le terme d’inertie Vu.u dans la loi de la dynamique du fluide
incompressible homogene (8.3.19), on obtient :
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divu=0

(8.7.3) au =—grad p—+v Au
o4 —p
p =p+pd

Si, de plus, I’écoulement est stationnaire, on a:

divu=0
(8.7.4) .
grad p =nAu

Dans cette situation, le terme de pression équilibre le terme visqueux et I’on note que la
masse volumique disparait de I’équation du mouvement.

>  Les écoulements sans inertie : applications

Le cas des écoulements stationnaires sans inertie concerne une vaste gamme d’applications.

v Le cas des écoulements a trés petit nombre de Reynolds (écoulements rampants)
s’applique a la sédimentation de petites particules telles que les aérosols solides (fumées,
particules aériennes...) ou liquides (nuage, brouillard, brume...). Il s’applique aussi a la
locomotion des petits organismes ainsi qu’a I’analyse les écoulements de liquide dans les
dispositifs microfluidiques.

v Le cas des écoulements unidirectionnels constitue quant a lui la base de I’analyse des
problémes de lubrification. On peut par exemple voir le probleme de I’écoulement de
Couette schématisé sur la figure 8.4 (c) comme une idéalisation de I’écoulement assurant la
lubrification entre une piéce mobile et une piece fixe. Enfin, I’écoulement de Poiseuille
illustré sur la figure 8.4 (a) concerne au premier chef toutes les applications de type
hydraulique qui mettent en jeu des conduites.
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8.8 Les écoulements stationnaires

Nous terminons ce chapitre par I’examen des conditions qui fixent le caractére stationnaire
ou instationnaire d’un écoulement. Si I’écoulement est stationnaire on peut éliminer les
termes instationnaires des équations (les dérivées partielles par rapport au temps, cf. tableau
8.1). Mais cela ne constitue pas une approximation (un modéle) a proprement parler. En
effet, contrairement aux écoulements de fluide incompressible, de fluide parfait, de fluide
non-pesant, ou encore contrairement aux écoulements sans inertie, la classe des écoulements
stationnaires ne résulte pas d’une approximation des équations. En effet, dans la mesure ou
le caractere stationnaire d’un écoulement est avéré par I’expérience, les équations de
Navier-Stokes stationnaires sont des équations « exactes ».

Comme nous venons de le souligner, la confrontation aux expériences est requise pour juger
du caractére stationnaire ou non des écoulements. En effet, comme nous allons I’illustrer
maintenant, les écoulements de fluide peuvent développer de maniere spontanée des
comportements instationnaires. Il s’avéere alors que I’analyse comparative des ordres de
grandeur des différents termes des équations que nous avons pratiquée jusqu’ici ne permet
pas de classifier facilement I’occurrence de ces instationnarités naturelles dans les
écoulements de fluide.

» Le nombre de Strouhal

Dans notre « probleme guide » de la figure 8.1, nous n’avions introduit aucune donnée
explicite concernant le temps. Nous avons alors choisi de le normaliser par le temps
d’advection tq=L/Ug, cf. (8.2.2). Par contre, si comme schématisé sur la figure 8.5,
I’objet est soumis a une vibration imposée extérieurement et caractérisée par une période

que I’on note t, la liste des parametres contient alors ce temps qui peut étre choisi pour unité
fondamentale de temps en lieu et place du temps g = L/U.

— | —

Figure 8.5 - Ecoulement en interaction avec un objet vibrant avec un temps caractéristique <.



Chapitre 8. Les approximations 333

Si I’écoulement est instationnaire, le terme d’accélération de la loi de la dynamique (8.2.4)
conserve sa dérivée partielle par rapport au temps :

(8.8.1) d—g:%+Vg u
dt ot

En posant :

(8.8.2) t=rt,

on obtient en fonction des variables sans dimension :
du (Uglou (V&) - - (U] ..ou - -
(8.8.3) ——:(—)—t+ ~ Vu.u=|—= [St6—¥+Vg.g]
T

L’importance de la dérivée temporelle par rapport a I’accélération convective s’évalue ainsi
a travers le parametre sans dimension :

(8.8.4) St=-0_-_—_

appelé nombre de Strouhal.

Si St <<1, les variations forcées de I’écoulement ne sont pas ressenties par les particules de
fluide durant leur advection et I’écoulement peut donc étre stationnaire dans la mesure ou
il s’avere stable, c'est-a-dire exempt d’instationnarités naturelles du type de celles que
nous décrivons ci-dessous. L’écoulement est inconditionnellement instationnaire dans le cas
contraire.
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» Instationnarités forcées - Instationnarités naturelles

Nous avons considéré ci-dessus le cas ou I’instationnarité est forcée, cas pour lequel le
temps caractéristique t est une donnée du probléme. Mais dans de nombreuse situations,
I’expérience montre que les écoulements peuvent étre naturellement instationnaires,
méme quand leurs conditions aux limites sont, elles, parfaitement stationnaires.

Un exemple édifiant, montré sur la figure 8.6 ci-dessous, est celui d’un cylindre fixe dans un
écoulement. Pour un nombre de Reynolds suffisant, voir figure 8.6 (a), on observe dans le
sillage visqueux du cylindre un phénomeéne de lacher de tourbillons de signes alternés. Le
sillage visqueux forme alors une allée tourbillonnaire appelée allée de Von-Karman.

(a) (b)

Figure 8.6 - Ecoulement en interaction avec un cylindre fixe : (a) instationnarité naturelle visualisée & I’aide

de lignes d’émission colorées émises a partir du cylindre ; (b) instationnarité naturelle visualisée a partir de
lignes d’émission colorées émise dans I’écoulement amont. Le nombre de Reynolds Re=UyD/v, ot D

désigne le diamétre du cylindre, vaut respectivement Re=140 dans le cas de la figure (a), et Re=10 000 dans le
cas de la figure (b) . D’aprés Van Dyke (1982).

Ce phenomene se développe ici dans un écoulement initialement stationnaire ou toutes les
conditions aux limites sont fixees et sont stationnaires. Il introduit alors un temps

caractéristique qui est la periode du lacher des tourbillons. On notera le temps de ces
instationnarités naturelles t ige :

(8.8.5) T fluide = temps caracteéristique des instationnarités naturelles

Ce comportement instationnaire du fluide est une manifestation du caractére instable de
I’écoulement. Les expériences montrent qu’il n’apparait que lorsque le nombre de Reynolds
est suffisamment grand. Ces expériences prouvent aussi que le phénomeéne se déclenche de
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maniére brutale lorsque le nombre de Reynolds atteint et dépasse une valeur particuliere,
appelée nombre de Reynolds critique, que I’on note Re,.

Ainsi, dans notre probleme guide, I’écoulement pourra étre considéré comme stationnaire
si le nombre de Reynolds reste modéré, tel que :

Ug L
A%

(8.8.6) Re =

<Re,

La valeur « critique » Re, est a priori inconnue pour un objet de forme quelconque. Pour un
cylindre, I’expérience montre que cette valeur est Re. = 40, valeur qui est effectivement

dépassée sur la figure 8.6 (a) ou I’écoulement est manifestement devenu instationnaire. Pour

Re <40 I’écoulement est stationnaire. Comme montrée sur la figure 8.6 (b), lorsque
Re >>Re., des tourbillons secondaires se forment et I’allée de Von-Karman se

complexifie.

On notera bien qu’aucune instationnarité n’est introduite de maniére extérieure dans les
écoulements de la figure 8.6. Le temps caractéristique 7 ¢,jge des instationnarités naturelles

n’est donc pas une donnée du probléme, mais une proprieté de I’écoulement. Il en va de
méme du nombre de Strouhal bati sur la période T fjge :

(8.8.7) St=_'0 _ L nOTbrTje?t,rouhlal y
Tiuide YoTfluige |Maturel de Iécoulemen

»  Le besoin d’un nouveau modele : la turbulence

Partant de la situation de la figure 8.6 (a), lorsqu’on augmente le nombre de Reynolds au-
dela de sa valeur critique (en augmentant la vitesse de I’écoulement par exemple), la figure
8.6 (b) montre que le phénoméne se « bruite » : I’écoulement devient turbulent. Nous
préciserons cette notion dans le dernier chapitre. La complexité de I’écoulement
instationnaire ainsi obtenu devient alors telle que la résolution numérique des équations de
Navier-Stokes s’avére impraticable sans introduire de nouvelles modélisations. Notamment,
d’un point de vue pratique, on fait souvent appel a un filtrage statistique (une moyenne)
des équations de Navier-Stokes pour aboutir a un nouveau modeéle constitué par les
équations de Navier-Stokes moyennées. Nous n’avons pas inclus ce type de modeéle dans



Chapitre 8. Les approximations

336

le tableau 8.2, car leur formulation ne fait pas encore I’objet d’un consensus au sein de la
communauté scientifique. Nous expliquerons tout cela dans le dernier chapitre.

»  Conclusion sur le caractere stationnaire ou instationnaire des écoulements

On ne peut donc pas statuer a priori sur le caractere stationnaire ou instationnaire d’un
écoulement de fluide. Il faut traiter la chose au cas par cas :

v si toutes les conditions aux limites de I’écoulement sont stationnaires, ce dernier peut
étre stationnaire, ou bien instationnaire suite au développement d’instationnarités
naturelles ;

v si I’écoulement est soumis a des conditions aux limites instationnaires, il sera
inconditionnellement instationnaire si son nombre de Strouhal (8.8.4), est d’ordre 1 ou plus,
soit si :

(8.8.8) St<£1

Il est donc indispensable de s’appuyer sur les expériences pour appliquer I’hypothése des
écoulements stationnaires.

Enfin, rappelons-le, contrairement aux écoulements différentes catégories de modéles
présentés dans ce chapitre (fluide incompressible, fluide parfait, fluide non pesant,
écoulement sans inertie), la classe des écoulements stationnaires ne résulte pas d’une
approximation des équations : dans la mesure ou le caractére stationnaire d’un écoulement
est avéré par I’expérience, les équations de Navier-Stokes stationnaires sont « exactes ».
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8.9 Résumeé des formules essentielles

»  Les principaux parameétres sans dimension, cf. (8.2.16), (8.2.14), (8.2.11), (8.2.20),
(8.4.8), (8.8.4)

L
(8.9.1) Re=—9=_nombre de Reynolds
\Y
Uo
(8.9.2) Mo =—-nombre de Mach
Co
_ Yo
(8.9.3) Fr——L -nombre de Froude
g
L
9. e =—— -nombre de Péclet
(8.9.4) pe=—2
X
Pe v
9. =—=— -nombre de Pran
(8.9.5) Pr bre de Prandtl
Re
L
9. =—— -nombre de Strouha
(8.9.6) St bre de Strouhal
Uo’E

»  Le modeéle des écoulements de fluide incompressible

v’ définition, cf. (8.3.1)
(8.9.7) divu=0

v’ Critéres de validité, cf. (8.3.5), (8.3.7)

2
(8.9.8) {M°<<1
o|8T|<<1

v Thermodynamique, cf. (8.3.8), (8.3.9)
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- pression thermodynamique indéfinie, cf. (8.3.8)
(8.9.9) - loi d'état calorifique : € = e(p,T) = e(T) ;
e
- une seule chaleur spécifique: C=Cp, = =—
PNV TG

v Equations

- Cas n et K constants, écoulement pesant sans source volumique de chaleur, cf. (8.3.15),
(8.3.16), (8.3.17)

divu=0
du 1
—=g-—grad p+vAu
(8.9.10) dt = p——
d—T=2—V d:d+yAT
d¢t ¢ ==
(8.9.11) v="_viscosité cinématique
p
(8.9.12) X=£ - diffusivité thermique
pC

- Conditions aux limites : identiques a celles des équations générales de Navier - Stokes

»  Le modeéle des écoulements de fluide parfait

v Définition, cf. (8.4.3)

(8.9.13)

,
Il
=
|2
Il
o
I
Il
o

v’ Criteres de validité, cf. (8.4.6), (8.4.9)

Re>>1
(8.9.14) { 6>

Pe=PrxRe>>1

v' Equations d’Euler, cf. (8.4.10)
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dp i
— +pdivu=0
at pdivu

du -

=pf —grad
at pT—grad p

p

(8.9.15) i
— =—pdivu
pdt padivu

p=p(p.T)
e=e(p,T)

v Les conditions aux limites : cas d’une interface fluide-solide
- Imperméabilité (glissement), cf. (8.4.13)

(8.9.16) u.n=U.n

- Condition dynamique : aucune

- Condition thermique : aucune

v' Les conditions aux limites : cas d’une interface entre deux fluides non-miscibles
- Condition cinématique (condition de surface matérielle), cf. (8.4.15)
F (g,t) =0  -équation de linterface

8.9.17
( ) (d_':j :ﬁJrgl_grad F:(d_Fj :ﬁ+gz.grad F=0
dt ), ot — dt ), ot —

- Condition dynamique (sans phénoméne de tension superficielle), cf. (8.4.16)

(8.9.18) p = const.

- Condition thermique : aucune

v' Propriétés, cf. (8.4.4), (8.4.5)

ds
(8.9.19) — =0 -isentropique
dt
(8.9.20) d—Hzg. rad H =0 - isoénergétique (écoulements permanents)
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> Ecoulements non pesants

v" Critére de validité, cf. (8.6.1)

U
(8.9.26) Fr=—%>>1 -nombre de Froude

Jor

> Ecoulements sans inertie

v' Définition, cf. (8.7.2)

(8.9.27) Vu.u=0

v Critere de validité : cas des écoulements rampants, cf. (8.7.1)
(8.9.28) Re<<1

v' Equations

- Cas des écoulements incompressibles homogéenes avec force de volume dérivant d’un
potentiel, cf. (8.7.3)

divu=0
(8.9.29) M __grad P v au
& P
P =p+pd
- idem + écoulement permanent, cf. (8.7.4)
divu=0
(8.9.30) *
grad p =mAu

> Ecoulements stationnaires

v' définition

(8.9.21) 2 -0

v'  Critéres de validité

- Cas avec conditions aux limites instationnaires, cf. (8.8.8)
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nombre de Strouhal
t=temps caractéristique des instationnarités imposées

(8.9.22) St = L;él
Uo‘C
- Cas sans conditions aux limites instationnaire, cf. (8.8.6)

nombre de Reynolds critique

(8.9.26) Re <Re,

apparition d'instationnarités naturelles
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Chapitre 9. Solutions analytiques : deux exemples

9.1 Avant-propos

Il existe quelquesolutions analytiquesdes équations de Navier-Stokes mais le catalogue d
ces solutions est peu étoffé. Cela tient au faét lgs équations de Navier-Stokes sont non-
linéaires. La majorité des solutions connues corergrdes situations ou les équations sont
linéaires. Elles appartiennent donc a la classe @émsilements sans inertigéfinie dans le
chapitre précédent, cf. paragrajhé

Nous allons considérer deux solutions de ce typet dlontérét pédagogique et lintérét
applicatif sont de tout premier plan. Ces deux &goents sont :

v' I'écoulement de Poiseuille cylindrique ;
v' I'écoulement autour d'une sphére a petit nombreRagnolds (second probléme de
Stokes).

L’écoulement de Poiseuille a été évoqué dans Ipittkaprécédent, cf. figur8.4 (a) Sa
solution est supposée connue de toute personnd eg@n une formation élémentaire en
meécanique des fluides et nous allons la détaitiedans le cas d’'une géométrie cylindrique.
La résolution analytique de I'écoulement autoumé’'sphere a petit nombre de Reynolds est,
guant a elle, plus complexe a établir. Nous cardoyms alors les détails de cette résolution
dans un approfondissement en ne retenant dangge do texte que les résultats essentiels.

Les objectifs de ce chapitre sont, d’'une partjusitrer 'existence de solutions analytiques en
meécanique des fluides et, d’autre part, de disalgeleur limite de validité. Cela constituera
une bonne introduction au chapitre suivant ou moastrerons comment I'on peut déduire de
raisonnements purement dimensionnels, et sans aeffart analytique, les principaux
résultats obtenus dans ce chapitre.
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9.2 L’écoulement de Poiseuille cylindrique

-

> Enoncé

Conformément a la figur8.1 ci-dessous, on considére une conduite horizowlaleection
circulaire de diamétrgp=2R constant, de longueur >>¢@, dans laquelle on a établi un
écoulement de fluide newtonien pesardu moyen d’un différentiel de pression amont-aval

Ap=p -p .

fo =
$=2R P — u P lg

e =

«—$—L > 0—5—>

Figure 9.1 -Ecoulement de Poiseuille cylindrique : définitions

On raisonne dans un repere de coordonnées cylim:lri@x,r,e) dans lequel la vitesse
s’exprime sous la forme :

(9.2.1) u=u(xr,.6,t)g+y(xrot)e+ g(xrot) g

On fait les hypothéses suivantes :

H1 - le fluide est newtonien, incompressible et homogdaemasse volumique ;

H2 - la viscosité cinématique =n/p est constante ;

H3 - I'écoulement est permanent ;

H4 - on néglige les forces extérieures (notammentluldd est considéré comme non-
pesant) ;

H5 - I'écoulement est unidirectionnel et invariant ladade la conduite, son champ de vitesse
étant de la forme :

(9.2.2) u=u(r)e
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On veut déterminer :
v la distribution de la vitesse(r) dans la conduite ;

v lavitesse de debly 4, cf. (A2.2.11):

(9.2.3) Ug =

(9.2.4) A=

ol Ap=p" - p est le différentiel de pression entre 'amont 'aval de la portion de
conduite de longueuk considérée. Le coefficierit est sans dimension. On cherchera a
exprimer ce coefficient en fonction du nombre deriéds construit ici avec la vitesse de
débitU et avec le diamétre de la conduiie 2R, soit, cf.(8.2.16):

(9.2.5) Re="d®
\Y,

» Equations

Compte tenu des hypothedds etH2, le systeme d’équations relevant de ce problemkest
systeme(8.3.19) relatif aux écoulements de fluide incompressiblenbgéne de viscosité
constante. Si I'on néglige le terme instationndia@s la dérivée particulaire, conformément a
I'hypothéseH3, ainsi que la force extérieure, selon I'hnypothEige on obtient les équations
du mouvement suivantes :

(9.2.6)
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La masse volumique et la viscosité étant constamEs équations sont indépendantes du
bilan de température (c’est le découplage dynamighermique comme vu au paragraphe
8.3.

La derniere hypothedd5 impose alors une forte contrainte sur le probletaevitesse et son
gradient sont perpendiculaires, de sorte que laléola dynamiqu€9.2.6) perd son terme
d’inertie (u . u.

Démonstration-
Compte tenu dé9.2.2) le gradient de vitesse vaut :

(9.2.7) Ou :d—lrjng_er
D'ou :

= -
(9.2.8) Dg.g—udr (g0 e). g=0

Notons que cette hypothése est compatible avepdimngse d’incompressibilitdl. En effet, dans un systéme
de coordonnées cylindriques I'équation de contingiécrit, cf.(A2.1.21):

ou +l_arur +1‘% =0

(9.2.9) —
oXx r or r 00

Cette équation est bien vérifiée §@r2.2) chacun des trois termes ci-dessus étant idemiguenul.
Le bilan(9.2.6)se réduit donc a :

{mvg=0
(9.2.10)

grad p=nAu

La loi de la dynamique ci-dessus traduit I'équiilemtre les forces de pression qui poussent le
fluide et les forces de frottement qui s’'opposemeamouvement. On retrouve donc ici les
éguations (8.7.4) relatives aux écoulements stationnaires sans inertieDe plus ici
I'écoulement est non pesant.
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» Equations : forme développée

Le terme visqueux dang9.2.10) fait appel au laplacien de la vitesse en coordesné
cylindrigues dont I'expression générale est dondes I'annexeA2.1 du chapitre 2, cf.
(A2.1.17) Pour le champ unidirectionn(.2.2)il reste :

(9.2.11) Ag:li(r%jg

L’équation du mouvemer{®.2.10)donne donc :

op_1d ( duj
0X rdr\ dr

(9.2.12) %

La premiéere condition aux limites qu’il convientagpliquer a ce systeme d’équations de
deuxiéme ordre est I'adhérence :

(9.2.13) u(R)=0

La seconde condition aux limites concerne 'axel’deoulement. On la considére sous la
forme :

du

9.2.14 —
( ) .

(0)=0

Cette relation traduit le caractere axisymétriqgeel’dcoulement qui résulte de I'hypothese
unidirectionnelleH5.

» La contrainte visqueuse et la loi de vitesse

Compte tenu des deux derniéres équatieris12) la pression vérifie :
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(9.2.15) pP=p(x)

En dérivant alors la premiére équat{@m®R.12)par rapport a, puisqueu ne dépend que de

on en conclut alors qu@2 p/ax2 =0, donc le gradient de pressidp/0x est constant. Ce
gradient doit étre négatif de maniére a contrdbtee de frottement visqueuse qui résiste a
I'avancement du fluide. On posera donc :

(9.2.16) Gz—@zcons(> 0)
dx
La loi de la dynamique se ramene ainsi a I'équatiffiérentielle d’ordre 2 :

9.2.17) G+qli(r$’j:o

L’équation(9.2.17)s’integre alors sans difficulté. Une premiere gnédion donne :

(9.2.18) ndu__ gt const
dr 2 r

La condition sur I'axg9.2.14)imposel’annulation de la constantsoit pour le frottement
dans le fluide, que I'on note(r) :

(9.2.19) 1(r)=n—(r)=-—r

Conformément a cette relation, le frottement estriiué de maniére linéaire a travers la
conduite. Cela est schématisé sur la figuBi-dessous

Lo =

Figure 9.2 -Ecoulement de Poiseuille cylindrique permanemofils du frottement et de la vitesse.
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La valeur du frottement a la paroi définitffettement pariétal, que I'on notet . Il vaut:

R

(9.2.20) T, :T(R):_%

En intégrant(9.2.18) et en utilisant la condition d’adhéren¢B.2.13) on obtient une
distribution de vitesse parabolique d’équation :

(9.2.21) u(r):E(RZ— r2)

C’est le profil parabolique de I'’écoulement de Raille cylindrique. Il est également
représenté sur la figuBe2

» La vitesse de débit

Pour le débit volumiqu&® qui intervient dans la vitesse de débit demande€.3) il
vient :

(9.2.22) o(m® %)= ”S_u._nds;—f—n o Jo( F= ) ra= HZ:G

Cette relation porte de nom émule de Poiseuille Conformément a cette formule, le débit
est proportionnel au gradient de press®nqui pousse le fluide et il est inversement
proportionnel a la viscositg qui s’oppose a I'avancement du fluide. Pour lasse de débit
demandée, on obtient donc :

_m_ 1 an4G:IR2G:(p2G
Tos T oR2 8 & 37

(9.2.23)

Soit pour la loi de vitesg®.2.21):
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(9.2.24) u(r)=2Uq(1-—)

On note que la vitesse au centre de la conduitégede au double de la vitesse de débit.

> Le coefficient de frottement

Il s’agit de déterminer maintenant I'expressioncdefficient de frottement défini €9.2.4)

On demande de I'exprimer en fonction du nombre égnBldsRe=U4 @/v, cf. (9.2.5)
Puisque le gradient de pressi@rest constant, c{9.2.16) et puisque la pression est uniforme
dans chaque section, ¢0.2.15) en considérant une portion de conduite de longugon
peut écrire :

(9.2.25) G= p(X) - p(x+ L) _ap
L L

En posantAp = G L dans I'expression dk (9.2.4) on peut alors élimine@ en remplacant,
au dénominateur de cette expression la vitesseebd, @t non pas son carrg par son
expressior{9.2.23) On obtient alors pour le coefficient de frotternéexpression :

\Op/(Ug) _ Go __ 2Ge _ 64 _ 64

(9.2.26) = - = -
Toud  pu? o(fe/3m|uy Ua@v Re

Finalement, la loi\ = )\(RQP) demandée est :

(9.2.27) A=—0o

Pour caractériser les écoulements de conduite, tiiseuaussi parfois lenombre de
Poiseuille:
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(9.2.28) Po=A Rg,

D’aprés(9.2.27) sa valeur théorique est donc :

(9.2.29)

>  Confrontation aux expériences

La figure 9.3 ci-dessous montre des résultats de mesures duraatetiPoiseuill¢9.2.28)et
du profil de vitesse. Comme indiqué sur la figArd (a) ces résultats ont été obtenus dans
des tubes de toutes petites dimensions. Les poésgighéoriqueg9.2.29) et (9.2.24) sont

correctement vérifiées. Mais on constate sur laré@.3 (a) une déviation par rapport a la
théorie lorsque le nombre de ReynolRs, dépasse une certaine valeur. Il existe donc,

apparemment, unombre de Reynolds critiqueRe. au-dela duquel la théorie de Poiseuille

est mise en défaut.

DT % $=10025um 1
* (¢ =150.18um 0.81
80" o ¢=2053um M
L] -
Po t » ‘?: u(r) 06
70 [~ < u(0) 044
6 I > % oX (0) Re, = 550,700,1240,1600
> Tl CLF O R 024
60 ’ Doiseui
—— Poiseuille
I 0.0
50 1 1 1 1 1 1 1 1 T T T 1
500 1000 1500 2000 2500 0,5 0 0,5
R€¢ l"/(l)

Figure 9.3 -Mesures dans des tubes cylindriques de petits diase(a) nombre de Poiseui(®2.28)(Li, Du
& Guo, Exprimental characteristics of liquid in@itar micro-tubes, Microscale Thermophys. Eng.2003,
pp. 253-265), (b) profil de vitesse (Maynes, WeWkJocity profile characterization in sub-diameteibés
using molecular tagging velocimetry, Experiment&imids, 2002, pp. 3-15).

Que se passe-t-il au-dela de ce nombre de Reynnotitpie ? Cela est révélé par I'expérience
montrée sur la figure.4. Il s'agit d’'une expérience de visualisation parlocant du
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comportement du fluide dans une conduite, connus Enom dxpérience de Reynolds
Elle est commentée dans le point d’histoire effégblus bas. Elle confirme que lorsque le
nombre de Reynolds construit sur la vitesse detddt®int une valeur critique, 'une des
hypothéses de Poiseuille est mise en défaut. diitstee I'hnypotheseH3 : I'écoulement n’est
plus permanent. Ce comportement est appede laminaire, car il sépare un comportement
stationnaire, ditaminaire, pour lequel les filets de fluide restent parakeles uns aux autres
(sous forme de « lamelles »), et un comportemestaiionnaire ou les trajectoires de fluide
s’entremélent. Le phénomeéne est analogue a cekered sur la figure8.6du chapitre
précédent pour I'écoulement autour d’un cylindre.

h\ w—
Rey <Re,
=

Rey >Re, 3’ N

}/ﬂ Ai""‘ ‘:-‘ '?\(

Figure 9.4 -L’expérience de Reynolds : transition vers la tlebce dans une conduite circulaire visualisée au
moyen d’un filet de colorant. Les photos sont srde Van Dyke (1982). Sur la figure du haut, I'dement est
dit laminaire, tel que Re,< Rg = 200(. Lorsque l'on augmente le nombre de Reynolds, alieht

instationnaire, puiturbulent.

bY

Conformément a ce que nous avons vu a propos dmdeérents stationnaires dans le
paragraphe8.6 du chapitre précédent, I'écoulement de conduitearoe celui autour d’'un
objet, ne peut donc étre considéré comme permauentdans la mesure ou, (3.8.6):

(9.2.30) Re(p=U3—(ps Re

Les résultats expérimentaux présentés sur leseB§uB et9.4indiquent queRe, = 200C.
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» Un point d’histoire

Le 15 mars 1883, OsborrReynoldsa présenté a la Royal Society de Londres lestedsul
d’'une expérience analogue a celle de la fi@udesous le titre An experimental investigation
of the circumstances which determine whether thisomof water shall be direct or sinuous,
and of the law of resistance in parallel chanfidRoyal Society, Phil. Trans., 1883). C’est
dans cette publication scientifique historique lga’introduit le nombre sans dimension qui
porte son nom. Il décrivait ainsi, pour la premitois, le phénomene de la transition vers la
turbulence dans un écoulement de fluide. De nomxbempects de ce phénomeéne restent
encore aujourd’hui mal compris. Notamment, le nanite Reynolds critique a partir duquel
'écoulement se déstabilise, et pour lequel un ensgs a été établi autour de la valeur
Re. = 200C comme indiqué ci-dessus, peut en fait varier deiéma significative d'une
expérience a l'autre. Ce phénomeéne de déstabilisake I'écoulement s’avere en effet tres
sensible a I'amplitude du « bruit » ambiant de ésence. Ce probleme reste ouvert et il
constitue toujours un important sujet de rechefohdamentale en mécanique des fluides.

A contrario, comme l'indique la référence des tiavde Jean-Louis MaridPoiseuille:

« Recherche expérimentale sur les écoulements damgutbes de tres petits diameétses
Compte rendu de ’Académie des Sciences, 11, 182@hercheur, ancien éléve de I'école
Polytechnique, s’intéressait a des écoulements ildle§a nombres de Reynolds. Ces
expériences ne lui ont apparemment pas permis ldgerel’apparition d’instationnarités
naturelles dans ces écoulements, ce que fera delmar@® Reynolds quarante ans plus tard.

» Conclusion

En conclusion, nous avons obtenu une premiéreigoltiiéorique des équations de Navier-
Stokes qui est celle du probleme linéaire relatifégaoulement unidirectionnel permanent

dans une conduite. Toutefois I'expérience montre lgwalidité de cette solution est limitée a
une gamme de nombres de Reynolds finie. Cela coafitos dires du chapitre précédent sur
'hypothese des écoulements permanents : seulpdience peut définir son domaine de
validité. Nous étendrons cette solution théorique a&as des régimes instationnaires et
turbulents dans le dernier chapitre de ce cours.
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9.3 L’écoulement autour d'une sphéere a petit nombre de
Reynolds (second probleme de Stokes)

»  Avant-propos

La résolution de ce second probleme est « caldtgdatp coordonnées sphériques obligent.
Cette résolution est alors proposée sous la forrne dpprofondissement seules ses
conclusions sont & retenir ici. Trois raisons nons poussés a effectuer ce compromis. La
premiére est le grand intérét applicatif de cetletson comme nous le détaillerons plus bas.
La deuxiéeme raison est qu'aprés examen de la solufu probleme développée dans
'approfondissement, le lecteur pourra alors d’atitanieux apprécier la simplicité et
I'élégance des raisonnements de lI'analyse dimensltinqui seront menés dans le prochain
chapitre sur le méme probléme. Enfin, comme pataolilement de Poiseuille, la troisieme
raison est que la solution de ce probléme constite référence théorique pour I'analyse
phénoménologique des effets de 'augmentation dabme de Reynolds sur les écoulements
de fluide, effets que nous avons déja illustréfadrsur la figure8.6 du chapitre précédent.

Pour ce qui est des applications, ce probleme dléoment rampant autour d’une sphére peut
paraitre de portée pratique limitée. Mais il n'ah en. Il concerne en effet le comportement
de petites particules, fluides ou solides, danfluide au repos ou en mouvement, et il fournit
alors une solution de référence pour tous les probs de fluides diphasiques tels que les
fumées, les aérosols, les sprays, la pluie, leilbaad etc. Il constitue aussi un probléme de
base pour I'application des techniques optiquesngsure de champs de vitesse dans les
fluides, telles que la vélocimétrie laser doppled¥, pour Laser Doppler Velocimetjyet la
vélocimétrie par image de particules (PIV pdearticle Image Velocimet)y qui sont
aujourd’hui largement utilisées dans le domaine lalerecherche et de l'industrie. Ces
techniques, que nous n’allons pas décrire en détagont basées précisément sur le suivi du
déplacement de petites particules solides ou leguidians les fluides, et leur hypothése de
validité premiere est que I'écoulement relatif autde chacune de ces particules doit étre
idéalement nul (auquel cas les particules suivarfajiement le fluide), ou tout du moins le
plus lent possible, c.-a-d. sans inertie. La sofutlu second probleme de Stokes constitue
pour toutes ces applications un résultat auqueld®réfere alors systématiquement.



Chapitre 9. Deux exemplesle solutions analytiques 355

> Enoncé

Comme schématisé sur la figudeb, on considere une sphére de rayoplongée dans un

(b)

écoulement uniforme a I’ine‘ésli, de viteskye, .

Figure 9.5 - Ecoulement rampant autour d’'une sphére : (a) iiéfis, (b) visualisation des lignes de courant
pour Re=Uga/v = 0.1€ (source : Van Dyke).

On se place dans un repére de coordonnées ortHegcnmlériqueér,e,q)) d’axe g, et I'on
fait les hypotheses suivantes :

H1 - le fluide est newtonien, incompressible et homogédremasse volumique ;

H2 - la viscosité cinématique =n/p est constante ;

H3 - I'écoulement est permanent ;

H4 - on néglige les forces extérieures (notammentluldd est considéré comme non-
pesant) ;

H5 - I'écoulement est axisymétrique (indépendant detadonnée)) ;

H6 - le nombre de Reynolds est supposé trés petit, de spie I'on puisse considérer
I’écoulement comme étant sans inertie (écoulermampant).

On cherche a déterminerdeefficientde trainéede la spheére.

Remarque-
Les deux hypothésd$4 etH6 ne sont applicables simultanément que pour desquetites particules. En effet,
la premiére condition stipule quér=Uo/w/ga >>1, cf. (8.-.1); la seconde impos&e=Uga/v <<1, cf.

(8.7.1) Cela méne a la conditionfga << Ug <<V/a, soita<< vm/ 913. Dans le cas de I'eau par exemple
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(v =10%m? .s_l) cela donne 2a<<10“m. Cela revient donc & considérer des particules todiamétre

n'excéde pas quelques dizaines de microns.

» Equations

Le probléeme dynamique est donc de nouveau déaritgsaéquationg8.8.4) relatives aux
écoulements stationnaires sans inertiel I'on néglige aussi les effets de la gravité.

{divg =0
(9.3.1)

grad p=nAu

Les conditions aux limites pour le champ de vitessat celles correspondant a la condition
d’adhérence sur la sphere et celle d’'un écoulemnaifdrme a I'infini :

U, (a,e) =W ( a,e) = LQ, ( ae) =0 - surlasurface de la sphere
g(oo, 9) =Upg - loin de la sphére

(9.3.2) {

La solution de ce probleme a été établie par Steke$851. Elle est détaillée dans un long
approfondissement proposeé plus bas. En parcowapiitament ces développements on pourra
se rendre compte que la détermination de cettéi@old se mérite ».

>  Solution

Comme détaillé plus bas, la résolution du probl¢in@.1)- (9.3.2)s’effectue en utilisant une
formulation vorticité-fonction de courant de cetgyse d’équations.

On veut déterminer a partir de cette solutiofolae de trainéede la sphere. Rappelons que
la force de trainée, que I'on nofe (pour Drag) correspond a la composante parallele a la
vitesse amont du fluide de la force résultante ggramique, cf(6.5.1) (6.5.2) Soit dans le
cas présent :
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(9.3.3) szaéro._elzq;ﬁsphére(g.g)._q ds=qp_[(- da+1).n._gd

ou n designe ici lanormale sortante de I'objet,n=¢ . On obtient, tout calcul fait (voir

approfondissement, formu(8.4.33) :

(9.3.4) D =6maU,

Ce résultat est connu sous le nonladele résistance de Stokedinsi :

Dans un écoulement a tres petit nombre de Reynadstrouve que la force de résistance a
I'avancement d’un objet est linéairement proportigte a la vitesse.

Le coefficient de trainée est obtenu en normalidanforce de trainée par la quantité

p(Ug/Z)SO, conformément a la deéfinitiof®.5.4) Ici on choisitS, = e Soit ;

D _ 24 _oa
%pugmz U0(2a)/v Re

(9.3.5) Cp =

»  Confrontation aux expériences

La figure 9.6 ci-dessous montre des résultats d’expériencesasmesure du coefficient de
trainéeCp de la sphére en fonction du nombre de Reynoldgréaision théoriqug9.3.5)
est correctement vérifiée tant que le nombre denBldg reste « suffisamment petit ». Cela
est conforme a I'hypothédee<< 1des écoulements rampants (hypotHé&e
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Figure 9.6 -Coefficient de trainée de la sphére en fonctionambre de Reynolds (compilation).

Remarques -

- Au-dela d’'une certaine valeur du nombre de Reynajdsl est difficile a déterminer sur la figure-dessus,
on voit que I'expérience s’écarte de la solutionStekes. Dans le cas de I'écoulement autour d'dimdne
illustré sur la figure8.6 du chapitre précédent (soit un écoulement de méagren que celui autour d’'une
spheére) nous avions signalé I'existence d’un nondler&keynolds critiquéRe, séparant régimes stationnaire et
instationnaire de cet écoulement, (8.8.6) Toutefois, le début de la déviation a la loi dek8s que I'on
observe ci-dessus lorsque le nombre de Reyrnkislevient de I'ordre de 1 n’est pas attribuableagparition
d’une instationnarité. Il résulte de la violatiorogressive de la principale hypothése de I'anatis&tokes qui
est que le Reynolds doit étre trés petRe<< 1) pour pouvoir négliger complétement l'inertie duide
(hypothese des écoulements rampants). Cette peegiération a la loi de Stokes peut étre captuesmaniére
analytique comme expliqué a la fin de I'approfosdizent ci-apres (solution d’'Oseen). Comme pouylladre,

il faut alors dépasser un nombre de Reynolds ddrBode quelques dizaines pour que I'écoulemeniedae

instationnaire, puis turbulent. Il ressemble abbrlui du cylindre de la figui&6 (a)
- On observe aussi sur la figudeb que le coefficient de trainé@p tend ensuite a devenir approximativement

indépendant du nombre de Reynolds, mis a part cidextt au-dela d&ke= 16, appelée « crise de trainée » .
Nous commenterons cela danscleapitre 13 consacré aux écoulements de fluide parfait ains dans le
dernier chapitre consacré a la turbulence.

» Application : les gouttes de pluie

Donnons un exemple d’application de ce résultatrif@e, celui de la vitesse de chute d’'une
goutte d’eau dans l'air. Conformémen(9a3.4)I’équilibre dynamique de la particule s’écrit :

4

(9.3.6) gnasg(peau_pair)zl)zfsm alp



Chapitre 9. Deux exemplesle solutions analytiques 359

Soit pour la vitesse terminale de chute :

. 2

(9.3.7) U =2 Plia _;198°
079

Pair v

Pour des gouttes deau de diamétle=2a=2Qum qui se déplacent dans de [lair
(Piig /P

vaut alorsRe= 2aUg /v = 102. Dans ce cas I'écoulement se comporte donc biemmeoun

air =10%, v=1.510°"m? s"l) on obtientuozlcms_l. Leur nombre de Reynolds

écoulement rampant. De telles gouttes ne tombentaaelles sont entrainées par viscosité
dans le moindre mouvement de l'air. Les goutteples fines qui précipitent sont les bruines.

Leur diamétre est compris entre 100 et\p@0Leur vitesse de chute atteint environ un métre
par seconde. Leur nombre de Reynolds devient algoérieur a 1 et la force de résistance
devient inertielle : I'accélération convectivéu .u n'est donc plus négligeable et le modéle

d’écoulement sans inertie n’est plus applicable plds, pour les grosses gouttes, la tension
superficielle n’est plus suffisante pour maintdaisphéricité des particules d’eau et celles-ci
se déforment sous l'effet de leur propre poidscheplage entre la déformation de la goutte
et les forces fluides qui la provoquent constitioesaun probléme d’une grande complexité.

9.4 Approfondissement ** - Le second probleme de Stokesrésolution
détaillée
Source : P.K. Kundu & |.M. Cohen, Fluid mechanitkird Edition, Elsevier Academic Press, 2004.

» Formulation en vorticité

La résolution du probleme stationnaire sans in¢@ti@.1)— (9.3.2) est facilitée si I'on transforme gu
préalable ce systeme en introduisant la vortigtérot u, cf. (2.10.3) En appliquant I'opérateu

=

rotationnel a la loi de la dynamiq¢@.3.1) I'identité vectorielle@( grad p) =0 (cf. AnnexeA2.4)

élimine la pression. Donc :

(9.4.1) rot Au=0

On utilise alors l'identité vectorielle suivantd.(@nnexeA2.4) :

(9-4.2) rotAA=A(rot A)=-rof[ rot( rot A) |

En retenant la premiére égalité, cela nous raméaeésolution du systéme :
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(9.4.3) {d“’”:o

Aw=0

Il s’agit donc de résoudre une équation de Laplawer la vorticité de I'écoulement, munie d
conditions aux limites sur la vites§®3.2) L'avantage de cette formulation est di au fa& dans un
écoulement bidimensionnel, la vorticité ne possqdieine composante. Ici le champ de vite
axisymétrique vérifie :

(9.4.9) u(r,8)=u(r.0)e +w(r6) g, 4 =0

Compte tenu de I'expression du rotationnel en d@oanées sphériques donrdamns I'annexé\2.1 du
chapitre 2, cf. (A2.1.26) il reste :

W=y €
(9.4.5) oy, |

o =119 (1)
r-or 00
Comme expliqué aahapitre 2, les deux composantes de la vitesse d’'un écoulebigimensionne

peuvent par ailleurs s’exprimer en fonction d’'ueels fonction scalaire, la fonction de courant,
est définie en géométrie sphérique par les rels{idp.1.44):

(9.4.6) b=t o 1 0y

" 25ing 08 rsin® or

En remplacant ces expressions d@x.5) on obtient pour le rotationnel :

1 ;02 sn@o, 1 0
9.4.7 Wy = -
( ) rsine[ar2+ r ae(rsineae)]

En utilisant alors la seconde égalité de l'ident&étorielle(9.4.2) le calcul du laplacien sous la forn
Aw=-rotrot w nécessite tout d'abord celui du rotationnel devtaticite, w= oy, € dont

I'expression en coordonnées sphériques est :

(9.4.8) rotw=

0 . 10
rsimggnt oS8 )&~ 1y )

Le rotationnel de ce vecteur vaut quant a lui :

9.4.9) rot(rot @) =ey [ [ r(rotw)y |-+ (rota), ]

S

qui
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ou (rotw),,(rotw), sont définies erf9.4.8) en fonction dewy, . PourAw=-rotrot w, on obtient

ainsi :

_ & ;8% sin@d, 1 a .
(9.4.10) Aw rsine[ar2+ r ae(rsineae)](rsme%)

» La fonction de courant

En remplacant alorsy, dans(9.4.10) par son expressiof9.4.7) le probleme est ramené a

résolution d’'une équation différentielle d’ordreatpe pour la fonction de courant :

[62+sin66( 1 @

9.4.11 — —
( ) ar2 2 96" sinBao

) [Pw=0

La traduction pour la fonction de courant des ctioiaé aux limites cinématiquég8.3.2)est :

an/ar(a,e) =0 « u, =0 surlasuface
(9.4.12) llJ(a,G) =const=0 « i = O surlasuface

w(w,e)zéuorzsinze —Uu=Ugg ainfini

La derniére condition suggére alors de recherehsolution sous la forme

(9.4.13) p=f(r)sin’e

En introduisant cela dans I'équation du problénmeplotient (en s’armant de patience) :

(9.4.14) sin?6)( fv gt gl 8L4)
r r r

=

La solution est donc de la forme :

(9.4.15) f(r)=Ar*+Br2+Cr+D/r
La condition d'écoulement uniforme a linfini implie A=0,B=U,/2, les deux condition

d’adhérence sur la surface de I'objet donnant al@s--3Uya/4, D= an3/4. Dol :

o
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(9.4.16) f(r)=Uo(

La solution cherchée est donc :

2 3
. r 3ar a
9.4.17 =U S|n26 - 4+
( ) W=Yo ( 2 4 4r)
Soit, sous forme adimensionnelle :
_ 2
(9.4.18) = ¢2=3in29(£r__§r_+_12)
Uoa 232 4a 4r

Les tubes de courant décrits par cette équatioresmondent a la figur2.39 (b) du chapitre 2.
L’examen attentif de cette figure révéle une |égissymeétrie amont aval (un Iéger évasement du
de courant) qui résulte d’une mise en défaut dgbithéseRe<< 1 que nous commenterons plus b
Ces surfaces correspondent aussi, approximativeraecelles visualisées sur la figudeb (b) ci-
dessus. La forme des lignes de courant dans leergyiaché a la sphére s’obtient en soustrayaat
solution(9.4.18)la contribution de la vitesse amont, qui est repnée par le premier terme. Soit :

(9.4.19) @-:Lzzsir@e( _3r.,1la
Ua

~—

Ces lignes de courant sont celles tracées suyuaef®.7 ci-dessous.

\\\\\f<////

Figure 9.7 -Lignes de courant dans le repére attaché a laesphé

L'allure de ces lignes traduit le fait que la sghérmpousse » le fluide devant elle et « aspieefiulde
derriére elle. On note la parfaite symétrie dedare.

tube
as.

al
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» Le champ de vitesse

A partir de(9.4.17) on obtient pour le champ de vitesse :

3
SET TR B
(9.4.20) r?sind ' 2‘3
Ug=— 1 aLIJ——Uosme( §+i)
rsin® or & g3

» Le champ de pression

L’écoulement étant supposé non-pesant, la pressbralors obtenue en intégrant I'équation d¢

dynamiqueg(9.3.1) qui s’écrit, moyennant I'utilisation I'identitéectorielle (cf. annexé2.4) :

(9.4.21) rot (rot A)=grad( divA)-A A

(9.4.22) grad p=-n rotw

En développant la composante sende rotw par exemple, on trouve, en détaillant :

1 0 .
(@@)r - rsineﬁ( w¢sme)

sme 0 1 0 . 2

9.4.2 = il i f )
( 3) r s|ne ae[ [ 2 ae( sinB 08 ) ]( S ) ]

1 9 . sin’ 9 froo_f

=- Z( tsin?9-2f =-2[ —-2— ) co®
rzsineae( r ) (r2 r4)

Donc :

op _ _ f" f
(9.4.24) Pl (rotw), =2n r—z—zr—4 ) cos.

En remplacantf par son expressid.4.15) puis en intégrant, on trouve :

3anUg

cov
2r 2

(9.4.25) p(r.8)=po -

Remarque-
On note que I'échell®p qui caractérise la variation de la pression elfitrBni amont et le point d’arrét fronta

de la sphereéd = £t vérifie :
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(9.4.26) % ___p(azn)-p =3=0(1)

NUo/(2a)  nUo/(2a)

En I'absence d'inertie, I'échelle caractéristique\driation de la pression dans I'’écoulement est dixée par
la viscosité. Elle vérifiedp O nUg/a et non pasdp O pug comme dans un écoulement inertiel @itlu. u est
un terme dominant.

» La force résultante

La force de contact résultante vaut :

(9.427) (g-n) o =[[-(p-m)1+z].n]

oun=g et1=2nd. Soit:

(9.4.28) (g-n)o=[[-(P-m)+Nd; | e+Ndeg] i

La projection de cette force dans la direction’dedulement incident définit la contribution locale
la force de trainée. La situation est schématigéadigure9.8 ci-dessous :

G, = 2ndr6 n S :_(p_p0)+2n drr

D

Figure 9.8 -Contraintes sur la sphére et force aérodynamiésdtante (trainée).

Cette densité de force vaut :
(9.4.29) (o.n) . -&=[[ (P~ R)+2n 4 |cob- D dgy siB] 4

L'expression de la pressignest donnée e(P.4.25)et les deux composantes du tenseur des tat
déformation mises en jeu sont :

ou,

"
(9.4.30) _r o0, ug 1 oy,
075y () ot

X de



Chapitre 9. Deux exemplesle solutions analytiques 365

Tout calcul fait, on trouve :

3a 3a°

dl’l’ =U000£( o 7 )

(9.4.31) 02
o3l

dre —‘UoﬂSlne

En remplacant, on obtient :
3anU 3a 3a° 3’

(g.n).-a=[] anzo cof + A Uy co@(?——4)] oo+ erUOF st | =

=U03—ncose co§+U0ﬁ si® siﬂzuoﬂ
2a 2a 2a

Donc :

(9.4.32) (o.n),

On note alors, fait remarquable, que cette foreceupéé de surface est uniforme sur toute la ser
de I'objet (elle ne dépend pas @e La force trainée, c{9.3.3) est alors obtenue en intégr§du.32)
sur la surface, donc ici en multipliant cette foucdtaire par la surface de I'objet :

(9.4.33) D =<j;f>sphére(c=s.g)r=a g dS=4m &( Lé%) = 6m ay

C’est laloi de résistance de Stoke€onformément &.3.5)le coefficient de trainéevaut :

24v
9.4.34 Cnh= =
( ) D U0(2a)

:U||\>
o~

» Limite de validité

Comme annoncé, on voit que ce résultat « se merikdais malgré tous les efforts consentis p
obtenir cette solution, cette derniére présentdéfaut : elle n’est pas uniformément valable dans
'espace. En effet, toute I'analyse que nous aeffextuée repose sur le fait que les termes dimert

de I'équation de Navier-Stokes sont négligeablefadule la valeur du nombre de Reynolds. Il f
donc vérifier que tel est le cas. Compte ten({©dé.31):

ac

pur

AUt
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3a 3a°
(9.4.35) Ty =2ndy =2nUgcod( —-—),

2r X
ce qui signifie que dans I'équation du mouvementtdeme visqueuxdiv T décroit, a l'ordre

dominant, commef]an/r3 :

(9.4.36) | dive -~ ”UO%

Le comportement du terme d’inertiéu.u s’obtient quant a lui a partir des composantek détesse
déduite des relation®.4.6) dans lesquelles on remplace la fonction de coupguér son expressio
trouvée er(9.4.17) On obtient :

3
u, = 21_ a—quuocosae( 1—§+i)
(9.4.37) r“sing 09 a2 3
1 oy . 3a a
=- —y=U o(1-———
Yo rsin® or v osin ( & g )
Donc, a I'ordre dominant :
2 a
(9.4.38) | Ou.u|| ~pU§ =
En conclusion :
(9.7.39) inertie | Ou.y| N pUga./l’2 _Uear _ Re"
frottement H diVlH I’]an/rS vV a a

Il existe alors une distance, telle que@ ~ Re?, ou I'approximation du fluide sans inertie est en@n
défaut. On doit alors corriger la solution de Swkmur la rendre compatible avec une solu
inertielle loin de la sphére. Une solution connsiecelle proposée par Oseen (1910). Elle aboutites
correction des lignes de courant comme schémateggres.

=}

ion
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-
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-

~o
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Figure 9.9 -Lignes de courant dans le repére fixe, corrigées fenir compte de I'augmentation du nombre de
Reynolds avec la distance au centre de la sphéitdi¢s de Oseen).
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Chapitre 10. Analyse dimensionnelle et similitude

10.1 Analyse dimensionnelle des équations et parametres de
similitude

Au chapitre 8 nous avons pratiqué une analyse dimensionnelle des équations de Navier-
Stokes consistant a comparer les ordres de grandeur de chacun de leurs termes apres les avoir
tous normalisés par les mémes échelles caractéristiques choisies parmi les parameétres
disponibles. La forme sans dimension des équations ainsi obtenue nous a permis de quantifier
I’importance relative de chacun de leurs termes, donc de chaque mécanisme physique
correspondant, au moyen d’un nombre sans dimension approprié :

le nombre de Froude Fr

le nombre de Mach M

le nombre de Reynolds Re
le nombre de Prandtl Pr

le nombre de Strouhal St

D N N N N NN

Cela a abouti a la définition de diverses classes d’approximation, ou modeéles, des équations
générales (écoulement de fluide incompressible, écoulement de fluide parfait, écoulement de
fluide non pesant, écoulement sans inertie).

L’un des objectifs de I’analyse dimensionnelle est effectivement d’identifier les parameétres
sans dimension qui permettent de regrouper les écoulements en classes semblables, au sens
ou I’on peut leur appliquer les mémes modeles d’équations. Les parameétres sans dimension
ci-dessus sont aussi appelés, de ce fait, parametres de similitude.

Dans ce chapitre nous allons exploiter plus avant I’analyse dimensionnelle et les propriétés de
similitude qu’elle révéle, cela afin d’obtenir d’autres informations sur ces écoulements.

10.2 Le role des dimensions fondamentales

L’exemple de I’écoulement autour d’une sphére a trés petit nombre de Reynolds traité dans
I’approfondissement « 2 étoiles » qui ponctue le chapitre précédent a permis de souligner que



Chapitre 10. Analyse dimensionnelle et similitude 370

les solutions analytiques des équations de la mécanique des fluides sont souvent ardues a
obtenir. Toutefois, la connaissance exhaustive de I’ensemble des propriétés d’un écoulement,
a savoir la formulation analytique de ses différents champs (vitesse, pression, etc.) constitue
rarement un objectif en soit. Ce que I’on cherche souvent dans la pratique ce sont des relations
entre des grandeurs globales (une force résultante par exemple) et les paramétres, ou
données, du probléme. On peut alors se demander, sans résoudre effectivement les équations,
s’il est possible de prévoir certaines propriétés genérales de ces relations a partir des seules
données et des propriétés des équations.

Comme nous allons le voir dans ce chapitre, I’analyse dimensionnelle offre cette possibilité.
La propriété que nous allons exploiter pour cela est I’homogénéité dimensionnelle des
relations entre les grandeurs physiques. Cette propriété s’énonce sous la forme d’un
principe :

Principe d’invariance dimensionnelle -

La forme de la relation entre les grandeurs physiques que traduit la solution d’un probléme ne doit pas

dépendre du choix particulier du systeme d’unités fondamentales que I’on utilise.

> L’exemple de la trainée d’une sphere

Le probléeme de la trainée d’une sphére que nous avons analysé dans le chapitre précédent
constitue un bon exemple pour illustrer ce principe. Conformément a la figure 10.1 ci-dessous
on considere de nouveau une sphére de diametre L = 2a se déplacant horizontalement dans
un fluide incompressible homogene supposé non-pesant, de viscosité n et de densité p
constantes, avec une vitesse constante Uy .

Uy

Figure 10.1 - Une sphére se déplacant dans un écoulement au repos.

On suppose aussi que I’écoulement est permanent, mais contrairement au chapitre 8 on ne
fera aucune hypothése sur le nombre de Reynolds.



Chapitre 10. Analyse dimensionnelle et similitude 371

On cherche alors de nouveau a déterminer une expression adimensionnelle de la force de
trainée D de cette sphére.

Compte tenu des éléments dont nous disposons, on peut écrire que la force de trainée
cherchée est une certaine fonction des données du probléme, a savoir :

la vitesse Uy,
I’échelle de longueur a
la masse volumique p,

<X XX

la viscosité dynamique n.

La solution est donc supposée de la forme :

(10.2.1) F(D,Ug,a,p,n)=0

On pourrait étre tenté de rajouter a cette liste d’autres parametres, tels que la pression et la
température de I’écoulement amont par exemple. Mais sur la base de notre connaissance des
équations du probleme, on sait que la pression n’intervient qu’a travers son gradient. Donc nul
besoin de faire intervenir une pression de référence. Par ailleurs, la connaissance des
fondements de I’approximation du fluide incompressible détaillés au chapitre 8 nous a
enseigné que le probleme dynamique et le probléme thermique sont découplés dans la mesure
ou le fluide est incompressible et homogéne, comme supposé ici. Donc nul besoin d’évoquer
la température. Enfin, puisque le fluide est non pesant et que nous n’avons introduit aucune
référence a un forcage instationnaire au niveau des conditions aux limites, la liste ci-dessus
peut étre considérée comme exhaustive.

On recherche donc une relation entre 5 grandeurs physiques de la forme (10.2.1).

Que nous enseignent alors les expeériences ? Celles-ci ont été compilées sur la figure 9.6 du
chapitre précedent. Elles montrent que la solution est de la forme :

(10.2.2) G(Cp= Re = )=0
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ou, par convention, la barre sur la fonction G signifie que les arguments de cette fonction sont
des grandeurs sans dimension. En comparant ces relations (10.2.1) et (10.2.2), on realise alors
que parmi les cing parameétres de la relation (10.2.1) trois d’entre eux sont indépendants. On
peut remarquer alors (si I’on est treés affaté !) que la différence (5-2=3) correspond exactement
au nombre de dimensions fondamentales mises en jeu dans le probleme, a savoir ici: la
masse, la longueur et le temps. Explorons les conséquences de cette derniere remarque.

De fagon générale, toute variable ou paramétre d’un probleme de mécanique possede une
dimension qui est une combinaison des quatre dimensions fondamentales suivantes :

dimension notation unité

masse M kg
longueur L m
temps T s
température 0 K

Tableau 10.1 - Les dimensions fondamentales en mécanique.

Remarque -
Il est évident que si le probléeme mécanique est couplé a d’autres phénomeénes physiques, de nature chimique,
électromagnétique ou électrique par exemple, d’autres dimensions vont alors intervenir.

Plus précisément : toute grandeur mécanique D est définie par une fonction de dimensions,
de la forme :

(10.2.3) [D]=L*MPT7e0

ou le signe [ . ] signifie « dimension de la grandeur ».

Remarque -
On acceptera ici, sans démonstration, que la fonction de dimensions prend toujours la forme d’un mon6éme en
puissance des quatre dimensions fondamentales du type (10.2.3), ce qui exclut des expressions du type M logT
par exemple.
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Mais puisque le probléme de la sphére que nous considérons ici est un probléme de fluide
incompressible homogéne qui ne dépend pas de la température, cette derniére n’intervient pas
et chacun des cing parameétres de la relation (10.2.1) posséde donc une dimension caractérisée
par une fonction de dimensions de type (10.2.3) dans laquelle 8 =0. On a précisément :

(10.2.4) [D]=MLT2,[Ug]=LT 2, [a] =L, [p]=ML3,[n] =ML T 1

En adimensionnalisant chaque parameétre de la relation (10.2.1) on obtient alors une relation
adimensionnelle de la forme :

D Up a p n
MLT 2 LT 1L M8 v lr L

(10.2.5) F( )=0

Selon le principe d’invariance dimensionnelle énoncé ci-dessus, la forme de cette relation ne
dépend pas du choix des unités fondamentales. En d’autres termes, elle ne doit pas changer si
I’on « compte » la masse en kilogrammes ou en grammes, les longueurs en metres ou en
kilomeétres, et le temps en secondes ou en heures. Ce principe nous autorise en particulier a
représenter ces unités en utilisant trois parametres, ou données, internes au probleme (!).

Choisissons par exemple d’exprimer les trois dimensions fondamentales a I’aide des
parametres suivants :

(10.2.6) Ug.a,p

On adansce cas :

(10.2.7) M=pad,L=a,T=-—

Uo

La relation (10.2.5) devient dans ce cas :
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(10.2.8) F(D=

ou les grandeurs « barrées » sont sans dimension. On a donc éliminé 3 grandeurs :

(10.2.9) F(D= m= -0
( puga2 palg )

On peut aussi finalement écrire :

(10.2.10) é(cpzlL,Re:pUO—(za)):o
2pUg (na® ) n

Soit :

(10.2.11) Cp=Cp(Re)

C’est bien ce que traduit I’expérience de la figure 9.6.

Remarque -
On pourra Vérifier que tout choix des trois unités indépendantes autre que (10.2.6) aboutit aussi a (10.2.11)
moyennant une recombinaison des deux parametres liés que I’on obtient alors.

»  Confrontation avec la solution analytique

La théorie développée au chapitre précedent était restreinte a I’examen de la condition des
écoulements rampants :

(10.2.12) Re =
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Elle aboutissait a la relation cf. (9.3.5) :

24
(10.2.13) Cp =Te
L analyse dimensionnelle effectuée ci-dessus peut-elle fournir cette loi ? La réponse est
positive. Pour cela, il faut se rappeler que la condition (10.2.12) signifie que I’inertie de
I’écoulement est négligeable devant le frottement visqueux. Sur le plan dimensionnel,
I’élimination de I’inertie revient & supprimer dans la relation (10.2.1) la contribution de la
masse volumique en tant que parametre dimensionnant du probléme. La masse volumique est
en effet absente du jeu des équations (9.3.1) qui décrivent un tel écoulement sans inertie. On
considere donc maintenant la relation réduite :

(10.2.14) F(D,Ug,a,m)=0,

dans laquelle la masse volumique a eté éliminée et qui est donc valable pour
Re =pUgL/n <<1. On recherche maintenant une relation entre 4 grandeurs physiques. Il y a

toujours 3 dimensions fondamentales. Si I’on choisit pour ces dimensions, en lieu et place de
(10.2.6) :

(10.2.15) Ug.a,m,

(puisque I’on n’a plus droit & p ), on montre sans difficulté que la forme adimensionnelle de
(10.2.14) devient :

10.2.16 F(D= 111)=0,
( ) ( Ugan )
D’ou :

(10.2.17) = const.

ann
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Cela correspond bien a la loi de résistance de Stokes (9.3.4). Pour le coefficient de trainée on
obtient :

szl D 0C1 ann o A%
EpUé(naz) Epug(naz) Uoa
Soit :
const.
10.2.18 Cnh=
( ) D= ho
Remarques -

- Dans nos notations, on désigne par const. toute fonction constante indéterminée.

- Notons que la relation (10.2.18) aurait pu se déduire directement de la relation plus générale (10.2.8) en
éliminant la masse volumique de cette relation grace a la division du premier nombre sans dimension par le
second, soit :

Uoan ' pal

F(D=—2_ 7=-1" g L. b L_.nm
n

M= =0=> ¢
iz " pau0) (

Le second argument de cette nouvelle fonction (qui est I’inverse du nombre de Reynolds) doit alors étre éliminé
si I’on suppose que la solution ne doit pas dépendre de p . D’ou :

=, D

g(

= const.

)=0 =
ann ann

Pour terminer, on aura bien noté que ce type d’analyse ne fournit pas la constante, a savoir le
préfacteur « const.=24 » obtenu « de haute lutte » dans I’approfondissement du chapitre
précedent par la résolution des équations du systéeme de départ.

» Conclusion

Cette introduction a I’analyse dimensionnelle sur I’exemple de la trainée d’un objet
géométriquement simple vise a convaincre le lecteur de I’intérét de cette approche pour
rechercher de solutions approchées qui deégagent les mécanismes fondamentaux d’un
probléme de mécanique. On retiendra que :
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v L’analyse dimensionnelle conduit a des expressions entre paramétres sans dimensions tels
que (10.2.11), (10.2.18).

v La détermination des préfacteurs, c'est-a-dire les constantes de ces relations, ne pourra que
trés rarement s’effectuer sur une base analytique comme nous avons pu le faire au chapitre 9
pour le cas de I’écoulement autour d’une sphere (second probleme de Stokes) ou pour celui
dans une conduite (écoulement de Poiseuille). Ces préfacteurs dépendent en effet de la
géométrie exacte de I’écoulement et leur détermination nécessite alors une série d’expériences,
ou une série de simulations numériques trés précises. C’est le recalage des lois de similitude
déduites de I’analyse dimensionnelle sur ces donnees réelles qui fournira les préfacteurs
cherchés.

Cette recherche des lois de similitude s’avere alors particulierement utile pour les applications
car ces dernieres consistent trés souvent a optimiser les paramétres, ou données d’un
écoulement avec I’objectif de maintenir dans une plage de valeurs donnée une grandeur
globale. Parmi ce type d’applications, on peut citer : la réduction de la trainée d’un véhicule,
la réduction d’un niveau sonore, I’augmentation ou la réduction des échanges de chaleur dans
une machine ou dans un batiment, etc.

10.3 L’analyse dimensionnelle : généralisation

Nous allons formaliser maintenant les principes méthodologiques généraux de I’analyse
dimensionnelle que nous avons appliqués de maniere « intuitive » ci-dessus.

On considere pour cela un probléme, dit probléeme de départ, constitué par le systeme (D)
qui correspond aux équations générales du probléme étudié (pour la mécanique des fluides
classiques ce sont les équations de Navier-Stokes) munies de leurs conditions initiales et de
leurs conditions aux limites :

(10.3.1) (D) {éOIuations (Navier - Stockes)

+ conditions initiales et conditions aux limites

On recherche une relation, appelée relation finale (F), entre N grandeurs physiques :
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(10.3.2) (F) F(DyDy,...Dy)=0

N grandeurs
physiques

ou D4, Dy,..., Dy représentent I’ensemble des différentes grandeurs physiques du probleme.
Il existe quatre différents types de grandeurs physiques :

(i) lesvariablesindépendantes (x,y,z,t)

(1039 (ii) les variables dépendantes (u, p,T,p...)
- (iii) les paramétres, ou données (géométries, c.i.,c.l., force extérieure...)'

(iv) les grandeurs globales (forces résultantes, énergies, puissances...)

Précisons ce que I’on entend par grandeur globale ci-dessus : c’est une quantité obtenue en
intégrant sur les variables indépendantes (les coordonnées de I’espace, le temps) des
variables ou des combinaisons de variables dépendantes (la vitesse, la pression, la
température, etc.), ou des fonctions de ces variables (frottement, coefficient de pression, flux
de chaleur...).

On peut alors résumer la démarche de I’analyse dimensionnelle comme suit.

Principe de I’analyse dimensionnelle -

Il s’agit d’exploiter les conséquences de I’invariance du probléme dans un changement de systéme
d’unités. Ces conséquences peuvent étre de trois ordres :

(1) le systeme de départ (D) peut étre remplacé par un systéme approché ol les équations contiennent
moins de termes ;

(2) le systeme final (F) peut étre simplifié au moyen de la mise en évidence des parameétres de
similitude (e.g. Re) qui combinent les parametres, ou données du probleme ;

(3) le nombre de variables du systeme de départ (D) et de sa solution (F) peut étre réduit par la mise
en évidence de variables de similitude qui combinent les variables entre elles.
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Nous avons utilisé la conséquence (1) dans le chapitre 8 lors de la comparaison des ordres de
grandeur des différents termes des équations générales. Cela nous a effectivement permis de
définir différents jeux d’équations plus réduits que les équations générales de départ. Nous
venons par ailleurs d’explorer la conséquence (2) en considérant le cas de la trainée d’une
sphére. Nous allons maintenant démontrer le caractere général de ces derniers
développements. Cette démonstration s’appuie sur un théoreme, le théoréeme de Vaschy-
Buckingham, ou théoreme IT, qui va nous permettre d’établir une démarche systématique
de détermination des paramétres sans dimension, les paramétres de similitude, démarche
que I’on pourra appliquer a toutes relations entre grandeurs physiques. Quant a la
conséquence (3), a savoir la recombinaison des variables des équations de départ, elle aboutit
a la technique de recherche de solutions autosembables, technique a laquelle nous
consacrerons le dernier paragraphe de ce chapitre.

10.4 Le théoreme de Vaschy-Buckingham ou théoréeme I1

Le théoreme IT permet de déterminer au moyen d’une approche systématique les parametres
sans dimension ou parametres de similitude, Re, Fr, etc., dont dépend la variation d’une
grandeur globale. Ce sont ces parametres de similitude qu’il faudra alors reproduire a I’égal
dans une expérience ou dans une simulation cela afin que celle-ci soit sesmblable au cas réel.
Ce théoreme peut s’énoncer comme suit :

Théoréme IT -

Considérons une relation entre N grandeurs physiques Dj,i =1,N :
(10.4.1) (F) F(Dy,Dy,....Dy)=0

Si r désigne le nombre de dimensions indépendantes mises en jeu dans le probléme, soit r < 4 pour
un probléme de mécanique si la température intervient, et r <3 sinon, et si D;,D,,...,D, définissent

ces dimensions indépendantes, alors on peut regrouper les N parametres de (F) sous la forme de
(N - r) produits sans dimension, sous la forme d’une relation du type :

(10.4.2) F (g, Iy,... Ty_,)=0

D
(10.4.3) II; = e e IIN_p =
Dlar+1,1 ..Dy Arilr DlaN 1 ...DraN r
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La demonstration rigoureuse de ce theoréme est donnée en annexe. Ses bases sont explicitées
ci-apres.

> Dimensions indépendantes : la matrice des exposants aux dimensions

On peut dire que N grandeurs physiques Dj,i =1,N ont des dimensions indépendantes si :

(10.4.4) D)% [Dy]%2 .. [DN]™N =1 = ay=ay=..=ay =0
ou, conformément a (10.2.3), les fonctions de dimensions D; sont de la forme :
(10.4.5) [Dj]= L% MPiTTig%,

Cela traduit le fait qu’aucune des N fonctions de dimensions [Di],i =1,N ne peut étre

représentée comme le produit de puissances des N —1 autres. Dans le cas contraire, ces
dimensions sont dépendantes.

En prenant le logarithme de (10.4.4), on obtient alors la relation :
(10.4.6) g log[Dy ] +ay log[D;y]+...ay log[Dy ] =0

Soit, compte tenu de (10.4.5) :
allog(LalM ﬁ1TY1981)+612 log (LO‘2 M P21 72902 )+...aN log(LO‘N M PN T VN gON ):o

Soit encore :

(aloc1+a20c2 +...+Fanopy )lOg L+(all31+3.2B2 +...+aNBN )lOg M
+(aqyp +apyp +..+anyn )09 T + (@8 + a8, +...+ayndy )log6=0

Cette égalité étant satisfaite quels que soient L, M, T et 6, on a donc un systeme homogéne de
4 équationsa N inconnues :
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oy +0pdy +...+OoNaN =0
B1a1+B2a2+...+BNaN =0
719 +v282 +..+yNAN =0
813.1+823.2+...+8N3.N =0

(10.4.7)

La solution de ce systeme va étre déterminée par le rang de la matrice :

Dy Dy
ap ap
B2

Y1 V2
o 9y

(10.4.8)

o 4 Z
=
H

Cette matrice est appelée matrice des exposants aux dimensions.

Dn
aN
BN

YN
oN

En s’appuyant alors sur un résultat d’algébre linéaire, on sait que si le rang r de la matrice
(10.4.8) est r=N le systeme linéaire (10.4.7) admet comme seule solution la solution

triviale &y =ay, =...=ay =0.

Remarque -

Rappelons que le rang d’une matrice est défini comme la taille de la plus grande matrice carrée de déterminant

non nul.

Si r<N, le systeme est alors indéterming, d’ordre N —r . On choisit alors parmi les N
inconnues, r inconnues principales & =a, =...=a, .

s’expriment alors comme des combinaisons linéaires des inconnues principales.

On en deduit le résultat mathématique suivant :

Les N-r

inconnues restantes

Propriété de la matrice des exposants aux dimensions -

Soit r le rang de la matrice des exposants aux dimensions de N grandeurs physiques. Seules r
grandeurs physiques ont des dimensions independantes. Si D;,D,,...,D, désignent ces grandeurs de

dimensions indépendantes, alors les fonctions de dimensions [Di ] Jd=r+1N des N —r grandeurs
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restantes s’expriment comme des mondmes des fonctions de dimensions [Dy],[D,],....[D¢ ], cf.

(10.4.2), (10.4.3).

> Application du théoréme IT : méthode

Pour un écoulement donné dont on ne connait pas les équations, on pourra alors appliquer la
méthode suivante :

Application du théoréme IT : méthode -

(1) Choix des N grandeurs physiques.

(2) Construction de la matrice des exposants aux dimensions, cf. (10.4.8).

(3) Détermination du rang r de la matrice des exposants aux dimensions.

(4) Choix des r grandeurs physiques indépendantes.

(5) Construction des N —r parametres sans dimension a partir des r grandeurs physiques
indépendantes et a partir des N —r grandeurs physiques restantes, afin d’obtenir une relation du
type (10.4.2).

(6) Arguments physiques supplémentaires, permettant d’éliminer, le cas échéant, certains

parameétres sans dimension non pertinents.

Nous allons maintenant appliquer ce « menu » sur un exemple que nous allons traiter sous
forme d’exercice.

10.5 Exemple : le vol

> Enoncé

Soit un animal de taille caractéristique L volant horizontalement avec une vitesse constante
U, dans de I"air de viscosité n et de densité p constantes,
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Figure 10.2 - Un animal volant : définitions.

On note £ la force verticale ou force de portance (lift) qui équilibre le poids de I’animal (cf.
(6.5.3) et figure 6.11).

» Question 1 - La portance

Déterminer a I’aide d’une analyse dimensionnelle une relation entre la force de portance £, la
vitesse d’avancement U, de I’animal et les caractéristiques physiques du fluide dans lequel il

se déplace. Montrer que cette relation peut s’écrire sous la forme :

(10.5.1) L=pgU§L® L(Re,G)

— = . Ug L S e
ou L(Re,G) est une fonction du nombre de Reynolds Re=P0~0 = ¢ o4 G définit la
Mo

géométrie de I’animal.

Remarques -
- £, comme défini en (10.5.1), correspond au coefficient de portance C, défini en (6.5.4) & un facteur 2 prés.

- G regroupe un certain nombre de paramétres de forme sans dimension qui définissent la géométrie de I’animal.

»  Solution

On cherche I’expression adimensionnelle de la portance £. Le décompte des paramétres ou
données du probléeme nous améne a considérer comme point de départ une relation finale sous
la forme :

(105.2) (F) f(ﬁ,uo,L,po,no,é)zo
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Cette relation est similaire a celle obtenue en (10.2.1) avec la portance remplacant la trainee.
Le résultat demandé en (10.5.1) est conforme a la relation (10.2.10). Nous allons redémontrer
ici cette relation au moyen du théoréme IT. Nous suivons pour cela le menu proposé dans le
dernier encadré ci-dessus.

v Etape (1) - C’est la relation (10.5.2). Le facteur géométrique G étant sans dimension,
cette relation met en jeu N =5 grandeurs physiques dimensionnelles.

v Etape (2) - Comme le probléme ne dépend pas de la température, il y a trois dimensions
fondamentales. La matrice des exposants aux dimensions (10.4.8) s’écrit :

L L Ug pg Mo
M| 100 1 1
(10.5.3) L|111 341

T|-20-10 -1

v’ Etape (3) - C’est une matrice de rang r=3. Donc il ya N —r =5-3=2 paramétres sans
dimension auxquels se rajoute G.

v Etape (4) - Choisissons par exemple pour les grandeurs indépendantes :
(10.5.4) pO!L!UO

v Etape (5) - Les deux paramétres sans dimensions libres sont donc de la forme :

(10.5.5) m=-—% m,— Mo
pgvl LBlUgl pgz LBzugz

La premiere et la derniére colonne de la matrice des exposants aux dimensions (10.5.3) nous
ameéne a résoudre les deux petits systémes suivants :
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M 1= OL]_
(10.5.6) Iy : Ly 1=-38oy+P1+y1 = o1=1PB=2,y1=2.
T [2==—m
M 1= Otz
(10.5.7) [y : Li-1=-3ay+By+y2 = ap=1Bp=1y,=1
T [-1=-1
D’ou:
L Mo
pol2U3 " " poLUg
Soit :
(10.5.9) F|—5—.—0_G|-0
poLUG PoLUg
Donc :
(10.5.10) L=pU§L* L(Re,G)

C’est la relation (10.5.1) demandée. Soit, pour le coefficient de portance :

(10.5.11) C =C.(Re,G)

Dans les deux prochaines questions, nous allons poursuivre I’examen des propriétés de cette
solution et nous allons illustrer ce faisant la puissance de cet outil que constitue I’analyse
dimensionnelle.

>  Question 2 - La vitesse de libération

Soit m, la masse de I’animal. La figure 10.3 ci-dessous montre une compilation des couples
(ma,Ug) relevés pour diverses especes d’animaux volants, ol Uy désigne la vitesse de
libération pour laquelle la portance équilibre le poids. On y a ajouté des cas d’avions (civils et
militaires).
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On observe alors une corrélation du type U0~mg6. Retrouver ce résultat a partir
d’arguments dimensionnels. On démontrera plus précisément que cette loi est de la forme :

(10.5.12) Ug =m%®x#(ps.p0.9.L.G)

ou p, désigne la masse volumique de I’animal et ou 7 est une fonction particuliere que I’on
déterminera.

Airbus A380
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10° Yo~ Ma
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e
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=
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roiteletay ®.colibri
103 libellyle coléoptéres
o
o °© L Obourdon
[Tourmio Oabeille
OO mouche
10°F
> moucherons
I ',}
1 10 10°

vitesse U, (m/s)

Figure 10. 3 - Loi masse-vitesse de libération pour les animaux et les machines volantes (H. Tennekes, The
Simple Science of Flight - From Insects to Jumbo Jets, Boston, MIT Press, 1996).

>  Solution

On cherche une relation entre U et my. On écrit pour cela I’equilibre dynamique poids /
portance, soit, compte tenu de (10.5.10) :



Chapitre 10. Analyse dimensionnelle et similitude 387

(10.5.13) my g =pg L2UE L

La relation demandée (10.5.12) ne fait pas intervenir la longueur L. Il faut donc éliminer ce
parameétre. Pour cela on pose :

(10.5.14) ma=pa V(G )

ou G, rappelons-le, définit la géométrie de I’animal (ou de la machine volante). On déduit de
cette derniere relation que :

_ m 1/3
10.5.15 L=( —2&——
( ) ( paV( G ) )

En combinant (10.5.13) et (10.5.15), on obtient :

(10.5.16) Ug =m%® #(pa.po.9.£.G)

ou la fonction H demandée vaut :

13 12
Pa 9
Py 28 (G )2"% (Re,G)

(10.5.17) H(pa-Po.9.L.G)=

La compilation presentée sur la figure 10. 3 ci-dessus suggere qu’un avion ne fait qu’imiter
les oiseaux dont il reproduit le principe de la portance. C’est effectivement le cas (la portance
est un phénomene de fluide parfait comme nous le démontrerons dans le chapitre 11). Mais
poursuivons I’exploitation de ces relations.
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>  Question 3 - Le régime de croisiere des avions

Les vitesses reportées sur la figure 10.3 sont des « vitesses de libération », ou vitesse de
décollage. Elles correspondent aux valeurs minimums nécessaires pour que I’animal ou la
machine puisse contrebalancer son poids et se libérer ainsi de la pesanteur au niveau du sol.
Mais comme précisé dans le tableau 8.3 du chapitre 8, dans leur régime de croisiere qu’ils
atteignent a environ 10km d’altitude les avions de ligne peuvent voler environ 2.5 fois plus
vite, soit Upay = 250ms 1. Comment y parviennent-ils ?

»  Solution

Compte tenu des expressions (10.5.16) et (10.5.17), la gravité g, la masse m,, la densité p,
et la forme G étant données, la vitesse Up ne peut varier que grace aux deux
parametres présents au dénominateur de la fonction 7 : la densité de I’air pq et le coefficient
de portance Z(Re,@). C’est cela qu’exploitent les avions pour augmenter leur vitesse. Plus
précisément :

v D’une part ils prennent de I’altitude pour atteindre les couches atmosphériques de basse

densité. Conformément a la figure 2.4 du chapitre 2 qui caractérise I’état thermodynamique
moyen de I’atmosphére, a 10km la masse volumique de I’air p est réduite d’un facteur

environ égal a 3, d’oli un accroissement possible d’un facteur ~/3 ~1.7 de la vitesse.

v D’autre part, ils modifient leur aérodynamique de maniére a réduire le coefficient de
portance E(Re,G) . partant d’une configuration dite hypersustentée au deécollage, ils

adoptent une configuration dite lisse en vol de croisiere, sans changer significativement leur
géometrie G ni la fonction volumique V(G).

C’est donc la combinaison de ces deux facteurs, la décroissance de la masse volumique du

fluide et la décroissance du coefficient de portance de I’avion, qui permet a ce dernier
d’accroitre sa vitesse Uy conformément a (10.5.16) et (10.5.17).

>  Question 4 - Le mur du son

Si les avions de ligne peuvent aller plus vite en volant plus haut, pourquoi ne dépassent-ils
alors pas une altitude plafond d’environ h=10km ?
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»  Solution

Effectivement : si pour une masse donnée on peut gagner de la vitesse avec I’altitude,
pourquoi ne pas voler encore plus haut? Nous venons de voir que, du point de vue de
I’analyse dimensionnelle I’existence d’une altitude plafond n’est pas un probleme de
portance : pour équilibrer le poids a plus haute altitude il suffit d’aller plus vite pour
compenser la décroissance de la masse volumique de I’air. Mais on remarque alors que la
vitesse de 250m.s™ qui caractérise le régime de croisiere d’un avion de ligne est peu
différente de la célérité du son dans I’air a I’altitude considérée (environ 300m.s"1). Le
nombre de Mach de I’écoulement autour de I’avion, qui est le rapport entre ces deux vitesses,
cf. (8.2.14), vaut alors environ My =0.8, cf. tableau 8.3. Par ailleurs, en revenant sur le
modele d’atmosphere terrestre présenté sur la figure 2.4 du chapitre 2, on remarque qu’au-
dela de h=10km, la température de I’air varie assez peu ; il en va donc de méme de célérité
du son. Donc aller plus haut et plus vite entrainerait un accroissement du nombre de Mach
vers la valeur M =1 qui caractérise le « mur du son ». Les avions de ligne évitent donc de
dépasser la vitesse du son. D’ou cette altitude plafond.

Remarque -

L’explication est liée a I’apparition d’ondes de choc autour de I’avion quand la vitesse de ce dernier s’approche
de la célérité du son. En effet, & I’approche de cette vitesse critique qu’est la vitesse du son, les ondes de
déformation du milieu fluide qui constituent le son ne peuvent plus s’éloigner de I’avion vers I’amont, car
I’avion va aussi vite qu’elles ; donc elles restent dans son environnement. Au fur et a mesure que I’on s’approche
de M =1, on observe alors que ces ondes se concentrent autour de I’avion jusqu’a former des discontinuités
macroscopiques qui sont les ondes de choc. La présence de ces ondes de choc entraine tout d’abord I’apparition
d’un comportement instationnaire de I’écoulement autour de I’avion. Ces instationnarités sollicitent alors
dangereusement la structure des ailes de ce type d’avions car elles ne sont pas congues pour cela : voler trop prés
de Mach 1 est donc exclu pour les avions de ligne. Par ailleurs, pour les avions dessinés pour voler au -dessus de
Mach 1 (cas de certains avions militaires, cas du Concorde), on montre que les ondes de choc sont le lieu d’une
forte dissipation d’énergie mécanique de I’écoulement. Elles contribuent de ce fait a accroitre de maniére
significative la trainée de I’avion : voler au-dela de Mach 1 (vol « supersonique ») est tres dispendieux.

L’existence d’un plafond d’altitude pour les avions de ligne n’est donc pas un probléme de
portance : c’est un probléme de changement de régime de I’écoulement associé a I’apparition
d’ondes de choc. D’une part I’écoulement peut devenir instationnaire, et d’autre part les ondes
de choc contribuent a accroitre la trainée de maniére drastique.

Que nous enseigne alors I’analyse dimensionnelle ? 1l convient de revenir sur I’analyse de la
trainée de la sphere du paragraphe 2 en rajoutant dans la liste des parametres (10.2.1) relative
a la trainée de I’objet la celérité du son cy et la géométrie de I’objet G, soit en lieu et place
de (10.2.1) :
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(10.5.18) (F) F(D.Ug,a,pg,m0.¢0,G)=0

Par application du théoréme IT on déduit sans difficulté que le coefficient de trainée respecte
maintenant une relation du type :

(10.5.19) Cp =Cp(Re,M,G),

a comparer a la relation (10.2.11) obtenue pour une sphére en écoulement incompressible.
Une fois identifiée de la sorte I'importance des paramétres M et G, c’est la compréhension
physique des phénomeénes associés a ces parametres qui permet de conclure comme nous
venons de le faire dans la remarque ci-dessus. L’analyse dimensionnelle indique alors ou doit
porter I’effort d’interprétation. Ici, c’est sur la nécessité de tenir compte du nombre de Mach
et de la forme de la machine. C’est la simulation et, surtout, les expériences qui doivent alors
lui emboiter le pas si I’on cherche a expliciter plus avant la relation (10.5.19).

» Conclusion

Voila ce que I'on peut déduire de simples raisonnements basés sur I’homogénéité
dimensionnelle des relations entre grandeurs physiques. On pourrait d’ailleurs poursuivre
encore cette discussion en explorant d’autres conséquences physiques et biologiques (pour le
cas des animaux) de ces quelques relations dimensionnelles.

On espére que ce seul exemple aura convaincu le lecteur de la formidable portée pratique de
cette méthode de raisonnement.
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10.6 Similitude expérimentale

»  Similitude : définitions

Nous avons souligné que les solutions analytiques des problemes de mécanique des fluides
sont rares. Faute de posséder une solution mathématique du probléme, pour étudier un
écoulement de fluide il faut alors réaliser une expérience en laboratoire ou une simulation
numérique. Mais dans une expérience, il s’avére souvent impossible de reproduire les échelles
réelles du probleme, soit parce qu’elles sont trop grandes (cas d’un avion, d’un navire, d’une
topographie de riviere, d’un estuaire...), soit trop petites (sedimentation de petites particules,
locomotion de micro-organismes...). Quant a la simulation numérique, son caractere virtuel
ne I’affranchit pas de respecter les différents rapports d’échelles du probléeme de sorte que la
reproduction de tous les détails de I’écoulement s’avéere souvent hors de la portée des moyens
informatiques actuels. Dans les deux types d’approche, expérimentale ou numérique, on est
ainsi amené a changer les échelles du probleme. Il s’agit alors de comprendre quelles régles il
faut respecter pour obtenir une solution représentative du probleme initial.

Ces regles sont appelées regles de similitude. C’est elles qui justifient le développement des
nombreux « dispositifs de simulation en similitude » que sont les souffleries ou les bassins
d’étude hydrodynamiques utilisés dans tous les laboratoires de mécanique des fluides. Pour ce
qui est des simulations numeériques, celles-ci s’appuient sur les mémes regles que I’expérience
pour définir la valeur des parametres que I’on doit introduire dans le systéme des équations
que I’on résout et pour déterminer le maillage de I’espace ainsi que le pas de temps avec
lesquels on va suivre I’écoulement sur le plan chronologique.

De facon générale, on peut distinguer deux types de similitude :

v la similitude géométrique,

v la similitude dynamique.

La notion de similitude géométrique est évidente : deux problémes sont dits en similitude
géomeétrique si leurs géométries sont identiques. Comme vu plus haut, toute géométrie peut
étre caractérisee sur le plan dimensionnel par une échelle de longueur L et par une fonction
sans dimension que nous avons notée G . Cette fonction regroupe un certain nombre de
parametres de forme sans dimension qui définissent la géométrie de I’objet étudié. Cette
fonction, qui peut étre trés compliquée, constitue le paramétre de similitude géométrique qu’il
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convient a I’évidence de respecter en premier lieu (un écoulement autour d’un cube ne peut
pas étre totalement « semblable » a celui autour d’une sphere).

La similitude dynamique, qui inclut les aspects thermiques, nécessite que les nombres sans
dimension qui jaugent les différents mécanismes, notamment les cinq nombres Fr, M, Re, Pr,
St que nous avons rappelés au début de ce chapitre, soient, sinon égaux, tout du moins du
méme ordre. Si I’on revient sur les exemples de solutions obtenues au chapitre précédent dans
le cas de géométries simples telles que celle de I’écoulement dans un cylindre creux
(écoulement de Poiseuille) ou celle de I’écoulement autour d’un objet géométriquement
simple (écoulement autour d’une sphére), les résultats répertoriés sur les figures 9.3 (a) et 9.6
montrent que deux écoulements incompressibles en similitude géométrique sont semblables si
leurs nombres de Reynolds sont identiques. Il s’agit donc la d’une régle de similitude
dynamique. La similtude dynamique consiste donc a reproduire, entre le cas réel et
I’expérience ou la simulation, les mémes nombres sans dimension que nous avons déja
appelés (pour cette raison) parameétres de similitude.

Comme nous I’avons vu, les parameétres de similitude d’un probléme de mécanique des
fluides peuvent alors étre dégagés au moyen de I’application du théoréme IT a la solution
cherchée de ce probléme. Si tous les parametres de similitude pertinents ainsi identifiés
peuvent étre reproduits, la similitude sera complete. Mais il arrive plus fréquemment que la
reproduction de I’ensemble des parametres de similitude du cas réel soit impossible. Comme
nous allons le montrer ci-dessous, tel est souvent le cas lorsque la similitude met en jeu plus
de deux ou trois parametres sans dimension. Il faut faire alors des choix et se contenter d’une
similitude partielle, ou similitude incomplete.

Voici quelques exemples de similitudes complétes et de similitudes incomplétes.

>  Lasimilitude compléte : un exemple

Comme vu ci-dessus, le comportement dynamique d’un écoulement stationnaire de fluide
réel incompressible homogene non pesant ne dépend que du nombre de Reynolds. Soit
donc deux écoulements de ce type, un écoulement (1) et un écoulement (2). Une fois
respectée la similitude géométrique de ces deux écoulements, soit :

(10.6.1) G(1) =G(2),
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on dira que ces deux écoulements sont dynamiquement semblables si :

(10:6:2) hCh (%j(l) ~E) 7 (%)(2) |

Les écoulements obtenus pour deux objets de tailles respectives '—(1) et L(z) dans un fluide
de méme viscosité cinématique, V@) =V(2) =V sont donc dynamiquement semblables des

lors que leurs vitesses sont dans un rapport inverse de celui de leurs échelles :
(10.6.3) Re(l) = Re(z) = U(l)L(l) :U(Z)L(Z)

La similitude entre les deux expériences est alors compléte. Ce cas est schématisé sur la
figure 10.4.

Figure 10.4 - Deux écoulements stationnaires d’un méme fluide incompressible homogéne non pesant autour
d’une sphere : ces deux écoulements ont le méme nombre de Reynolds. lls sont donc semblables
(géométriquement et dynamiquement).

>  Lasimilitude partielle : un premier exemple

Un exemple classique ou la similitude dynamique ne peut pas étre compléte est celui qui met
en jeu a la fois un nombre de Reynolds et un nombre de Froude. L’exemple type est celui de
la trainée d’un navire. Conformément aux définitions de la figure 10.5 ci-dessous on cherche
pour ce cas une relation du type :

(10.6.4) f(D, L,U,p,n,m, g,é)zo
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Dans cette liste, D désigne la trainée du navire, c'est-a-dire la force résultante qui s’oppose a
son avancement. Dans la liste des parametres, nous avons aussi retenu I’échelle de longueur L
qui caractérise la taille du navire, sa vitesse U par rapport au liquide au repos, la densité p du
liquide, sa viscosité n, la masse m du navire et la gravité g. G caractérise la géomeétrie du
navire.

Lm
R ;‘??(I)
Ugy-pom g
Lo
<—>
Ugy-P:m g

Figure 10.5 - Deux écoulements hydrodynamiques en similitude partielle dans un méme liquide (voir texte).

On néglige ce faisant la contribution du frottement de I’air a la trainée du navire. Elle est en
effet négligeable devant celle de I’eau compte tenu des rapports des masses volumiques. Par
ailleurs, la trainée d’un navire doit aussi tenir compte de la trainée de vague. Cette force est
celle qui est nécessaire pour déplacer I’eau de surface, ce qui engendre une variation de la
hauteur de I’interface. D’ou la présence de la gravité dans la liste des parametres ci-dessus.
Quant & la masse du navire m, combinée & I’échelle L et & la géométrie G, c’est elle qui
détermine, via la force d’Archiméde, le volume immergé et la « surface mouillée » qui est en
contact avec le liquide ; c’est donc évidemment un parameétre qu’il est important de prendre
en compte. Au total nous retenons donc sept parametres dimensionnels en plus de la
géométrie G qui assure la similitude géométrique.

En appliquant le théoréme IT & la relation (10.6.4), on trouvera sans difficulté que la matrice

des exposants aux dimensions est de rang 3, ce qui implique une relation adimensionnelle
entre (7-3) =4 parametres de similitude :

(10.6.5) F (I, Ty, T3, 114,G) =0

ou:
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(10.6.6) M=D=—>— M,=Re= PUL pr= Y, =M
pUGL n VoL pL

La similitude en Reynolds et en Froude entre les deux écoulements de la figure 10.5 pour un
méme liquide (donc une méme viscosité) implique alors les relations suivantes :

Rew =Rez) < Yty =Yk

Fry=Fr2) < Yo =Yy

(10.6.7)

On voit que la seule solution est I’identité des deux échelles de longueur et celle des vitesses.
On ne peut donc pas assurer la similitude dynamique compleéte, c.-a-d. a la fois une similitude
en Reynolds et une similitude en Froude. On ne peut donc pas, dans un méme liquide, obtenir
au moyen d’un changement de longueurs et de vitesses, un écoulement qui soit semblable a
celui d’un navire réel.

Un changement de la gravité étant exclu, on peut alors se demander si un changement de la
viscosité pourrait remettre les choses en similitude. Cela correspondrait alors aux relations :

Rew) =Rez) < Ynlyve) =Y(2)42)v)

(10.6.8)

Fro=Frg = Yoyte Vet
Soit :

32 32
(106.9) ot

Yo V()

Ainsi, si I’indice (1) se réfere au navire réel, réduire la taille revient a réduire la viscosité
cinématique du liquide. Mais cela est tres difficile (on peut facilement I’augmenter, mais pas
la réduire).

En conclusion, I’analyse de la trainée d’un navire au moyen d’un dispositif expérimental, tel
qu’un bassin d’essai de carenes ne permet pas de réaliser une similitude compléte du
probléme. On se limite alors a la similitude en Froude, comme sur I’exemple de la figure 10.6
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ci-dessous, car I’expérience montre que la trainée de vague est la contribution la plus
importante a la trainée totale. Les ingénieurs ont alors développé des méthodes qui permettent
de corriger les résultats obtenus pour tenir compte de I’influence du frottement.

Figure 10.6 - Maquette de navire dans un bassin d’essai des carenes (Crédit photo : DGA).

»  Approfondissement * - La similitude partielle : un second exemple

Un dernier exemple, toujours dans le domaine de I’expérimentation industrielle, est celui de
I’aérodynamique des avions. Comme vu dans le paragraphe précédent, voir question 4, pour un avion
en vol de croisiere la compressibilité intervientet le nombre de Mach rentre dans la liste des
parametres de similitude, cf. (10.5.19). Pour évaluer la trainée d’un avion avec une maquette placée
dans une soufflerie, on doit ainsi réaliser une similitude dynamique qui reproduit le nombre de
Reynolds et le nombre de Mach. On doit reproduire en premier lieu le nombre de Mach. On peut alors
montrer que la similitude dynamique compléte est possible si I’on pressurise la soufflerie. En effet, la
pressurisation de I’air augmente sa masse volumique et réduit alors sa viscosité cinématique. Cela
contribue a accroitre le nombre de Reynolds qui, par ailleurs, est réduit par le changement d’échelle.

Remarque -
Pour fixer les idées sur la réduction d’échelle, les plus grandes souffleries existantes peuvent accueillir des
maquettes (ou des demi-maquettes) d’avions & I’échelle 1/10°™.

Rappelons aussi que le nombre de Mach est le rapport entre la vitesse et la célérité du son. Dans un
gaz parfait cette célérité est entierement déterminée par la température. Pour un nombre de Mach
donné (on montre que le nombre de Mach est entiérement fixé par la forme du conduit de la soufflerie)
on peut alors augmenter la vitesse qui intervient au numérateur du nombre de Reynolds en réduisant la
vitesse du son, c’est a dire en refroidissant le fluide. On utilise pour cela des techniques cryogéniques.




Chapitre 10. Analyse dimensionnelle et similitude 397

Donc la similitude compressible compléte en aérodynamique est possible. Mais elle est trés onéreuse.
En Europe, il existe une seule soufflerie pressurisée et cryogénique capable de reproduire a la fois les
nombres de Mach et les nombres de Reynolds qu’explorent les avions de ligne.

Comme pour les navires, les ingénieurs ont alors développé des méthodes pour corriger les résultats
d’une expérience sans similitude de Reynolds a partir d’expériences obtenues en similitude de Mach
dans des souffleries plus classiques, c-a-d. non pressurisées et non cryogénéisées. Un exemple d’une
telle soufflerie est montré sur la figure 10.7.

.

Figure 10.7 - Maquette d’Airbus A340 a I’échelle 1/12.5 dans la soufflerie transsonique S1-Ma de I’Onera
assurant la similitude de Mach (Crédit photo : Onera-Airbus).

10.7 La recherche d’une solution autosemblable

Nous allons terminer ce chapitre sur la similitude par I’examen de la troisiéme conséquence
du principe de I’analyse dimensionnelle précisée dans I’encadré du paragraphe 10.3, a
savoir la possibilité offerte par le principe d’invariance du probléme dans un changement de
systemes d’unités de réduire le nombre de variables du systéme de départ (D) (les equations
du probléme) en faisant apparaitre des variables de similitude qui combinent les variables
entre elles.

On va se limiter pour cela a I’étude d’un cas particulier qui est celui de I’écoulement
unidirectionnel engendré par le mouvement d’une plaque. C’est le cas présenté sur la figure
8.4 (b) du chapitre 8. Le schéma de I’écoulement est repris sur la figure 10.8 ci-dessous. Ce
probléme est connu sous le nom de premier probleme de Stokes.
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Soit donc I’écoulement bidimensionnel d’un fluide induit par une plaque plane solide de
longueur L en translation uniforme. Nous savons que par adhérence et frottement la plaque
entraine de proche en proche le fluide. La quantité de mouvement se propage ainsi
verticalement a partir de la paroi et cela engendre un écoulement dont I’épaisseur 8(t)
augmente avec le temps. L’instant t = 0 correspond a la mise en mouvement de la plaque, et a
cetinstant, 5=0. L’écoulement est donc instationnaire.

Po, Pg,u=0
= sL) N\ u(zt)
Ly
€1, X ' § T § !
<—§ L §—>

Figure 10.8 - Déplacement d’un fluide par une plaque plane de grande longueur en translation uniforme
(premier probléme de Stokes) : définitions.

On fait les hypothéses suivantes :

H1 - le fluide est newtonien, incompressible et homogene, de masse volumique p ;

H2 - la viscosité cinématique v =mn/p est constante ;

H3 - on néglige les forces extérieures (notamment, le fluide est considéré comme non-
pesant) ;

H4 - I’écoulement est unidirectionnel, son champ de vitesse étant de la forme :

(10.7.1) u=u(zt)e.

Il s’agit alors de déterminer la solution générale de cet écoulement.

» Equations

Compte tenu des hypothéses ci-dessus, le systeme d’équations relevant de ce probleme est le
systeme (8.7.3) relatif aux écoulements de fluide incompressible homogene de viscosité
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constante sans inertie, équation dans lesquelles on néglige de plus le potentiel des forces
extérieures :

divu=0

10.7.2

( ) @:—grad B+VAQ
ot —op

Notons que bien que I’écoulement soit sans inertie, dans ce probléme instationnaire on doit
conserver la dérivée par rapport au temps. Compte tenu de (10.7.1), cela donne :

A%
(10.7.3) o pox g2

D’apres la deuxiéme équation, la pression vérifie :
(10.7.4) p=p(xt)

A priori, la pression peut donc dépendre de x. Mais en z — oo, elle doit coincider avec la
pression de I’écoulement au repos qui est supposée constante. D’ou I’on déduit que la
pression p ne dépend ni de x ni du temps. En définitive, le probleme se raméne donc a la
résolution de I’équation :

(10.7.5) — =vV—

On reconnait ici une équation de diffusion, du type « équation de la chaleur » ou équation de
Fourier scalaire. La résolution de cette équation qui contient une dérivée temporelle et une
double dérivée spatiale nécessite une condition initiale et deux conditions aux limites, soit ici :
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u(z,t=0)=0
(10.7.6) u(z=0,t)=Ug
U(z=oo,t)=0

» Larecherche d’une solution autosemblable

Il existe plusieurs méthodes mathématiques pour résoudre les équations du type (10.7.4), la
plus classique étant celle basée sur la transformée de Laplace. Nous privilégierons ici une
autre méthode, disons plus « élégante », qui repose sur les raisonnements dimensionnels de ce
chapitre. Cela consiste a rechercher des solutions autosemblables. Nous allons définir cette
notion.

On opere en suivant trois étapes.

v' Etape 1 - On effectue tout d’abord sur toutes les variables et parameétres du probléme
(10.7.5) - (10.7.6), soit ici (u,z,t,Ug,v), le changement de variable correspondant a la
transformation affine suivante :

(10.7.7) u=ad,z=bi t=cf,Uyj=dUg,v=e?

ou (a,b, c,d,e) désignent cing facteurs multiplicatifs arbitraires. On ne précise pas ici la
nature dimensionnelle des facteurs du groupe de transformation affine (10.7.7), donc celle des
nouvelles variables « tildées ». Le probleme (10.7.5) - (10.7.6) devient :

20 _ce 0%

t b2 032
(1078) a 0(2,f= 0) =0 X

al(Z=0,t>0)=d U,

al(Z=ow,f)=0

v' Etape 2 - En s’appuyant sur le principe d’invariance dimensionnelle, on cherche parmi
les groupes de transformation multiplicatifs (a,b, c,d,e) ceux qui laissent le probleme initial
(10.7.5) - (10.7.6) invariant dans cette transformation. On voit immediatement a partir de
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(10.7.8) que cette classe de transformations est entierement définie par les deux relations
suivantes :

(10.7.9) b2

Les groupes de transformation affine a cing facteurs qui laissent le probléme initial invariant
possedent donc trois facteurs indépendants et deux facteurs liés (dépendants des trois
premiers).

v Etape 3 - Soit :

(10.7.10) F(u,z,tUgv)=0

la solution du probléme (10.7.5)-(10.7.6). En appliquant la transformation (10.7.7)-(10.7.9)
qui laisse le probléme invariant, la solution vérifie aussi :

F( ad, bz cf,dU,ev )=0
(10.7.12) Y.
a=d

Cette affirmation repose sur un principe, di a Birkhoff (1950), qui est défini par I’énoncé
suivant :

Principe de Birkhoff -

Si les hypothéses d’une théorie sont invariantes dans un groupe de transformations, il en est de méme
de ses conclusions.

On entend ici par « hypotheses », les équations d’un probléme, et par « conclusion », sa
solution (Huerre, 2005).
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En recombinant les arguments de la fonction & (10.7.11), la solution du probléme peut aussi
s’écrire sous la forme :

u adua z
(10.7.11) g(UO dUO I \/_\/EQ{QU/% -

ou I’on a éliminé les trois derniers arguments de G car la relation ne doit plus dépendre du
choix particulier des facteurs restants dans cette relation, ici les facteurs c, d et e. En effet, si
tel n’était pas le cas, c.-a-d. si la fonction G dépendait de I’un ou plus de ces facteurs, on
limiterait alors de maniére arbitraire I’espace des solutions possibles.

Donc la solution du probléme de départ doit vérifier :

u
(10.7.12) G( ™ T )=0
Soit encore :

u z
(10.7.13) U f( T )

v" Remargue - On peut obtenir ce méme résultat en appliquant une technique consistant a
« mimer » la démarche effectuée dans I’analyse basée sur le théoréme I1. On considere pour
cela la solution générale du probléme transformé (en variables « chapeau ») que I’on écrit :

(10.7.14) F(d=

On sait que le probleme de départ (les équations) sont invariantes dans la transformation
affine de facteurs (a,b, c,d,e) si ces facteurs vérifient les deux relations (10.7.9). Si I’on

choisit alors les trois facteurs libres restants parmi les variables et paramétres du probléme,
par exemple :
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a=U0
(10.7.15) c=t

e=v
compte tenu de (10.7.9), il vient :
(10.7.16) d=2=Uo

. b=+Jce =Vt

Soit en remplagant dans (10.7.14) :

e N
10.7.14 FlU=—,71=—1=
(10.7.14) (=05 Tt

D’ou (10.7.13).

Les variables sans dimension :

(10.7.17)

sont appelées variables de similitude car elles permettent d’établir une équivalence entre
toutes solutions u(z,t) vérifiant n(z,t)=const.. En effet, quelles que soient les valeurs de

Uo, v, z et t, la valeur de u(z,t)/Ug au point z et & Iinstant t est la méme que celles

obtenues pour des valeurs différentes de Uy, z et t, cela dans la mesure ou z et t vérifient
n(z,t) = const.. La relation (10.7.16) définit une classe de solutions dites autosemblables (on

dit aussi autosimilaires) du probléme (10.7.5) - (10.7.6).
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Remarque -
On prendra soin de ne pas confondre la variable de similitude n(z,t)= z/\/q avec le coefficient de viscosité

dynamique de cisaillement 1.

»  Solution autosemblable

On cherche donc la solution autosemblable de (10.7.5) sous la forme (10.7.13). Cela revient
a effectuer le changement de variables (z,t) — (z,n(z,t)). On montre que ce changement de
variables transforme I’équation aux dérivées partielles (10.7.5) en I’équation différentielle
ordinaire du deuxiéme ordre :

(10.7.18) freinf =

Démonstration -

Pour les deux dérivées partielles mises en jeu dans I’équation (10.7.5), on a: o _ —EV—ZS = —EVT ,
ot 2( ) 27
g_ﬂ it:ﬂ le changement de variables (z,t)—>(z,n(z,t)) implique pour toute fonction u(zt)=g(z,n) :
Z V YA
ou 020 onod on o 1v° @ ou 020 o
—=(==—+——)g(z,n)=—=—9(z.n)=—=———09(z,m) , —=( —=—+——)9(z,
a e atan)g( ") 8t6ng( =37 ang( el s azan)g( ")
0 on o 0 mo . . ou 1vn3,8un,
—t— Zn)=(—+—— z,m).Pour g(z,n)=f Jlreste; —=—--——f",—=—=1".
2 2
La dérivée seconde en espace vaut alors : ou =( o.na )ﬂ R '+3( Loy ):11_ £
672 01 z0n’z 72 7' 12 z 72
3 2
L"équation différentielle devient : —%%f ‘=1 . Soit en définitive : f"+%n f'=0.
z z

La condition initiale et les deux conditions aux limites (10.7.6) se réduisent quant a elles a
deux conditions aux limites, comme le nécessite la résolution de ce type d’equation. Ces deux
conditions aux limites s’écrivent :

(10.7.19) £(0)=1, f(0)=0
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On pourra alors vérifier que la solution de I’équation différentielle ordinaire ci-dessus munie
de ces conditions aux limites est :

(10.7.20) —="f(n)=1-erf (gj

ou la fonction erf, appelée fonction d’erreur, est définie comme suit :

(10.7.21) erf (x) = % joxe‘ﬁzdg

L allure de cette solution autosimilaire est tracée sur la figure 10.9 (b) ci-dessous.

(a) (b)

z r](z,f)zz/\/v_t

“u/U 0 u/U
0 05 1

Figure 10.9 - Solution de I’équation du mouvement pour le premier probléme de Stokes : (a) profil de vitesse
u(z,t)/Ug , (b) forme autosemblable u/Uy = f (n =7/ vt )

>  Les échelles de la diffusion

Nous venons donc de démontrer que la solution de I’équation de diffusion a laquelle se réduit
la loi dynamique dans le cas du premier probléeme de Stokes est autosemblable dans le sens
ou elle devient unique si I'on normalise la vitesse par I’échelle de vitesse Uy et z par I’échelle
de longueur :
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(10.7.22) 5(t)=4Ivt

Cette échelle définit la longueur caractéristique de diffusion de la quantité de mouvement a
I’instant t. C’est I’épaisseur de la couche de fluide qui a été accélérée de maniere sensible par
le frottement visqueux au bout d’un temps t.

Quel est le temps caractéristique de ce phénomene ? Pour quantifier cela il faut considérer une
échelle verticale h donnée et calculer le temps de diffusion :

(10.7.23) 1, (h)~h?/v

qui caractérise la durée nécessaire pour que le fluide ressente le mouvement de la plaque a
I’altitude h . Des valeurs caractéristiques pour la viscosité cinematique v ont été tabulées dans
le chapitre 2, cf. tableau 2.1 : une valeur caractéristique pour I’air est v :1,3710_5m2.s_1

de sorte que I’on trouve une durée d’environ 10s pour la mise en mouvement d’une couche
d’air égale a 1cm ; pour une couche de 1m d’air, il faut compter environ 10%s, soit environ
une journée. Pour un liquide tel que I’eau qui, comme nous I’avons vu, posséde une viscosité
cinématique 10 fois plus faible, ces temps sont multipliés par 3 environ. On pourra alors juger,
a juste titre, que la diffusion du mouvement par la viscosité est un processus relativement lent.
Nous verrons dans le dernier chapitre de ce cours que ce processus peut étre accéléré par le
truchement d’un nouveau comportement de nature dynamique déja évoqué, qui est la
turbulence.

10.8 Approfondissement * - D’autres processus de diffusion moléculaires

Nous nous intéressons ici a d’autres problémes classiques de diffusion : la diffusion de masse et la
diffusion de la chaleur. Ces deux types de diffusion sont illustrés par les exemples pratiques
schématisés sur la figure 10.10 ci-dessous : la diffusion du sucre dans une tasse de café et la
propagation de la chaleur par conduction dans une piéce.
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(a) (b)
7 YA Z T _Tl
/Dt 1. To—-Tq
< TO
1‘ ﬂTl < TO 1
10 cm café v
| A=
> —
sucre X 1 n <lm-> X X/\/ Kt

Figure 10.10 - Deux problemes de diffusion : (a) diffusion de la concentration de sucre dans un verre de café,
(b) propagation de la chaleur par conduction dans une piéce. Pour chaque cas, une solution autosimilaire
identique a celle de la diffusion de la quantité de mouvement précédente est obtenue en imposant des conditions
aux limites de type « semi-infini » (voir texte)

Compte tenu de la complexité des conditions aux limites de ces écoulements, leur solution exacte est
tout a fait hors de notre portée. Notamment, il ne faut pas espérer obtenir une solution autosemblable.
On ne peut en effet obtenir une solution autosemblable comme dans le cas précédent que lorsque les
conditions aux limites des équations différentielles n’imposent pas d’échelles caractéristiques
naturelles dans la ou les directions de similitude. Dans le premier probléme de Stokes traité précédem-
ment aucune échelle de temps ou d’espace n’était imposée par les conditions aux limites, ni en espace
ni en temps. La solution n’aurait plus été autosemblable si I’on avait modifié la vitesse de déplacement
U, de la plague a un instant donné, ou si une seconde plaque solide horizontale se trouvait a une
altitude finie (ce second cas correspond au probléeme de Couette de la figure 8.6 (c)). Les deux
problémes de la figure 10.10 sortent donc résolument de ce cadre idéal. Toutefois, notre objectif n’est
pas d’obtenir des solutions exactes, mais il est de déterminer les échelles principales qui caractérisent
ces processus de diffusion. On élimine alors la complexité résultant des géométries mises en jeu en
réduisant les conditions aux limites a celles de géométries semi-infinies. On impose pour cela :

v pour le probleme de la figure 10.10 (a) : Iinvariance selon x et y, et le rejet a I’infini de la
condition a la limite supérieure dans la direction z ;

v'pour le probleme de la figure 10.10 (b) : I’invariance selon y et z , et le rejet a I’infini de la
condition a la limite supérieure dans la direction x.

Dans ces conditions, les équations qui décrivent ces deux problémes sont de la méme nature que celles
du premier probléme de Stokes traité précédemment. Pour la diffusion de masse, on obtient :

2
(10.8.1) o _pan
ot oz°

ou n(z,t) désigne la concentration du constituant (c.-a-d. le nombre de particules par unité de volume,

ici le glucose) et ou D est la diffusivité moléculaire de ce constituant dans le milieu considéré, en

m2s~1. La solution est :
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z
(10.8.2) n= (ﬁj

Pour la diffusion de température, il vient :

aT 87T
10.8.3 AV
( ) a2

2

oll T (x,t) désigne la température et ol y, désigne la diffusivité thermique, également en m s71. Avec

les definitions données sur la figure 10.10 (b) la solution de la température adimensionnelle est :

T-T X
(10.8.4) L_f
To—-Ty Jat

Remarques -
- L’échelle de température 8T =Ty —T; est supposée petite, de sorte que I’on puisse négliger la variation de la

masse volumique due a la dilatation conformément a I’hypothése du fluide incompressible.
- Rappelons que la diffusivité thermique est reliée a la conductivité thermique K (en W.m™1.K ™), a la chaleur

spécifique du fluide incompressible ¢ (en J.kg 2.K 1) et a la masse volumique p (en kg.m~>) par la formule :
x=K/pc, cf. (8.2.21).

Les deux problemes ainsi simplifiés aboutissent donc a des solutions autosemblables analogues a
(10.7.16). L’examen de ces solutions souligne alors de nouveau le caractére lent de la diffusion. Les
valeurs des diffusivités mises en jeu sont les suivantes :

2.-1

v diffusivité moléculaire du glucose dans I'eau : D ~10% m?s7!;

v diffusivité thermique de I’air (a0°) : y =1.8610"°m?s ™.

Le temps caractéristique de la diffusion du sucre dans un verre de café de hauteur h = 10cm, cf. figure
10.10 (a), vaut donc :

(10.8.5) tp (h)~h?/D~1072/10 =10*s ~3n (1)

Pour celui de la propagation de la chaleur vers le personnage situé a une distance L =1m du mur
chauffant, cf. figure 10.10 (b), on trouve :

(10.8.6) (L)~ L? /3 ~1/107° =10%s ~ 27h (1)

T
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Ainsi, si I’on veut consommer rapidement du café sucré, le brassage du sucre par un systeme apte a
accélérer le mélange s’ impose.

Quant au probleme du chauffage, I’observation montre que le fluide chauffé sur I’une des faces
verticales d’une piece, ou bien par le sol, se met naturellement en mouvement sous I’effet de toute
variation locale du champ de température. Ce mouvement macroscopique du fluide est appelé
convection naturelle. 1l se déclenche sous I’effet de la gravité dés lors que le fluide chauffé voit sa
masse volumique changer localement par dilatation thermique, et cela méme si ces variations sont
faibles. La source de ce mouvement est la force de flottaison qui tend a élever les parties les plus
chaudes du fluide. Cela provoque un écoulement généralement désordonné et turbulent qui favorise le
mélange macroscopique de la température dans la piéce. Ce mécanisme instationnaire de la convection
naturelle réduit alors de fagon spectaculaire le temps caractéristique de 1I’homogénéisation de la
température dans une piece chauffée par un convecteur mural ou par le sol.

Remarque -

La convection naturelle peut étre décrite par une variante du modeéle des écoulements de fluide incompressible,
donc vérifiant divu =0 (cf. (8.3.1)), mais dans lequel la loi de la dynamique retient I’effet de la gravité sur de
petites variations de la masse volumique du fluide. Ce modeéle, appelé approximation de Boussinesq, constitue

un cadre théorique intermédiaire entre le modele de fluide incompressible homogéne non pesant et les équations
générales de Navier-Stokes compressibles. 1l ne sera pas détaillé ici.
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Al10.1 Le théoreme de Vaschy-Bukingham : démonstration

Soit une relation dimensionnelle entre N grandeurs physiques, cf. (10.3.2) :

(A10.1.1) ]—"(Dl, D,,...,.Dy ): 0
N grandeurs
physiques
Si, cf. (10.4.5) :
(A10.1.2) [D]= L% MPeT kg% | k=1,N

on peut construire la matrice des exposants aux dimensions de Dy,...,Dy sous la forme, cf.
(10.4.8) :

D, D, .. Dy
M OL]_ (12 (XN
L

(A10.1.3) B B BN
Tlvr v2 - YN
08 & .. oy

Le calcul du rang de cette matrice permet de déterminer le nombre de grandeurs de
dimensions indépendantes. Soit r le rang de cette matrice. Si I’on suppose que ce sont les r
premiéres grandeurs qui ont des dimensions indépendantes, on identifie ce sous-ensemble
dans la relation (A10.1.1) :

(A10.1.4) F( Dy..Dy ; DripnDy )=0
%/_/

I' grandeurs
indépendantes

On sait alors que les dimensions des grandeurs physiques restantes s’expriment
nécessairement sous la forme de mondmes de celles des grandeurs indépendantes. Soit :
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(A10.1.5) [Dr+1] = [Dl]ar+11 [Dz]ar+1,2 [Dr]a”l'r

[On] = [DB™* [Dp]™2 . [D]™r

Il est donc possible de définir (N —r) paramétres adimensionnels :

Dy
D,*NL..DANr

(A10.16) M—— vl iy, -
Dl r+11mDr r+l,r

Dans la relation (A10.1.4), on peut alors exprimer les grandeurs Dy 4,..., Dy en fonction de
leurs homologues adimensionnels (A10.1.6) :

. A1l Nar+Lr ANl AN
(A10.1.7) F( Doy Dy Iy DDy N DDA ) =0

Cette expression peut aussi s’écrire sous la forme :

(A10.1.8) G( Dy, Dy i Ty, Ty, ) =0

Cette fonction doit étre invariante dans tout changement de systéeme d’unités appliqué a
ses différents arguments.

Puisque les parametres ITq,...,IT\_, sont adimensionnels, ils respectent cette condition. Par
contre, ceci n’est possible que si la fonction G ne dépend pas des grandeurs dimensionnelles
indépendantes Dg,..,D, . On obtient donc en définitive une relation entre les (N —r)

grandeurs adimensionnelles de la forme:

(A10.1.9) G( Ty,...TTy_y )=0

D’ou le théoreme de Vaschy-Buckingham énonceé au paragraphe 10.4.
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Chapitre 11. Le premier théoreme de Bernoulli

11.1 Le fluide parfait : avant-propos

Comme nous I’avons montré au chapitre 8, dans la limite des tres grands nombres de
Reynolds les effets visqueux sont concentrés dans des régions de trés faible épaisseur (les
couches limites), de sorte que I’hypothése du fluide parfait peut constituer une bonne
approximation du probleme réel dans une grande portion d’un écoulement. Nous allons donc
y consacrer ce chapitre ainsi que les deux suivants.

Dans le présent chapitre, nous allons nous concentrer sur un théoreme classique qui
caractérise les propriétés du fluide parfait : le premier théoréme de Bernoulli. Ce théoréme
introduit des grandeurs nouvelles, notamment la pression d’arrét et la température d’arrét,
qui caractérisent les propriétés thermodynamiques du fluide lorsqu’on arréte ce dernier de
maniere isentropique (la notion de température d’arrét est présentée dans un
approfondissement). Ces quantités sont mesurées de maniere routiniere en mécanique des
fluides, car une fois combinées avec la mesure de la pression statique elles permettent dans
certaines conditions de connaitre le module de la vitesse du fluide. Nous expliguerons cela.
Ce faisant nous expliquerons comment varie la pression statique dans un écoulement et
comment on la mesure.

Dans le chapitre suivant, le chapitre 12, nous nous pencherons sur le réle de la vorticité
dans la dynamique d’un milieu continu. Il s’agit la d’une spécificité de la mécanique des
fluides. Cela nous permettra alors de distinguer deux sous-classes d’écoulements de fluide
parfait : les écoulements rotationnels de fluide parfait et les écoulements irrotationnels
de fluide parfait.

Nous montrerons ensuite dans le chapitre 13 comment le modele des écoulements
irrotationnels de fluide parfait, appelé aussi modéle des écoulements potentiels, simplifie
I’analyse théorique des régions de fluide parfait d’un écoulement et comment elle ouvre la
voie a des méthodes de résolution simples qui ont été longtemps les seules disponibles pour
développer les applications de la mécanique des fluides. Ce chapitre sera introduit par
I’exposé du second théoreme de Bernoulli qui a trait aux écoulements de fluide parfait
irrotationnels.
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11.2 Le premier théoreme de Bernoulli

>  Rappels

Pour débuter, rappelons les notions enseignees jusqu’ici sur I’approximation du fluide
parfait :

v~ Un écoulement de fluide parfait vérifie r=0,9=0,7 =0, cf. (8.4.3) ou r désigne la
production (ou la perte) volumique de chaleur par rayonnement, g, le flux de chaleur, et t,

le tenseur des contraintes visqueuses.

v L’approximation du fluide parfait n’est admissible que dans la mesure ou le nombre de
Reynolds caractéristique de I’écoulement est grand, cf. (8.4.6).

v Les équations du fluide parfait sont les équations d’Euler (8.4.10) auxquelles il faut
adjoindre les conditions aux limites (8.4.13) - (8.4.16).

v Puisque I’hypothése du fluide parfait consiste a supprimer toutes sources d’entropie, de
nature réversible et irréversible, les écoulements de fluide parfait sont a la fois
isentropiques, tels que ds/dt=0, cf. (8.4.4), et adiabatiques, c'est-a-dire que chaque

particule de fluide se comporte comme un systeme isolé. S’ils sont permanents, ils sont alors
isoénergétiques, tels que dH/dt =0, cf. (8.4.5).

> Enoncé

Un premier théoreme important est attaché a cette notion de fluide parfait. C’est le premier
théoreme de Bernoulli. 1l découle directement de la derniére propriété rappelée ci-dessus,
celle qui traduit le caractére isoénergétique des écoulements permanents de fluide parfait.
Rappelons de nouveau le raisonnement qui aboutit a cette propriété. Si I’on considere la
somme de toutes les formes d’énergie massique qui constitue la charge totale, cf. (5.5.4) :

(11.2.1) H :e+£+%92+¢1
p

son équation s’écrit, cf. (5.5.17) :
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dH _ap, b, dQ

11.2.2 aH _ .
(11.2.2) Pt "o Pa

Le dernier terme, qui vaut, cf. (5.5.18) :

d&:r-diVH-ﬁ-diV( tg-u )

11.2.3
(11.2.3) ot

représente la puissance échangée due a production volumique de chaleur, a la conduction de
la chaleur et au frottement. Puisque dans un écoulement de fluide parfait r=0,q=0,1 =0,
ces trois mécanismes sont absents. L’écoulement est donc adiabatique,:

9Qe

11.2.4
(11.2.4) ot

=0

Le premier théoréme de Bernoulli concerne alors le cas des écoulements stationnaires
(ou permanents), pour lesquels les deux termes restants au second membre de I’équation
(11.2.2) s’annulent eégalement. Cette hypothese élimine aussi la dérivée temporelle dans la
dérivée matérielle du premier membre de cette équation. Il reste alors :

(11.2.5) u.gradH =0

Cette équation caractérise les écoulements isoénergeétiques stationnaires, cf. (5.5.20). D’ou
le théoreme suivant énonceé par Bernoulli en 1738 :

412

Premier théoréeme de Bernoulli -

Un écoulement stationnaire de fluide parfait est isoénergétique, c’est-a-dire qu’il conserve la
charge totale du fluide le long de ses lignes de courant :

(11.2.6) H=e +£ + %!2 + ¢ = const. ,le long des lignes de courant
p

La constante H est appelée parfois constante de Bernoulli par référence a ce théoréme.
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Ainsi, d’aprés ce théoreme, en I’absence de viscosité et de conduction, donc quand
I’écoulement se raméne a celui d’un fluide parfait, et si de plus I’écoulement est stationnaire,
la somme de toutes les formes d’énergie spécifiques attachées a une particule de fluide
(énergie interne e, énergie cinétique g2/2, énergie potentielle de pression p/p et énergie
potentielle due a la force extérieure ¢) se conserve sur chaque ligne de courant. A somme
égale, chacune de ses formes d’énergie peut changer le long des lignes de courant. Ces
transvasements d’une forme d’énergie vers I’autre s’effectuent alors de maniére réversible
puisque les écoulements de fluide parfait sont isentropiques. Un exemple simple correspond
a I’échange entre p/p et gz/z qui caractérise le ralentissement ou I’accélération d’un

écoulement de fluide incompressible.

»  Lecas d’un repére tournant

De nombreuses applications de la mécanique des fluides mettent en jeu des reperes tournants
(rotation de la terre, rotation d’hélices, de roues de compresseurs ou de turbines, etc.). Il est
alors recommandé d’analyser ces écoulements dans le repere attaché a la rotation de I’objet

étudié. La mécanique du point nous enseigne que des lors que I’on raisonne dans un repere
tournant caractérise par un vecteur rotation Qg constant, cela introduit dans I’équation de la

dynamique une accélération inertielle, I’accéleration de Coriolis 2Q, A u perpendiculaire a

T . 1 2 :
u, ainsi qu’une force de volume, la force centrifuge —grad [ 5(90 /\5) ] A toutes fins
utiles, nous rappelons dans I’annexe A11.1 comment I’on obtient ces termes.

Si on considere un écoulement de fluide parfait dans un repere tournant de vecteur rotation
constant Q, la constante de Bernoulli H (la charge totale) s’enrichit alors du potentiel

centrifuge —%(90 /\5)2. L’équation (11.2.6) qui traduit le premier théoréme de Bernoulli

devient dans ce cas :

2
(11.2.7) H=e +£+%—%(90 /\5)2 + ¢ = const. , le long des lignes de courant
p

ou ¢ désigne le potentiel des forces de volume conservatives.

Remarque -
Notons que la force centrifuge peut aussi étre considérée comme une force de volume conservative puisqu’elle
dérive d’un potentiel.
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Dans cette équation, u désigne maintenant la vitesse relative du fluide dans le repére

tournant. Une bonne illustration de I’intérét de cette formule est son application au cas des
pompes et des turbines centrifuges dont nous expliquons le principe dans I’annexe A11.2.

»  Le cas des écoulements de fluide incompressible

Si on se limite au cas d’un repere galiléen, I’équation de I’énergie interne sous sa forme
générale (5.4.7) :

p%— r—divg-pdivu+e
(11.2.8) dt - -

€= tI :VU - fonction de dissipation visqueuse

montre que dans un écoulement de fluide parfait, ou r= q=1t=0, I’énergie interne se

conserve de maniére autonome le long de toute trajectoire fluide dans la mesure ou le fluide
peut étre considéré comme incompressible (tel que divu=0). Dans ce cas la masse

volumique p se conserve le long des lignes de courant (continuité). Une fois cela pris en

compte, I’élimination de I’énergie interne de la charge totale H réduit cette derniére a

I’énergie mécanique spécifique e™Me° :£+ !2 +¢, cf. (5.5.3). Si I’éecoulement est
p
stationnaire, le premier theoreme de Bernoulli sous sa forme incompressible se réduit donc

a la conservation de I’energie mécanique spécifique le long de chaque ligne de courant :

N |

(11.2.9) eMee = P + %gz + ¢ = const. , le long des lignes de courant
p

On obtient alors la version suivante du premier théoréme de Bernoulli :

Premier théoreme de Bernoulli : cas du fluide incompressible -

Un écoulement stationnaire de fluide parfait incompressible vérifie :

(11.2.10) £+ !2 +¢ = const.,le long des lignes de courant
p

N -
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Si I’on peut de plus négliger les forces de volume, ou si I’écoulement s’effectue parallélement aux
lignes équipotentielles ¢ =const. (par exemple horizontalement dans le cas d’un écoulement pesant),

on obtient :

2

(11.2.11) +=U“ =const., le long des lignes de courant

o |o
N =

>  Pression d’arrét

La relation (11.2.11), qui est de la forme « p+%pg2 = const. », est probablement la plus

connue de la mécanique des fluides. C’est I’expression du premier théoreme de Bernoulli
qui stipule que dans les écoulements stationnaires de fluide parfait incompressible sans force

de volume la somme de la pression statique p et de I’énergie cinétique volumique Epgz

. : 1 .
reste constante le long des lignes de courant. Dans cette relation, la quantité Epgz est aussi

assimilée a une pression appelée pression dynamique. En effet, si u et p désignent la

vitesse et la pression locales du fluide en un point donné de I’écoulement, si I’on arréte en ce

point le fluide de maniere isentropique (donc sans frottement, c.-a-d. de maniére compatible
avec I’hypothése du fluide parfait), la pression obtenue est égale a la pression p augmentée

de I’énergie cinétique %pgz . Cette « pression totale » définit la pression d’arrét (stagnation

pressure) que I’on note p; :

(11.2.12) Py = p+%pg2 - pression d'arrét

Conformément au premier théoréeme de Bernoulli (11.2.10), pour un écoulement
stationnaire de fluide parfait incompressible cette quantité vérifie :

(11.2.13) Pt +pd = const.  le long des lignes de courant
Si on peut négliger les forces de volume, ou si I’écoulement s’effectue parallélement aux

lignes équipotentielles ¢ = const. (par exemple horizontalement dans le cas d’un écoulement

pesant), la pression d’arrét vérifie :

(11.2.14) P; =const. ,le long des lignes de courant
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Remarques -
- Comme illustré sur la figure 11.1 ci-dessous la pression d’arrét p, est celle que I’on ressent face au vent.

Cette pression est égale a la pression statique p du vent augmentée de I’énergie cinétique de ce vent quand on
I’arréte sur la face avant de notre corps. Cette somme est la pression d’arrét. Elle est égale a la pression
atmosphérique.

- Le vent nous contourne et se crée alors une zone d’« eau morte » derriere nous, comme dans I’écoulement en
interaction avec un cylindre fixe illustré sur la figure 8.6 (b) du chapitre 8. La pression de cette région d’« eau
morte » est de I’ordre de la pression statique p du vent (en fait elle est inférieure a p comme nous I’expliquerons
au chapitre 13)

- Il se crée alors un différentiel de pression entre la face avant et la face arriére de notre corps qui tend a nous

pousser vers I’arriere. Ce différentiel de pression est de I’ordre de la pression dynamique Epgz .

Figure 11.1 - Effet de la pression d’arrét p, ressentie face a un vent violent.

- A contrario, étant donnée une pression d’arrét p;, conformément a (11.2.12) toute accélération du fluide

s’accompagne d’une dépressurisation. C’est ce phénomene qui explique par exemple I’arrachement d’une
toiture par une forte rafale de vent, ou encore I’éparpillement d’un tas de feuilles mortes rassemblées sur le sol.

- Comme introduit au paragraphe 6.5 du chapitre 6, la force %pgzs égale au produit de la pression dynamique

Epgz par une surface de référence est la quantité qui est utilisée par les aérodynamiciens pour normaliser les

efforts aérodynamiques et obtenir les coefficients sans dimensions de trainée et de portance Cp et C, définis
en (6.5.4).

11.3 Approfondissement ** - Le cas des ecoulements compressibles de gaz

On consideére ici le cas des écoulements compressibles de gaz.

»  Latempérature d’arrét d’un gaz

Plagons-nous dans le cas de I’écoulement stationnaire d’un fluide parfait, sans force de volume.
L’élimination du potentiel ¢ des forces de volume réduit la charge totale H a I’enthalpie totale h;,
cf. (5.5.2). Le premier théoréme de Bernoulli (11.2.6) devient :
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(11.3.1) h=e+ Py %uz = const. , le long des lignes de courant
p

—_—

h

ou h désigne I’enthalpie. Rajoutons I’hypothese que le fluide est un gaz thermiquement et
calorifiquement parfait. Alors, cf. (A1.2.30) :

e=0yT
h=e+P= CpT

p
Imaginons alors, comme schématisé sur la figure 11.2 ci-dessous, que I’on arréte cet écoulement en
un point. Si I’on note Ty la température du fluide relevée en ce point ou u=0 (point d’arrét),
d’aprés le premier théoreme de Bernoulli on peut écrire :

(11.3.2)

1
(11.3.3) hy =cpT LU= Colt,
ou T et u désignent la température et la vitesse en n’importe quel point de la ligne de courant
aboutissant au point d’arrét, et ou T; définit la température d’arrét (stagnation temperature).

. ) 1.2
lignes de courant: hy =cpT U= Cplt = const.

A
e ———

f

point d’arrét

Figure 11.2 - Point d’arrét dans I’écoulement permanent d’un fluide parfait constitué par un gaz thermiquement
et calorifiguement parfait : notion de température d’arrét.

Remarque -

Il convient de rappeler ici que le processus d’arrét doit s’effectuer de maniére isentropique pour que I’hypothése
du fluide parfait reste valable le long de toute la ligne de courant considérée. On peut montrer que cela exclut
les cas ou le nombre de Mach de I’écoulement que I’on arréte est supérieur a la valeur critique M =1
(écoulement en régime supersonique) car dans ce cas il se développe une onde de choc devant la sonde, donc a
I’amont du point d’arrét, et I’écoulement n’est plus isentropique a la traversée de cette discontinuité.
L’écoulement est alors isentropique par morceau, c.-a-d. de I’infini amont jusqu’a la surface de choc, puis de
cette surface jusqu’au point d’arrét de la sonde. Pour déterminer les conditions amont, il faut alors tenir compte
de la présence du choc qui se traduit par une diminution de la pression d’arrét. Cette perte de pression d’arrét
traduit la concentration d’effets visqueux dans la surface de choc, effets qui réduisent I’énergie mécanique au
bénéfice de I’énergie interne (le gaz ralentit, se densifie et s’échauffe brutalement a la traversée du choc). La
température d’arrét reste quant a elle inchangée car elle effectue la somme de 1’énergie mécanique (qui décroit)
et de I’énergie interne (qui augmente). Ces phénomeénes de saut des quantités thermodynamiques a la traversée
d’une onde de choc sont alors pris en compte au moyen de relations issues de la théorie des ondes de chaoc,
relations appelées relations de saut de Rankine-Hugoniot. On étudie ces relations dans le cours
d’aérodynamique compressible en troisieme année.
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La température d’arrét T; résulte de la transformation de I’énergie cinétique en enthalpie (donc en

température pour un gaz parfait) lors du processus isentropique d’arrét du fluide parfait. On peut alors
introduire la notion de température cinétique, telle que :

1 u2
(11.3.4) Teinetique zgg_p
Soit pour la température d’arrét :
(11.3.5) Ty =T + Teinetique

Si I’on exprime la température cinétique (11.3.4) en fonction du nombre de Mach local M =||u|/c
ou ¢ =./yrT est la vitesse du son locale, cf. (A1.2.33), avec y = cp/cv le coefficient adiabatique, cf.

(Al.1.24), et r la constante molaire des gaz parfait, cf. (A1.2.11), on obtient :

2
H_ZELrMZTZE(Y_l)MZT
Cp ZCp 2

1
(11.3.6) Tcinétique 9

Pour la derniére identité, on a fait appel a la relation de Mayer r=c, —cy, cf. (A1.2.34). En

combinant (11.3.5) et (11.3.6) on obtient pour la température d’arrét en fonction du nombre de
Mach :

(11.3.7) T =T(1+1-=M?)

Cette relation caractérise la variation de la température locale d’un gaz en fonction du nombre de
Mach dans le cadre de I’hypothése du fluide parfait.

»  Lapression d’arrét et la masse volumique d’arrét d’un gaz

On peut introduire de la méme fagon deux autres grandeurs thermodynamiques qui caractérisent les
conditions d’arrét d’un gaz : la pression d’arrét p;, déja introduite plus haut, et la masse volumique

d’arrét p;. La loi d’état thermique d’un gaz parfait, cf. (Al1.2.11), nous permet de relier ces
grandeurs et la température d’arrét au moyen de la relation :

(11.3.8) PPt
p pT

Dans la mesure ou I’écoulement est partout isentropique, d’aprés (A1.2.45) on peut écrire sur toute
ligne de courant aboutissant & un point d’arrét :

(11.3.9) £:&:const.
P’ pf
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En combinant (11.3.8) et (11.3.9), on obtient la relation isentropique :

Y

(11.3.10) P (T—tjy‘l
p T

Compte tenu de (11.3.7), on en déduit que :

(11.3.11) Pt = p( 14772 \m2 )7t

(11.3.12) pe=p( 14712 )1t

Les relations (11.3.7), (11.3.11) et (11.3.12), sont appelées relations isentropiques. Rappelons
qu’elles sont valables pour un écoulement stationnaire de fluide parfait sans force de volume, et si
le fluide est un gaz thermiquement et calorifiguement parfait.

»  Lalimite incompressible

Les variations de la masse volumique que I’on déduit d’un développement limité de (11.3.12)
vérifient :

(11.3.13) @:M:1M2+O(M4)
p p 2

On retrouve bien ainsi le critére de validité des écoulements de fluide incompressible M 2 <<1 établi
au chapitre 8, cf. (8.3.5).

11.4 Application a la mesure

>  Lavitesse

Si I’on connait la pression d’arrét p; et la pression statique p dans un écoulement de fluide

parfait incompressible, et si I’on peut negliger les force de volume ou si I’écoulement
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s’effectue le long des équipotentielles ¢ = const. (par exemple horizontalement dans le cas

d’un écoulement pesant), compte tenu de la définition de la pression d’arrét (11.2.12), le
théoreme de Bernoulli sous la forme (11.2.13) permet de déterminer la vitesse au moyen de
la formule :

(11.4.1) luf = /z(ptT_p)

Nous présentons ici deux techniques bien connues qui permettent de mesurer les deux types
de pression mis en jeu dans cette relation. L’examen de ces méthodes permet de bien
réfléchir a la nature physique de ces deux grandeurs.

» Lamesure de la pression d’arrét : le tube de Pitot

On peut déterminer la pression d’arrét p; au moyen d’un tube de Pitot. Comme

schematisé sur la figure 11.3 ci-dessous le tube de Pitot est constitué par un simple tube
aligné le long d’une ligne de courant de I’écoulement. Si le tube est relié a la membrane d’un
capteur de pression, le fluide a I’intérieur du tube est stoppé par la membrane de ce capteur.
La colonne de fluide qui occupe le tube est donc au repos. En régime stationnaire (c.-a-d. une
fois que tous les processus dynamiques et thermiques sont a I’équilibre dans le tube), elle
transmet donc la contrainte totale que le fluide exerce sur la section d’entrée du tube de Pitot.
Cette contrainte est la pression d’arrét p;. Si I’écoulement est un écoulement stationnaire

de fluide parfait incompressible sans force de volume (ou qui s’effectue parallelement aux
lignes équipotentielles ¢ =const.), conformément a (11.2.14) cette pression d’arrét

caractérise I’ensemble de la ligne de courant considérée.

Pt
:;
= =—> P> e
—=

Figure 11.3 — Le tube de Pitot : principe général.

Le tube de Pitot fournit donc la pression d’arrét p;. Cela ne suffit pas en général pour

déterminer le module de la vitesse d’un écoulement. En effet, conformément a (11.4.1), il est
nécessaire pour cela de connaitre aussi la pression statique. Toutefois, il s’avére que dans les
applications qui ont motivé cette invention, a savoir la détermination de la vitesse des
rivieres et celle du deplacement des navires, un tel outil suffit. Cela est explique dans
I’approfondissement du § 11.3 ci-dessus.
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»  Approfondissement * - La mesure de la vitesse avec un tube de Pitot

Comme expliqué dans son exposé « Sur une nouvelle machine pour mesurer la vitesse des eaux
courantes » publié par I’Académie royale des sciences en 1732, I’objectif premier d’Henri Pitot était
de mesurer la vitesse des riviéres. Comment a-t-il procédé ?

Dans le cas d’un écoulement incompressible pesant a surface libre, tel qu‘une riviere, la pression

n’est plus une inconnue : c’est la pression hydrostatique évaluée a partir de la pression atmosphérique
P, qui regne au-dessus de la surface libre en mouvement. La figure 11.4 décrit le principe original

proposé par Pitot.

surface libre

u —= [ =10
q ﬁ --------
NG
t

Figure 11.4 - Le tube de Pitot : le principe original proposé par Pitot pour les écoulements a surface libre.

En considérant I’origine des hauteurs au niveau de la surface libre et en appliquant le premier

théoréeme de Bernoulli sous sa forme (11.2.13) le long d’une ligne de courant horizontale de
profondeur constante z=-h"' ot u=ue,, on obtient :

u=ue,

(11.4.2) P = p(—h')+%pg2 =const., le long de la surface de courant Z=-h

Dans le liquide en mouvement, tenant compte de la conservation de la pression a la traversee de
I’interface, la pression a la profondeur z=-h"' est donnée par I’équilibre hydrostatique, cf.
(4.5.12) :

(11.4.3) p(-h')=ps +pgh’

Remarque -
La condition dynamique qui prévaut a I’interface entre deux fluides non miscibles en I’absence d’effet de
viscosité et de tension superficielle est la continuité de la pression, cf. (8.4.16). Soit ici

p(z=0")=pa=p(z=0")ol p(z=0")et p(z=0" ) désignent la pression du fluide en mouvement

situé juste au-dessus et au-dessous sous la surface libre.
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D’ou :
(11.4.4) Pt = Pa +pgh'+%pg2 =const., le long de la surface de courant z=-h"

Par ailleurs, I’équilibre hydrostatique de la colonne de fluide qui est au repos dans le tube donne :
(11.4.5) P = Pa +pg(h'+h)

De ces deux derniéres relations on déduit :

(11.4.6) u=+/2gh

Dans cette application, le tube de Pitot devient donc bien un vélocimétre.

Remarque -

Ce systeme s’avere peu pratique a cause des imprécisions liées au mouvement de la surface et aux faibles
hauteurs de la colonne de liquide que I’on obtient pour des vitesses typiques d’écoulements a surface libre. A
titre d’exemple, on obtient h~5cm pour u =1ms™t, et h~0.5mm pour u =10cms™t. Ce principe a été
amélioré de maintes maniéres que nous n’allons pas décrire ici.

» Lasonde (ou antenne) de Prandtl

Conformément a (11.4.1), pour obtenir le module de la vitesse dans un écoulement de fluide
parfait incompressible ou I’on peut négliger les force de volume (ou si I’écoulement
s’effectue parallélement aux lignes équipotentielles), une mesure simultanée de la pression
d’arrét et de la pression statique est nécessaire. C’est ce que I’on peut réaliser avec une
sonde (ou antenne) de Prandtl. Une telle sonde est représentée sur la figure 11.5. Elle est
constituée d’un corps fuselé que I’on aligne avec les lignes de courant locales. La partie
centrale du tube constitue un tube de Pitot. La pression statique p est prélevee quant a elle a
I’aide d’un trou réalisé sur la paroi latérale du tube. Si le corps de la sonde est suffisamment
fin, la ligne de courant qui impacte le point d’arrét et celle qui se trouve au-dessus du trou
latéral ont des propriétés identiques. On mesure donc sur la paroi latérale la pression statique

associée a la pression totale du point d’arrét. Les deux canaux de mesure sont reliés a un
capteur de pression différentiel a partir duquel on détermine la différence (pst - p). D’ou la

vitesse via la relation (11.4.1).

—3—
vers capteur
—_— z - : P ]'IZ:> de pression
S~ n Pst différentiel

L
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Figure 11.5 - La sonde, ou antenne, de Prandtl : principe

On notera bien toutefois qu’il s’agit la d’un raisonnement de fluide parfait. Comme évoqué
au chapitre 8, I’adhérence du fluide sur la paroi externe de la sonde induit le développement
d’une couche limite ou le fluide est dominé par les effets de la viscosité. Lorsque nous
détaillerons au chapitre 15 les équations de la couche limite, nous démontrerons alors que
les variations de la pression a travers la couche limite dans une direction normale a la paroi
sont négligeables. C’est donc bien la pression statique de I’écoulement de fluide parfait qui
se trouve au-dessus de la couche limite de la sonde que I’on mesure avec le trou latéral.

Par contre, I’écoulement que I’on arréte avec le tube de Pitot de I’antenne de Prandtl doit étre
un écoulement de fluide parfait. Comme illustré sur I’exemple de la figure 11. 6 ci-dessous,
si le tube de Pitot est monté sur une paroi, il faut le placer au-dessus de la région visqueuse
qui caractérise la couche limite de cette paroi (cf. figure 8.3 et chapitre 15).

F/0

Figure 11. 6 - Tube de Pitot implanté sur le fuselage d’un avion (Airbus A380). L’écoulement va de la droite
vers la gauche. La hauteur du tube de Pitot par rapport a la paroi du fuselage de I’avion tient compte de
I’estimation de I’épaisseur de la région dominée par les effets de la viscosité, ¢-a-d. de la couche limite du
fuselage. La sonde fonctionne alors bien dans un écoulement de fluide parfait.

Remarques -

- La sonde présentée ci-dessus n’est pas une antenne de Prandtl : la pression statique est mesurée ailleurs sur la
paroi du fuselage de I’avion.

- L’ailette arriere (en noir) est une girouette qui permet d’évaluer I’incidence de I’écoulement par rapport au

tube de Pitot, qui lui reste fixe.

- Une sonde de température est logée a I’intérieur du tube de Pitot. Elle compléte I’ensemble des trois mesures,
pression d’arrét, pression statique et température d’arrét, qui sont nécessaires pour déterminer la vitesse lorsque
le nombre de Mach n’est pas négligeable. Cela est expliqué dans I’approfondissement ci-dessous
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> Approfondissement ** - La mesure dans les écoulements compressibles de gaz

Nous revenons ici sur le cas des écoulements compressibles de gaz étudié dans I’approfondissement
du paragraphe 11.3.

Dans le cadre des hypotheses du fluide parfait, nous avons vu que la détermination des propriétés

d’un écoulement de gaz en régime compressible (tel que M 2;41) repose sur la détermination de
trois quantités : la pression d’arrét p;, la pression statique p et la température d’arrét T;. Elle

s’appuie alors sur I’utilisation des deux relations isentropiques (11.3.11) et (11.3.7) que nous
réécrivons ici :

pe=p(1+5=M2 )"
(11.4.7) 2
T =T(1+=M?)

On procéde de la maniére suivante.

v" On peut mesurer les pressions pg et p au moyen d’une sonde telle que I’antenne de Prandtl

détaillée plus haut dans le corps du texte. On en déduit le nombre de Mach M au moyen de la
premiére relation isentropique ci-dessus.

v' En introduisant la célérité du son ¢ =./yrT , le nombre de Mach vaut M =||g||/1/er . On peut
donc déterminer le module de la vitesse |u| si on connait la température statique T . Or on peut

déduire T de la seconde relation isentropique ci-dessus moyennant une mesure de la température
d’arrét T;. On réalise cela au moyen d’une sonde thermométrique (e.g. un thermocouple).

D’ou finalement le module de la vitesse ||u|=M/yrT .

Remarques -

- Rappelons de nouveau que dans le cas ou le nombre de Mach dépasse la valeur critique M =1 (écoulement
en régime supersonique), une onde de choc vient se placer devant la ou les sondes. Les variables que I’on
mesure sont alors celles obtenues derriére cette onde de choc. Dans ce cas, il faut faire appel a des relations
supplémentaires issues de la théorie des ondes de choc (les relations de saut de Rankine-Hugoniot) pour déduire
de ces mesures la valeur des différentes variables devant I’onde de choc.

- Dans la pratique, pour mesurer la pression d’arrét p, et la pression statique p dans un écoulement
compressible, on évite d’utiliser une antenne de Prandtl, cf. figure 11.5, car lorsque le nombre de Mach dépasse
lavaleur M =1, la formation d’une onde de choc devant la sonde complexifie grandement I’interprétation de la
mesure. On préfére alors découpler la mesure des pressions, en mesurant p; avec un simple tube de Pitot et en
mesurant p avec une sonde de pression statique autonome. On dissocie donc les deux principes que combine
I’antenne de Prandtl pour obtenir ces deux pressions. On utilise par ailleurs un thermocouple pour connaitre la
température totale T; (ce thermocouple peut &tre intégré dans le tube de Pitot, le cas échéant).
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11.5 Le théoreme de la pression

Comme nous I’avons vu avec I’exemple de la sonde de Prandtl, la pression statique est une
quantité mesurable. 1l s’avére alors trés instructif de comprendre comment elle varie au sein
d’un écoulement de fluide parfait.

>  L’équilibre cyclostrophique et le théoreme de la pression

Le premier théoreme de Bernoulli nous enseigne que sur les lignes de courant d’un
écoulement stationnaire de fluide parfait les variations de la pression résultent d’un échange
avec les trois autres formes de I’énergie : I’énergie interne, I’énergie cinétique et I’énergie
potentielle des forces de volume. Nous allons analyser maintenant comment cette grandeur
peut varier dans les directions perpendiculaires aux lignes de courant.

Pour cela nous allons projeter les équations sur un systeme de coordonnees intrinseques
attaché aux lignes de courant (repere de Frenet). En se référant a la figure 11.7 ci-dessous, on

note s la coordonnée qui identifie la position d’un point sur la ligne de courant. On introduit
alors le trigdre orthonormé (eg,e,.ep)(s) attaché a ce point, ol e, définit la normale

principale locale (ici orientée dans la direction opposée a celle du centre de courbure), et ou
ey = €5 A&y définit la binormale.

Figure 11.7 - Repére intrinséque attaché a une ligne de courant (repére de Frenet) : définitions.

Le vecteur tangent e verifie :

e
(11.5.1) Ots _ _&n
oS R
ou R définit le rayon de courbure principal local, et /R, la courbure locale. La vitesse
vaut :
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(11.5.2)

=
Il
o
|(D
“

Le premier théoreme de Bernoulli correspond a la projection de I’équation (11.2.5)
selon g :

oH

—=0
0s

(11.5.3)

Pour analyser la variation de la pression dans la direction e, normale aux lignes de courant
de I’écoulement il faut revenir a la forme initiale de la loi de la dynamique qui, pour un
fluide parfait, correspond a la deuxiéme équation du systeme des équations d’Euler (8.4.10)
que I’on considére ici pour le cas d’un ecoulement stationnaire de force de volume
dérivant d’un potentiel :

(11.5.4) pd—t—=pVg-g=—pgrad ¢—grad p

En projetant cette équation selon g, et en la divisant par la masse volumique on obtient :

(11.5.5) T e

ou n désigne I’abscisse curviligne dans la direction de la normale. Compte tenu de (11.5.2),
ona:

(11.5.6) == =—'¢ +qd&,

(11.5.8) —=Vu.u=q—g; - §&

accélération
centripéte
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Comme indiqué dans cette équation, lorsque la ligne de courant est courbe (R;too), le
dernier terme caractérise une accélération centripéte. En retenant cette composante normale
de I’accélération dans la relation (11.5.5), cela donne finalement :

2
(11.5.9) 9 _%, 1%
R on pon

Dans le cas ou I’on peut négliger les forces de volume, cela devient :

o _pa®

11.5.10
( ) on R

C’est le résultat cherché. Cette relation est appelée equilibre cyclostrophique. Elle traduit
un équilibre entre la force centrifuge pqz/R qui tend a éjecter les « particules de fluide » de
leur trajectoire courbe et la force de pression —dp/on qui les maintient sur cette trajectoire.

On peut énoncer a partir de cette relation un théoreme, que nous appellerons theoreme de la
pression :

Théoréme de la pression -

Dans un écoulement stationnaire de fluide parfait sans force extérieure, la pression décroit vers le
centre de courbure local des lignes de courant.

Un corollaire de ce théoréme, obtenu pour R — oo, est :

Dans un écoulement stationnaire rectiligne de fluide parfait sans forces extérieures, la pression
statique est uniforme dans la direction perpendiculaire a I’écoulement.

Le théoréeme ci-dessus est trés pratique car il permet de comprendre comment la pression
varie d’une trajectoire a I’autre dans un écoulement dont les lignes de courant sont courbes.
A titre d’exemple, nous allons montrer que cela permet de comprendre « comment on vole »,
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»  Exemple : la portance d’une aile

L application la plus classique de ces raisonnements est probablement celle schématisée sur
la figure 11.8. 1l s’agit de la force de portance engendrée par I’écoulement bidimensionnel
contournant un profil d’aile. La forme asymétrique du profil (due ici a sa cambrure et a son
angle d’incidence) courbe les lignes de courant, comme figuré. On note p,, la pression de
I’écoulement que I’on retrouve au-dessus et en dessous de I’aile a une distance suffisante.

Figure 11.8 - Application du théoréme de la pression dans les écoulements de fluide parfait : la portance
(Source : J.N. Gence, « Les écoulements de fluide newtonien », Coll.Technosup, Editions Ellipses, 2007)

On raisonne alors de la fagon suivante :

v' Partant de la condition p ~ p,, dans la région située au dessous I’aile, compte tenu de la
forme des lignes de courant dans cette région, la pression p., est celle qui caractérise les
centres des courbures. Lorsque qu’on se rapproche de la partie inférieure de I’aile, que I’on
appelle intrados, on s’éloigne donc de ces centres ; donc la pression est supérieure a p,, .
L’intrados est donc en surpression.

v Partant maintenant de la méme condition p=~ p,, qui s’applique aussi au-dessus de
I’aile, quand on se rapproche de la partie supérieure de I’aile, appelée extrados, on se
déplace cette fois-ci vers les centres de courbures ; la pression que I’on obtient est donc
inférieure a p,, . L’extrados est donc en depression.

Au bilan, on voit que c’est en courbant les lignes de courant d’un écoulement initialement
rectiligne uniforme que I’on parvient a créer le différentiel de pression qui engendre la
sustentation d’un objet. C’est le principe de la portance.
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C’est comme cela que I’animal de la figure 11.9 (a) ci-dessous peut contrer la résultante de
son poids et de la force centrifuge engendrée par la courbure de sa trajectoire. Notons que la
force d’Archimede, négligeable ici, ne peut étre d’aucun secours pour sustenter I’animal dans
I’air. C’est ce que nous avions souligne dans le chapitre 4 & propos de la figure 4.6. La
figure 11.9 (b) rappelle alors qu’un avion ne fait qu’imiter ce principe naturel de la portance.

(@) (b)

Figure 11.9 - La portance : (a) un albatros, (b) un avion.
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11.6 Résumé des formules essentielles

> Premier théoréme de Bernoulli

v Hypothéses
Ecoulement stationnaire de fluide parfait avec force de volume dérivant d’un potentiel

v Enoncé, cf. (11.2.5), (11.2.6)

H =e+£+ !2 + ¢ = const.
p

1
(11.6.1) u.gradH=0 = 2

le long des lignes de courant
v’ Cas du fluide incompressible sans force de volume, cf. (11.2.12), (11.2.14)

(11.6.2) py=p+ %pgz = const. , le long des lignes de courant

Cette relation est aussi valable si I’écoulement s’effectue parallélement aux lignes équipotentielles
¢ =const. (par exemple horizontalement dans le cas d’un écoulement pesant). La pression p; est

appelée pression d’arrét (stagnation pressure). C’est celle que I’on mesure lorsque I’on arréte le
fluide (principe du tube de Pitot).

»  Théoréme de la pression

v Hypothéses
Ecoulement stationnaire de fluide parfait sans force de volume

v Enoncé, cf. (11.5.10)

op_ g
11.6.3 P _.a
( ) o PR

ou q designe le module de la vitesse, n la coordonnée selon la normale principale (que nous

orientons ici dans la direction opposée a celle du centre de courbure local), et R le rayon de
courbure. Cela signifie que la pression statique décroit vers le centre de courbure local des
trajectoires. Cette relation porte aussi le nom d’équilibre cyclostrophique.
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All.1 Leseéquations du mouvement en repere tournant

Nous allons démontrer ici ce qu’il advient des équations du mouvement dans un repére mobile en
rotation de corps solide. Nous nous limitons a I’examen de cas d’un écoulement de fluide
newtonien incompressible homogéne de viscosité constante.

La forme de ces équations a été établie au chapitre 8 dans le cas ou la force de volume est le
poids, cf. (8.3.19). Si I’on généralise cela a une force conservative quelconque de potentiel ¢, ces

équations sont :

divu=0
(A11.1.1)

d—g:—grad é—grad B+vAg
ad —— —p

On cherche a exprimer ces équations dans un référentiel relatif entrainé dans un mouvement de
rotation de corps solide de taux Qg constant.

»  Lois de composition des vitesses et des accélérations

De fagon générale, on posera pour tout vecteur A:

A=A e - repére absolu
(A11.1.2) {— A P

A=A ey -repére relatif

Si I’on note d/dt), la dérivation dans le référentiel absolu et d/dt) , dans le repére relatif
tournant a la vitesse angulaire Q, constante, on a alors :

(A1113) d_Aj =%gi =ﬁg'i+A'i ﬁzﬁgli—l_p‘li (90 /\g'i)zd_Aj +Q0 /\A
dt ), dt dt dt ot dt ),

On retient donc que :

(A11.1.4)

dAJ _dA
L, dt

da _) £y A A
dt i

En appliquant cela au vecteur position A= X, il vient :



Chapitre 11. Le premier théoreme de Bernoulli - Annexe All.2

(A11.15) ——J =%j +Qg AX
a dt r

D’ou la loi de composition des vitesses :

(A11.1.6) Ug =U, +QpAX

ou u, et u, designent respectivement la vitesse absolue et la vitesse relative.

Si I’on applique maintenant (A11.1.4) a la vitesse A=u,, on obtient pour les accélérations :

(A11.1.7) %j =%(Qr +Q /\X)j =%(Hr +8Q /\K)j +Qq AUy +Q0 A X)
a

a r

D’ou la loi de composition des accélérations :

du du
(A11.1.8) d;taj =d;tfj +2Q0 AU +Qo A (Qy AX)
a r

Coriolis centrifuge

Comme indigué, on identifie dans cette expression l'accélération de Coriolis et I'accélération
centrifuge.

> Application aux équations du mouvement

L’ application de ces relations aux équations du mouvement (A11.1.1) donne les relations
suivantes.

v Continuité

(A11.1.9) divu, =divu, +div(QyAx)=0
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Le second terme, qui est la divergence d’une rotation de corps rigide, est nul.

Démonstration - Cela se démontre au moyen de Iidentité vectorielle (cf. annexe A2.4) : div(AAB)

(rotx ); =ejj Oxj /Oxc =0

Donc:

(Al11.1.10) divu, =0

v" Quantité de mouvement

Le terme d'accélération est donné ci-dessus, en (A11.1.8). On peut mettre alors I’accélération
centrifuge sous la forme d’un gradient au moyen de I’identité vectorielle :

(A11.1.11) Qg A Qo A X) = grad (Q £ X)°

Démonstration -
5 9rad (Qq A x)? =(Qp Ax). grad (2 x) = (Qg AX). Q= (R A X) A Qp =-Qg A (2 AX)
Q.x

En regroupant les trois gradients que I’on trouve alors dans I’équation du mouvement (A11.1.1),
on fait apparaitre un potentiel généralisé que I’on note IT, tel que :

(A11.1.12) H=£+¢—%(QO/\Z)2
p

Enfin, pour ce qui est du terme de diffusion, on a:

(A11.1.13) AU, =Au, +A(Qg A X) =AU,
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Le second terme a droite de la premiere égalité est nul puisqu’il effectue la dérivée seconde
(laplacien A) d’une fonction affine.

En définitive, dans un repere tournant a la vitesse angulaire constante Qg , la loi de la dynamique

d’un fluide incompressible homogéne de viscosité constante est :

(A11.1.14) %+ 2Q, /\g=—igrad IT+vAu
P

ou le potentiel IT est celui défini en (A11.1.12).

> La charge totale dans un écoulement tournant

Comme annonce, la relation (A11.1.12) prouve que dans un repére tournant la charge totale H
comprend le potentiel centrifuge —%(90 /\5)2 en plus de la densité d’énergie potentielle

mécanique usuelle L d.
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Al1l.2 Le premier théoreme de Bernoulli en repere tournant -
Exemple d’application : les pompes et les turbines
centrifuges

Source : G.K. Batchelor, An introduction to fluid dynamics, Cambridge University Press, 1994, p.396.

Considérons le cas d’une conduite tournante schématisé sur la figure A11.1 ci-dessous. Comme le
tourniquet présenté dans un approfondissement au chapitre 6 lors de I’examen des bilans dans les
volumes de contrle, cf. figure 6.9, le systéeme est constitué par une conduite verticale dans
laquelle le fluide monte et débouche dans une conduite horizontale de rayon R ouverte a ses deux

extrémités. On suppose que le systeme peut tourner librement autour de son axe vertical avec un
taux de rotation €, constant.

(a) (b) (c)

[
N Pa =2 Pa
==
-« —¢ — u @—»91 — U
T
«—R—>
\pt

Figure A11.1 - Application du premier théoréme de Bernoulli en repere tournant : (a) et (b) la pompe centrifuge, (c)
la turbine.

On se propose d’appliquer le premier théoreme de Bernoulli entre la section d’entrée de
I’écoulement et I’une des sections de sortie, donc dans un repere lié au mouvement rotatif du
dispositif. 1l faut considérer dans ce cas la forme (11.2.7) du théoreme, c.-a-d. celle qui tient
compte du potentiel centrifuge :

2
(A11.2.1) H=e +£+%—%(QO /\5)2 + ¢ = const. , le long des lignes de courant
P

L’origine de ce terme supplémentaire est expliquée dans I’annexe précédente.

Si on suppose le fluide incompressible homogene et si on néglige les forces de volume
conservatives autres que la force centrifuge, soit ¢ =0, la relation (A11.2.1) devient :
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p u? 1 2
(A11.2.2) —+‘7—E(QO /\Z) = CONst., le long des lignes de courant
p

On appliquera par ailleurs I’hypothése de I’écoulement unidirectionnel & laquelle nous avons
largement fait appel au chapitre 6.

L’ écoulement qui pénétre au centre de la conduite horizontale tournante est caractérisé par une
pression d’arrét p;. C’est la pression qui regne dans le milieu extérieur ou I’on plonge le tuyau de

pompage vertical. Si u et p, désignent la vitesse et la pression statique ambiante dans les

sections de sortie du dispositif I’application de (A11.1.2) entre la section d’entrée et I’une des
sections de sortie donne :

2
(A11.2.3) ﬂ—%QgRZ =&+%—;Q%R2 =const., le long des lignes de courant
p

On en déduit que :

(A11.2.4) u2 =2 Pt=Pa 2p2
p

On voit ainsi que si I’on impose la rotation Qg, étant donné p,, on peut créer une depression
(pa— pt) a I’entrée du systeme. C’est le principe de la pompe centrifuge. La dépression

maximale que I’on peut obtenir est fixée par la condition u=0 et elle vaut :
Al1.25 AP = Pa = Promin = = pOZR?
( .2.5) Pmax = Pa pt,mln—zp 0

On peut ainsi aspirer du fluide et le refouler a la vitesse u.

Si maintenant on coupe la rotation, conformément a (Al11.2.4), on n’obtient u=0 que
Si p; = py. Mais si le systéme est libre de tourner, en courbant les extrémités de la conduite

horizontale conformément a la figure A11.1 (c), une partie de la charge disponible p; — p, peut

étre utilisee pour mettre le systeme en rotation. Ce dernier fonctionne alors comme une turbine.
Le couple produit par la deviation d’angle 6 au bout d’une distance R dans chacune des deux
branches de la conduite horizontale vaut approximativement :
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(A11.2.6) T ——mRusin0

ol m désigne le débit masse (en kg .s_l). Cela redonne bien le résultat obtenu en (6.4.30) (pour

a =0, cf. figure 6.9). Aux extrémités, le fluide est éjecté avec une composante de vitesse radiale
ucos6O et une composante orthoradiale u sin6. D’apres (Al11.2.4) ces deux composantes de la

vitesse vérifient :

Pt — Pa
ucosf= [2——=
(A11.2.7) p

usin®=-0QyR

Le taux de rotation du systeme vaut donc :

(A11.2.8) Qg =

C’est la formule obtenue en (6.4.31) au chapitre 6 (pour a=0). On note alors que la vitesse
d’éjection radiale ucos0 ne dépend que de la pression totale p, avec laquelle on alimente le

tourniquet. Cela signifie que I’aire arrosée ne dépend pas de I’angle 6. Elle est uniquement
déterminée par la pression d’alimentation p;. Toutefois, elle dépend aussi de I’angle

d’inclinaison verticale o défini sur la figure 6.9.

L’hypothése du fluide parfait est évidemment discutable dans cette application car I’écoulement
est partout le siege de frottements visqueux. Les valeurs donnees ci-dessus sont donc des
maximums et elles doivent étre pondérées pour tenir compte des mécanismes visqueux négligés.
Mais il n’empéche que c’est bien un raisonnement de type fluide parfait qui permet de
comprendre le principe de ces machines.
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Chapitre 12. Ecoulements rotationnels -
Ecoulements irrotationnels

12.1 La relation de Crocco

Conformément aux équatiori$l1.2.5)ou (11.2.6)du chapitre précédent, si les conditions
d’'un écoulement stationnaire de fluide parfaitsont respectées, la charge totale est
constante le long de chaque ligne de courant. lddoss maintenant nous intéresser ici a la
fagcon dontH varied’une ligne de courant a I'autre Rappelons que si ces variations sont
nulles, alors [I'écoulement esthomoénergétique cf. (5.5.21) Sinon il n’est
gu’isoénergétique cf. (5.5.19) On cherche donc a caractériser les conditionsligtinguent
ces deux situations.

Pour cela I'équation de bilan local dé¢ (11.2.5)ne nous est d’aucun secours car elle ne
décrit que les variations dé le long des lignes de courant d’'un écoulementuéd parfait
stationnaire. Comme nous l'avons fait pour étaldithéoréme de la pression au chapitre
précédent, nous allons repartir de I'équation delyaamique du fluide parfai{8.4.10)
(Euler) dans laguelle nous ferons de nouveau I'thgse que les forces volumiques dérivent
d’un potentiel. Par contre, nous ne supposonsqled’écoulement est permanent. Une fois
divisée parp cette équation s’écrit :

(12.1.) u=—grad (p—1 grad p
P

dt

Nous voulons faire apparaitre la charge totdle- e+ p/p+%_uz+(p dans cette équation.

Pour cela, il faut procéder en trois étapes.

v"Une premiére opération consiste a faire appargitgeadient de Energie potentielle de
pression p/p. Pour cela, on utlise [lidentité vectorielle (cfannexe A2.4):

grad(ab)= agrad b+ b grad . Soit poura=1/p etb=p:

(12.1.2) —%Lad p= - grad( E )+ pgrad ﬁ)
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A ce stade, on obtient alors :

(12.1.3) %z—Lad(Ep+(p)+ p@(

Ol

)

v Il s'agit maintenant de faire apparaitre le gratliém I'énergie cinétique Pour cela on
transforme I'accélération convectivelu.u qui intervient dans la dérivée particulaire
du/dt=9 ya t+ Ju .uau moyen d’'une identité vectorielle (cf. derniigtentité de I'annexe
A2.4) appeléalécomposition de Lamb qui est :

(12.1.9 Ou.u

=wOu+ grad( ; )

ou w deésigne la vorticittw=rotu, cf. (2.10.3) Cette identité vectorielle usuelle est

importante et nous la démontrons a toutes fingsun annexe, cf. annefé2.1 Elle fait
apparaitre le gradient de I'énergie cinétique amsun second terme, une accélération
« rotatoire »wu liée a lavorticité du fluide. Ce terme est appelécteur de Lamh
Comme nous allons le voir, le vecteur de Lamb c¢tuesta clef de volte de la relation que
nous voulons établir. Nous préciserons sa sigtifinaphysique en temps voulu. Pour
I'instant, nous prenons la relati¢h2.1.4)comme une « identité vectorielle parmi d’autres ».
A ce stadd12.1.3)devient :

(12.1.5) ——+@Du:—grad(—+%+cp)+ p@(i)

C’est une forme particuliere de I'équation d’Eularegnous utiliserons plus tard dans le
chapitre 14 consacré a la dynamique de la vorticité.

v Enfin, pour obtenir le gradient de la charge totale,doit maintenant faire apparaitre
I’ énergie interne On fait appel pour cela au premier principe dihéamodynamique et a la
notion d’entropie que résume la relation de Gi@#k 1.2):

(12.1.6) de=Tds- pq % ),
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Nous en déduisons que :

(12.1.7) grad e= Tgrad s p grad % )

Remarque -

L'implication entre (12.1.4) et (12.1.5) mérite un commentaire. Considérons deux « paeicule fluide »
infiniment proches, de méme composition chimigquep®me températuré et de méme pressiop. Dans un
milieu divariant leurs propriétés thermodynamiquesnt entierement caractérisées par deux variables
indépendantes que nous prenons ici comme étahp. Aprés un déplacement infinitésimal quelconquéffic
de ces deux particules leurs états thermodynamidjffésent alors conformément a la relatigd2.1.7) Si les
deux particules appartiennent & une méme trajectailors cela revient a considérer une seule etemém
particule de fluide dont on suit la transformatiemre deux points consécutifs de la trajectoiransdce cas,
c’est le mouvement du fluide qui effectue lui-mélaegransformation de I'état de cette particule ueiqOn
peut alors traduire la relation ci-dessus par @ewées particulaires en lieu et place des grasli@tmme écrit
par exemple e(b.7.2)dans lechapitre 5.

En exprimant le dernier terme (lE2.1.3)au moyen d¢€12.1.7) on obtient alors :

(12.1.8) %2+ wOu=-grad( e+£+%+cp)+Tgrad

H

ou apparait comme indiqué la charge totidle Cette derniére équation est appekiation
de Croccq du nom de Gaetano Crocco qui I'a établie en 19&tteCelation est donc une
forme particuliere de I'équation de la dynamiqudakbke pour un écoulement de fluide
parfait ou les forces volumiques dérivent d’'un ptits.

12.2 La relation de Crocco: le cas des écoulements
stationnaires de fluide parfait

Dans le cas ou I'écoulement stationnaire, on obtient a partir dgl2.1.8):

(12.2.1) wlu=-grad H+ T grad {
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C’est laversion stationnaire de la relation de CroccolLe fluide parfait étant isentropique,
tel que u. grad s=0, puisqueg.(@Dy) =0, la contraction dg12.2.1) avec la vitesse

restitue le premier théoréme de Bernoulli dans sesion généraley. grad H=0, cf.

(11.2.5) Mais l'intérét de la relation de Crocco ne seitinpas a reproduire le premier
théoreme de Bernoulli que nous avons déja étadllie: traduit aussi I'existence d’un lien
entre lespropriétés thermodynamiques du fluide (énergie, entropie), sgwopriétés
cinématiques(sa vitesse et sa vorticité) et ggoepriétés dynamiques(caractérisées ici par
I'accélérationw[u). Cette relation révéle en particulier un résuhgtortant :

Dans urécoulement stationnairede fluide parfait, les variations d’une ligne de courant a l'auted d
la charge totaleH du fluide et celles de son entropie sont reli€escanactererotationnel de
I'écoulement.

> Interprétation

C'est le vecteur de Lamb wlOu qui apparait dans laécomposition de Lambde

I'accélération convectiv€12.1.4) qui introduit donc lavorticité dans I'équilibre général
(12.2.1)d’un écoulement de fluide parfait permanent. Patlaiger la signification de ce
terme, on se place de nouveau dans un systemed#oooées intrinseques lié aux lignes de
courant (repére de Frenet). Nous nous limitonsiccas d’'un écoulement bidimensionnel.
Dans un écoulement bidimensionnel, en se référémfigure12.1 (a)ci-dessous, toutes les
variations de la vitesse sont contenues dans m(glgg]) . Dans ces conditions, la vorticité
w=rotu ne possede gu'une composante non nulle, et cettpasante est portée par le
vecteurg, = e, [J g normal au plan :

(12.2.2) w=0(s,n) &

Le vecteur de Lambne posséde alors qu’'une composante portée panriaate localen,
cf. figure12.1 (b):

(12.2.3) wiu=quw(g0e)= qw_g

Le vecteur de Lamb représente donc une accélération perpendiculaifécaulement. Cette
accélération n’est due gu’au caractere rotationnelocal du fluide.
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Remarque -
Elle se distingue ainsi de I'accélération ineréedle Coriolis qui se manifeste, elle, dans un @widumis a un
mouvement de rotatioglobal de I'ensemble du fluide (voir a ce sujet 'anné¥el.1 du chapitre précédent).

(a) (b)

_ W=w
&, =6 =08
N2 il wOu
=2
= grad H
o u=0qe; u=qe;

Figure 12.1 -Ecoulement bidimensionnel rotationnel : (a) coord&®s intrinséques liées a une ligne de courant
dans le plan(gl,gz), (b) vitesse, vorticité et équilibre entre I'aca@ltion rotatoire (vecteur de Lamb) et le

gradient de la chargkl (cas homoentropique = const) .

Apres multiplication de ce vecteur par la masseiwadue, on obtient une force volumique
pwlu qui correspond a urferce de déflexion ouforce de portance ou encordorce de
Magnus par référence a I'effet Magnus qui tend a déviephjet de sa trajectoire rectiligne
initiale dans un fluide selon le signe de sa rotafc’est I'effet de 4ift » pour les balles de
jeu que nous détaillerons dans un approfondissedaarst le prochain chapitre).

En projetant I'équation de Crocco stationndit2.2.1)dans le repére intrinseque, selep
puis selone,, , on obtient :

(12.2.4)

La premiere équation correspond au premier théodaigernoulli. La seconde montre alors
que :

v Si I'écoulement estotationnel, tel que w# 0, conformément #12.2.4) il ne peut pas
étre a la fois homoentropique et homoénergétiqleecelération caractérisée par le vecteur
de Lamb «pousse » en effet le fluide dans unectitie normale a I'écoulement ; si
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I'écoulement est homoentropique par exemple, cfeltee est alors équilibrée par une
variation de la charge totald du fluide dans cette direction, cf. figut2.1 (b)

v Si I'’écoulement de fluide parfait eistotationnel , doncici tel que w=0, alorsH peut
varier d'une ligne de courant a l'autre dans laune®u le fluide qui se trouve sur ces lignes
de courant n'a pas la méme entropie. Ces variatiGargropie ne peuvent provenir que des
conditions amont puisque nous sommes dans le dadrécoulements de fluide parfait, donc
isentropiques. Dans le cas contraire, donc si Unent eshomoentropique c.-a-d. issu
de conditions amont ou I'entropie est uniformersald est constant dans tout I'écoulement.
L’écoulement est aloflsomoénergétique

12.3 Larelation de Crocco : cas du fluide barotrope

Dans le prochain chapitre nous allons établir ueexgétme version duhéoréme de
Bernoulli, qui se distingue de la premiere que nous avorsawuchapitre précédent par le
fait qu’elle s’applique aux écoulements instatidres irrotationnels. Nous aurons besoin
pour cela d’'une version particuliere de la relati@Crocco qui est celle relative au cas d’'un
fluide barotrope. Cette notion, la barotropie, a été introduite dé paragraphd.5 du
chapitre 4 consacré a la statique des fluidda.fluide barotrope vérifie, c{4.5.25):

(12.3.1) p=p(p)

Dans ce cas, on peut écrire :

0 dp op_o0 dp _odp_ 1
(12.3.2) o8 9,9 9 _9P >

aﬁjp(p) ox op'p(p dx p
Soit :
(12.3.3) 1grad p= gradjﬂ

P p(p)

Le premier membre de cette relation vérifie pdeaib :
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1 p 1
(12.3.4) —grad p=grad( — )- pgrad —
Sorad p= grad( 2 )- p gra{ )

En utilisant de nouveau la relation de Gil§h&.1.6) pour exprimer le dernier terme de la
relation ci-dessus, on obtient :

(12.3.5) 1grad p= grad( er P )- Tgrad
P - P -

En utilisant la relatiorf12.3.3)on obtient donc :

(12.3.6) grad ( e+ P )= gradJ' dp_, Tgrad :

— p’ —p(p)

En remplacant cela dans la relation de Crocco gén€r2.1.8) on obtient finalement la
relation :

+

||

+
2

(12.3.7) ——+g)Dg:—grad(j

dans laquelle I'entropie a été éliminée. C’estdesion barotrope de la relation de Crocco
Cette relation est donc une forme particuliere’égulation de la dynamique valable pour un
écoulement de fluide parfait barotrope ou les fencdumiques dérivent d’un potentiel.

Rappelons que parmi les exemples de fluide baretwifgs auchapitre 4 nous avions
retenu :

v le gaz thermiquement parfait isothernpeconstx f),

v le gaz thermiquement et calorifiguement parfait bentropique = constx ﬂ/y,
T = constxp¥™),

v" le fluide incompressible homogeng £ const).

Nous allons détailler le dernier cas.



Chapitre 12. Ecoulements rotationnels — Ecoulements irrotatitsnne 439

12.4 La relation de Crocco: le cas des écoulements
stationnaires de fluide parfait incompressible homgene
sans force de volume

Un écoulement de fluide incompressible homogene vérifie p=const, dou
J'dp/p( p) = p/p + consl. Si cet écoulement estationnaire et si 'on néglige les forces de

volume, la relation de Crocc(l2.3.7)devient :

p,
(12.4.1) @Du=-9fad(5+‘7)

Remarque -

Une autre maniére d'obtenir cette relation sansgragar la relation barotro#2.3.3) consiste a remarquer
gue pourp =const, la relation de Gibbgl2.1.6) se réduit a :

(12.4.2) grad e= Tgrad ¢,

ce qui élimine I'énergie interne et I'entropie @erklation généralél2.1.8) Celle-ci se réduit alors @2.4.1)
dans le cas d'un écoulement stationnaams potentiel des forces extérieures.

En contractant la relatio(il2.4.1) avec la vitesseu on retrouve le premier théoréme de

Bernoulli sous sa form¢l1.2.14)(conservation de la pression d'arrpt; = p+%py2 le

long des lignes de courant). La projection de cedtation dans la direction normale aux
lignes de courant va nous permettre alors de @rset alors la notion d’écoulement courbe
irrotationnel.

» Le cas des écoulements bidimensionnels

On suppose que I'écoulement égdimensionnel et on projette la relatiofil2.4.1)dans le

repere de Frenet de la figut2.1ou la vorticité ne possede qu’'une composante porte&apa
binormaleb, soit w=we,. Le vecteur de Lamb vaut dans ce cas :

(12.4.3) wlu=quwe U&= qo_g
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D’ol pour la projection de la formul@2.4.1)dans la directiore,, normale aux lignes de

courant :

0o, p u? lop _dq
12.4.4 w=—— (P = y=—=TF_ 42O
( ) a ( p 2 ) pan qan

En faisant alors appel a la relati¢ii.5.10)du chapitre précédent qui caractérise I'équilibre
cyclostrophique entre la force centrifugmqZ/R et le gradient de pressior-dp/dn
(théoréme de la pression), il vient :

12.4.5 W=—— —g—
( ) q R q n

En simplifiant paig, on trouve pour la vorticité :

(12.4.6) w= -4 94
R on

A —
effetde cisajllement
courbure |gcal

Comme indiqué dans cette relation, on peut intéepta vorticitéw comme la superposition
d’'unevorticité d’entrainement —q/R due a I'effet de la courbure de la ligne de couedn

d’'unevorticité relative —dg/dn due au cisaillement local de I'écoulement. Le ifaportant
ici est que lorsque la somme de ces deux sourcestdgonnel s’annulent, « bien qu’il
tourne » (R # o), un écoulement peut étre irrotationnel.

Trois situations qui illustrent ces idées sont méed sur la figur&2.2ci-dessous.

v’ La premiére situation, celle schématisée sur laréi@2.2(a) correspond a un écoulement
uniforme rectiligne, donc irrotationnel.

Remarque -
On a schématisé sur la seconde ligne de la figuommportement d’'un volume élémentaire de fluidesdzet
écoulement.
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(a) écoulement (b) écoulement (c) écoulement
rectiligne rectiligne courbe
uniforme rotationnel irrotationnel
(irrotationnel)

z n
’ —du/d:= —q/RS\ —-dq/on
vitesse et >
vorticité
volume . <
élémentaire BB "G P FAN B By
de fluide TN N

Figure 12.2 - Ecoulements stationnaires bidimensionnels inconsiisles homogeénes: (a) écoulement
rectiligne uniforme (irrotationnel), (b): écoulenterectiligne cisaillé (rotationnel), (c) écoulemesourbe
cisaillé irrotationnel.

v’ La deuxieme situation, celle de la figurk2.2 (b) est celle d'un écoulement
unidirectionnel cisaillé. Ce cas correspond pang{e au premier probléme de Stokes traité
dans le chapitrd0 (voir figure 10.8, ou a I'écoulement de Poiseuille entre deux paqu

paralleles (traité en géométrie cylindriqueclapitre 9, cf. figure9.1). Dans cette situation
le rotationnel vautw=-du/ dz. Il ne peut s’agir d’'un écoulement de fluide paréar nous

savons que ces écoulements sont dominés par tenfrent visqueux.

Remarque

Comme schématisé sur la seconde ligne de cetteefips volumes élémentaires se déforment confoeméen
la phénoménologie des écoulements cisaillés exg@diquuchapitre 2, cf. figure2.34 c'est-a-dire sous l'effet
cumulé d’'une déformation d'axes propres inclinés&° et d’une rotation de tau = wy2.

v' Enfin, le troisieme cas, celui de la figut@.2 (c) est celui d’'un écoulement cisaillé
courbe irrotationnel ou les deux termes qui compbisevorticité, cf(12.4.6) s’annulent.

Remarque -

Dans ce cas, lirrotationnalité se traduit au nivela comportement des volumes élémentaires decfida la
conservation de drientation des vecteurs matériels correspondant aux diagodeless élémentde volume
élémentaire ne tourne pasPar contre il se déforme sous l'effet du tensdes taux de déformation qui
caractérise la partie irrotationnelle de la distorsgénérale du fluide. Cette déformation, d’axesppes
orientés at45° par rapport a la tangente locale de la ligne deart est aussi celle qui transforme I'élément
de fluide cisaillé de la figur&2.2 (b) mais maintenant, comme représenté au bas dgueefi2.2 (c) il se
superpose une rotation d’entrainement qui maintieniéntation des diagonales du volume élémentaire
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> L’exemple du tourbillon irrotationnel ponctuel isolé

Le tourbillon irrotationnel constitue I'exemple #ypd’'un écoulement irrotationnel « qui
tourne ». La notion deourbillon a déja été définie dans dthapitre 2, cf. figure2.26 La
notion detourbillon irrotationnel correspond a celle du modele airbillon filament
défini sur la figure2.26 (b) C’est un modele d’écoulement dans lequel la oibétiest
concentrée sur une ligne singuliere, tout le restd’écoulement demeurant irrotationnel.

Dans le cas particulier ou les lignes de couranteteecoulement forment des cercles, on
peut raisonner dans un systeme de coordonnéesesd(eip). Le champ de vitesse vérifie

u=Ug(r) eg. Compte tenu dél2.4.6)l'irrotationnalité w=0 se traduit dans ce cas par :
(12.4.7) Up - _Ot%
r

Cela s’integre comme :

(12.4.8) Ug(r
La constante est déterminée patitgulation du vecteur vitesse, of2.10.7):

(12.4.9) r=¢.u.d =¢_tp(r)rde=2mxconst

Soit en définitive :

(12.4.10) ug(r)=——

Mais on a aussi, toujours d’apr@s10.7):
(12.4.11) r= ” w.n dS= 211!Ir o( r) r'dr'=2mx const
o s— = 0

Soit :
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(12.4.12) J'(; w(r')rdr =const.

La solution de cette équation est une distributib® Dirac localisée au centre de
I'écoulement :

(12.4.13) w(r) =T 3(r)

Les équationg12.4.10)et (12.4.13)définissent urtourbillon ponctuel. L'allure du champ

de vitesse et de vorticité correspondant est sctigénga figure 12.3 ci-dessous. Cet
écoulement est donc irrotationnel, sauf en sorreenti se caractérise par la présence d’une
singularité rotationnelle.

(a) (b) ()

I3(x1)3(x2)

S Xy

> X / :xl

> 7 lignes de courant

Figure 12.3 -Tourbillon ponctuel : (a) loi de vitesse, (b) lignde courant, (c) distribution de la vorticité
(singularité).

Le tourbillon ponctuel constitue I'une des briquiesbase de la description daulements
bidimensionnels et irrotationnels de fluide parfait incompressible homogéne
(écoulements potentiels) que nous développerons ldgorochain chapitre. C’est une notion
clef de la mécanique des fluides a laquelle oné$ere trés souvent pour interpréter les
écoulements de fluide.

» Conclusion

De cette analyse on peut tirer une conséquenceriame, d'ordre général, pour les
propriétés du fluide parfait :
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Un écoulement de fluide parfait pgatirner (au sens ou sdignes de courantsontcourbes tout en
étantirrotationnel .

12.5 Le théoréme de Kelvin et le théoreme de Lagrange

La relation de Crocco révele donc le role de Idivibé dans les écoulements de fluide. Elle
distingue ce faisant le cas particulier deoulements irrotationnels de fluide parfait
partant de conditions initiales simples, c.-a-d.mbentropiques et homoénergétiques
(comme celles que I'on essaye de produire dansounferie par exemple), I'écoulement ne
pourra conserver ces propriétés que s’il demewstaironnel.

L’hypothése d’écoulemenirrotationnel se trouve étre justifiée dans de nombreux cas
pratiques par deux théorémes importants qui défenisles conditions de son application. Il
s’agit duthéoreme de Kelvinet duthéoréme de Lagrangeque nous allons présenter
maintenant.

» Le théoreme de Kelvin

Théoréme de Kelvin -
Soit un contour matérieC(t) fermé entrainé par uacoulement defluide parfait ne coupant

aucune surface de discontinuité. Si le fluide lemtotrope, et soumis uniquement des forces
dérivant d’un potentiel, alors la circulation de la vitesse le long degetour est une constante :

(12.5.1) r= gSC(t)g .dl = const

Corollaire : en appliquant la formule de Stokes,(@f10.7) on peut aussi écrire :

(12.5.2) r :Hs(t)@.n dS= cons,

—

ou S(t) désigne une surface quelconque s’appuyant swngr C(t). Cela implique notammer

gue, dans les conditions du théoreme ci-dessufyxdedu vecteur vorticité a travers toute surfgce
matérielle est une constante.
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Afin de démontrer méthodiqguement ce théoréme, atestout d’abord ses hypothéses dans
I'ordre ou nous allons les utiliser :

H1 - Le contour matérieC(t) est fermé et ne coupe aucune discontinuité ;

H2 - Le fluide est parfait ;

H3 - Les forces de volumes dérivent d’un potentiel ;
H4 - Le fluide est barotrope, donc tel gpe=p(p), cf. (4.5.25)

La démonstration de la relatigh2.5.1)repose sur I'application dinéoreme de transport
vu au chapitre 3 a uneintégrale linéique matérielle Comme démontré rigoureusement
dans l'annexeAl2.2 de ce chapitre a partir d’'un raisonnement sur Vasiables
lagrangiennes, la dérivée temporelle de l'intégnaerielle(12.5.1)revient a dériver « sans
état d’ame » sous le signe somme :

dr d al
(12.5.3) ot quC(t)a(g @) ZCﬁC(t)[ __t di+u. dt ]

(12.5.4) %=dg
Donc :

dar _ du _ du 1
(12.5.5) E_qsc(t)( _t'—lﬂ—J .du) _CﬁC(t)_t '—dl+<ﬁC(t) d E—& )

Puisque selon I'hypothésdl le contour est fermé et ne coupe aucune discotdinla
derniere intégrale est nulle. Il reste :

(12.5.6) d—r:qsc(t)@. |
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Conformément aux hypothéske® et H3, on peut remplacer la dérivée matérielle dans le
second membre de cette équation par le second raateldiéquation de la dynamique sous
sa formg(12.1.1)(Euler) :

dr 1
12.5.7 —= —grad @——grad p).dl
(125.7) at = Fe(y( ~9rade-Sgrad p).di

On fait alors appel a lBprmule de Stokesque I'on applique aux deux termes de I'intégrale
ci-dessus. Pour le premier terme cela donne :

(12.5.8) 95c(t) Lacjcpm:jjs(t)r_m(@cp) .nds=0

(N —
=0

Pour le deuxieme terme {&2.5.7) on doit calculer, toujours selon la formule dekes :

(12.5.9) qSC(t)_

En appliquant la relation vectorielle (cf. anné¥&4) déja utilisée ei4.5.20):
(12.5.10) rot(a A) = arot A+ grad( § 0_4

aveca=1/p et A= grad p, on obtient :

(12.5.11) rot ( —%grad p):—l2 radpO grad [
grad 02
La relation(12.5.9)devient donc :
(12.5.12) <J5 —lgrad p._I=H (—1 gradp O grad p).ndS
oy p 2l 9! 7 gradegra

Donc en définitive :
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(12.5.13) E=ﬂ5(t)( ~gradpCgad p).ndS=0

Le vecteur(grad p O grad p)/p2 porte le nom deecteur barocline Ce vecteur s’annule

dans la mesure ou le fluide dwtrotrope conformément a I'’hypothédd4 ci-dessus. Dans
ce cas la circulation du fluide se conserve ausdarson mouvement. C’est le théoreme de
Kelvin, cf. (12.5.1)

La phénoménologie de la production de circulationrgsulte d’une situation non barotrope,
donc barocline pour laquelle les surfaces isopy¢pesconst) ne sont pas paralléles aux
surfaces isobaresp(= const) a été expliquée athapitre 4 dans le paragraphe5 consacré

a la statique des fluides, cf. figue7. Ce mécanisme n’existe pas pour un fluide baretrop
Dans ces conditions, et en I'absence de tout efforgentiel de nature visqueuse due a
I'hnypothése du fluide parfait, il n’y a donc plusicaine possibilité de faire varier la
circulation. D’ou le théoréme de Kelvin.

> Le théoréme de Lagrange

Ce théoreme est un corollaire du précédent : paisiquns un fluide parfait barotrope ou les
forces de volume dérivent d’un potentiel la cirtidia de la vitesse le long de tout contour
matériel ne traversant pas de discontinuité seetvessi elle est nulle & un instant, elle I'est
donc a tout instant. Comme cette circulation essiaggale au flux de la vorticit® = rotu a
travers toute surface s’appuyant sur ce contouf12f5.2)et figure2.24 le rotationnel est
donc nul dans tout I'écoulement. L’écoulement estadirrotationnel.

Théoreme de Lagrange -

Si I'écoulement d’'urfluide parfait barotrope soumis ades forces dérivant d’'un potentielest
irrotationnel a un instant donné, alors il le demeure a touaimsultérieur.

Voila donc le théoréme annoncé plus haut qui pranwean écoulement de fluide parfait
barotrope qui est irrotationnel a un instant donnéle reste
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>  Applications du théoreme de Lagrange : un exemple

Le théoreme de Kelvin et le théoreme de Lagrangemjuécoule sont d’une grande portée
pratique. Pour apprécier cela, il est importantndéer que comme stipulé a propos de
(12.5.1) et (12.5.2) le théoreme de Kelvin nécessite seulement queotgour matériel
considéreé sur lequel on calcule la circulation saibsporté par un fluide parfait barotrope ;
il N"'est donc pas nécessaire dqoet I'écoulement vérifie cette propriété. L’écoulememt
dehors du contour matériel peut donc ne pas éfe dain fluide parfait, et peut donc
contenir notamment des régions visqueuses. Cefad @enc I'applicabilité de ces deux
théorémes a des situations réelles.

On illustre cela sur la figur&2.4 ci-dessous. Il s’agit d’'un écoulement uniforme ictpat

un objet bidimensionnel. Comme schématisé, toutotwnmatériel qui ne pénétre jamais
dans les régions visqueuses de I'objet conservdrsalation. La circulation étant nulle a
I'amont puisque I'écoulement est uniforme, elle éene nulle a tout instant, et cela quel que
soit le contour considéré. On peut donc affirmes puites les régions de fluide parfait de
cet écoulement sont irrotationnelles

I'(r)=0

:l fluide parfait irrotationnel

D fluide visqueux

Figure 12.4 -Conservation d’une circulation nulle dans les ragide fluide parfait d’'un écoulement uniforme
impactant un objet bidimensionnel (théoréme de diage).

Le raisonnement sur la portance d'une aile mené&leapitre précédent a propos de la
figure 11.8 peut étre alors enrichi par celui effectué a psoge la figurel2.4ci-dessus :
I'écoulement de fluide parfait autour de l'aile gengendre sa portance en créant un
différentiel de pression entre I'extrados et I'ados est irrotationnel si le profil de la vitesse
est uniforme a l'infini amont. Le fait que I'écontent soit irrotationnel signifie que les
« particules de fluide » ne tournent pas autour lele centre d’inertie. Nous avons
schématisé cela sur la figud.4 au moyen d’'une croix qui représente deux vecteurs
matériels orthogonaux. Le fait que I'écoulementt swbtationnel se traduit alors par la
conservation de d¢rientation de ces petits segments le long des lignes de douran
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Remarque -

Contrairement a ce que pourrait laisser pensee aetniére simplifiée de représenter les chosede seu
I’ orientation de ces vecteurs matériels est conservée. Leur éamgthange sous l'effet de la déformation

irrotationnelle que traduit le tenseur des tauxié®rmation de I'écoulement. Cela a été expliquédail plus
haut, cf. figurel2.2 (c)

»  Approfondissement * - Application du théoreme de Lgrange : deux autres
exemples

Un deuxiéme exemple qui illustre le théoreme derdage est représenté sur la figu2.5 ci-
dessous. On considére maintenant un écoulemeiaténiient au repos dans lequel un profil d’aile

mis en mouvement de maniére impulsive. Puisqueoliment est au repos a l'instant initigl,

est

d’aprés le théoreme de Lagrange la circulationt@ur contour matériel qui ne coupe ni l'aile ni son

sillage visqueux est nulle et le demeure a touaintsComme schématisé, cela laisse une possibi
I'existence d’'une circulation localement non nuler un contoutintérieur a ce premier contou

ité
r

matériel si 'une des branches des deux contours abtenus coupe la nappe visqueuse de l'gile.

Cela montre que la mise en mouvement d’'un objes danfluide peut créer des régions ou le flu
est rotationnel. La couche limite du profil et seilage sont effectivement des écoulemg

rotationnels dont 'origine provient de I'adhérerdie fluide sur l'aile. Le cas présenté sur la feglir
12.5 reproduit alors les observations expérimentaldiesEmontrent, qu’en effet, la mise én

ide
nts

mouvement d'un objet asymétrique tel qu'une aileliite par rapport a la direction de [ce

mouvement crée un tourbillon de fluide. Ce toudnijlappelédourbillon de démarrage, est dépose
dans le fluide par le déplacement impulsif de &alPar application du théoreme de Lagrange, o
déduit que I'’écoulement autour de l'aile possédesaline circulation de méme amplitude que ¢
de ce tourbillon, mais de signe opposé, de sordayuairculation totale reste nulle conformément
théoreme de Lagrange. Comme nous le verrons darpprofondissement du prochain chapi
cette circulation est a I'origine de la portancd’diée en mouvement.

F2 = —Fl Fl >0

& &
<€ <€

v 4—%,_9) )

N

>

> >
> >

Figure 12.5 - Tourbillon de démarrage consécutif a la mise en vement impulsive d'une ailg
bidimensionnelle portante dans un écoulement aosregénération d'une circulation autour de l'aile
circulation du fluide sur le contour qui ne coupes fes régions visqueuses est nulle (théoréme giauhge).

Enfin, un troisieme et dernier exemple considéréladigure 12.6 est celui d’'une aile réelle, don

\14

h en
elle
au
€,

=

37

C

d’envergure finie.
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Iy(1)>0

(1) =-T(¢)
Figure 12.6 -Création de deux régions rotationnelles antisyipddis (tourbillons rotationnels visqueux) dd
le sillage d’'une aile d’envergure finie en translatuniforme. Ce schéma de principe peut étre condra la
photo de figure2.29 La circulation du fluide le long d’'un contour goe coupe pas ce sillage est nU
(théoréme de Lagrange).

Si l'aile se déplace avec un mouvement de traweslathiforme et si I'on considére un contour d;
un plan normal a la direction d’avancement de caitte suffisamment éloigné de I'objet pour é
totalement plongé dans le fluide parfait, d’apeshiéoreme de Lagrange la circulation le long d
tel contour est nulle et doit le demeurer a togtant tant que l'aile et ses régions visqueuse
coupent pas le contour. Mais I'aile engendre uagsl visqueux, et les observations telles ques
reportées aehapitre 2 sur les figure2.27 a 2.29 montrent que compte tenu de la symétrie d¢
probleme ce sillage visqueux s’organise sousriadade deux régions rotationnelles antisymétrig
qui constituent deux tourbillons contrarotatifs. tiaculation totale restant nulle, cet écoulem

e

hNS
tre
un
5 ne
blle
b ce
ues
ent

respecte également le théoréme de Lagrange.

» Conclusion

De cet examen des propriétés du fluide parfait eetled vorticité, il faut retenir I'idée
importante suivante : d'apres le théoreme de Lagradans un écoulement de fluide parfait
barotrope, tel qu’'un écoulement homoentropique ou égoulement de fluide parfait
incompressible homogéne, si I'écoulement est itimtael a un instant donné, il le demeure.
C’est ce résultat fondamental que nous allons éegpldans le chapitre suivant consacré aux

écoulements irrotationnels.
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12.6 Résumeé des formules essentielles

> La relation de Crocco

v’ Hypotheses
Ecoulement de fluide parfait avec force de volur@evant d’un potentiel.

v" Forme générale de la relation de Croccaf. (12.1.8)

(1271) %+ @Dg :—grad( e+£+i+(p)+ T grad:
vecteur
de Lamb charge totale H

v' Cas des écoulements de fluide parfait stationnairesf. (12.2.1)

(12.7.2) wlu=-grad H+ T grad ¢

Un écoulement stationnaire de fluide parfait hontagrique (s= const) et homoénergétiqu
(H =const) est forcément irrotationnety=rot u =0).

D

v Cas des écoulements de fluide parfait barotropef. (12.3.7)

(12.7.4) ——+(g|]g:—grad(.[p((:lg) +%+(P),

v' Cas des écoulements stationnaires de fluide parfaiicompressible homogensans force de
volume, cf. (12.4.1)
2
p,u
—grad( —+=—
grad(--+-)

(12.7.5) wlu

> Les écoulements courbes irrotationnels

v' Cas des écoulements stationnaires de fluide parfaitcompressible homogénsans force de
volume irrotationnels : I'exemple duourbillon irrotationnel ponctuel isolé, cf. (12.4.10),
(12.4.13), figure 12.3




Chapitre 12. Ecoulements rotationnels — Ecoulements irrotatitsnne

452

(12.7.6) ug(r) :%
(12.7.7) o(r)=r3(r)

ou I désigne la circulation du tourbillon &{r) une distribution de Dirac.

> Le théoréme de Kelvin

v' Hypotheses

Contour matérielC(t) fermé entrainé par urécoulement defluide parfait ne coupant aucune
surface de discontinuité dans un fluidarotrope soumis aes forces dérivant d'un potentiel

v Théoréme de kelvin cf. (12.5.1), (12.5.2)

(12.7.8) r :cﬁc(t)g .dl :Ijs(t)@.g dS= cons

ou S(t) désigne une surface quelconque s’appuyant sankuwr C(t) .

»  Lethéoreme de Lagrange

Si I'écoulement d'urfluide parfait barotrope soumis ades forces dérivant d’un potentielest

irrotationnel a un instant, alors il I'est a tous les autretaims.
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Al2.1 Deémonstration de la décomposition de Lamb

On veut démontrer l'identit@2.1.4 :

(A12.1.1) Du .u=wOu+ grad( %_&)

En introduisant le tenseur de rotating%(ﬂg—tﬂy), on peut écrire Il'accélération

convective sous la forme :

(A12.1.2) Ou.u=2Q .u+'0Ou.L

Pour le premier terme du second membre de cett@&ipn on note que pour tout vectefy
ona:

(A12.1.3) A=QOA

o

ou Q definit le vecteur de rotation Nous avons vu achapitre 2, cf. (2.10.2)que le vecteur
taux de rotatiom et le vecteur vorticitéo sont reliés par :

(A12.1.4)

o
I
e

N =

On obtient donc le premier terme du second membitédentité (A12.1.1):

(A12.1.5) 2Q .u=wiu

Si I'on se limite pour simplifier au cas d’'un sysi& de coordonnées cartésiennes, le second
terme du second membre @€12.1.2)vérifie quant a lui :

ou; ou;
(tDu -y)i = (—axli_ekm_‘% ) we] =] |U—ax:<(4<ej_j ) 445
ou; ou; o 9 ,1
(A12.1.6) =[u o &dj | .8 “axk G & = H ax ax( > i)

=[ grad( ;17 ) ]
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Donc :
(A12.1.7) ‘Ou .u= grad( 1 )

Cela compléte la démonstration.

Al12.2 Dérivée d’'une intégrale linéiqgue matérielle démonstration

Onveut démontrela relation (2.5.3):

dr d d d(dl
(A12.2.1) ot = Peryae-a)= eyl F‘?-_lﬂl- (dt)]

Soit l'intégrale :
(A12.2.2) Sﬁc

X, 1. di(X.t).

Exprimée dans le jeu des variables Iagrangierﬁh_(%), la dérivée temporelle de cette quantité

vaut :

(A12.2.3) %I’(t) =Iim5tqo§[l'(t+6t)—r(t)],
avec :

(A12.2.4) r(t+at)= Sﬁc(t%t)g(L,Hét) (X, t+31)

Pour les deux quantités qui interviennent dan aktniére intégrale, on peut écrire :

(A12.2.5) u(X,t+3t) = u(X, t)+%( X, )3+ ...
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(A12.2.6) _|(A,t+5t)=_|(5,t)+%(l<,t)5t+...
D'ou :
%F(t) :Iimatqoé{ (Jsc(t)[ u(X, t)+%(1, ) St+... ][ gl(l,t)+%(l(,t)6t+ ]

- Sﬁc(t)g(A’t) -ﬂ(l, t) }
En négligeant les termes d’ordre deuxdtnon obtient :

(1227 ST (0) =ime ool o[ u(X ). 51X Y+ S 9 (.9 +..] 51

En revenant aux variables eulériemﬁgst) , On a pour la vitesse et pour la déformation tjoéi

de I'élément de contouwdl qui interviennent ci-dessus :

u(X,t)=u
A12.2.8
#1228 ol - 2(d)

t dt
Donc .

d_,.\_ d(dl)  du
(A12.2.9) ar(t)_gSC(t)[g. - +E.m+...]

ce qui démontre la proposition.
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Chapitre 13. Les écoulements potentiels

13.1 Le deuxiéme théoreme de Bernoulli

Comme nous I’avons vu dans le chapitre 11, le premier theoreme de Bernoulli est basé sur la
définition de I’existence d’un invariant matériel homogéne a une énergie dans un cadre
d’hypothéses donné. Dans un écoulement permanent de fluide parfait, cet invariant matériel
est la charge totale H . Mais il existe une autre version de ce théoreme, le deuxieme théoreme
de Bernoulli, qui, lui, s’applique aux écoulements instationnaires de fluide parfait dans la
mesure ou ces écoulements sont irrotationnels. Comme nous allons le voir, ce théoreme mene
a la definition d’un invariant général qui ne se limite pas a une ligne de courant mais qui
caractérise tout I’écoulement.

Le deuxieme théoreme de Bernoulli s’établit a partir de la relation de Crocco pour un
écoulement de fluide barotrope, cf. (12.3.7) :

2
(13.1.1) %+Q/\Q=—grad ( Ipdp u )

Comme nous I’avons vu, c’est une forme particuliere de I’équation de la dynamique valable
pour un écoulement de fluide parfait barotrope ou les forces volumiques dérivent d’un
potentiel.

Remarque -

Rappelons aussi que les écoulements de fluide barotrope recouvrent notamment le cas des écoulements de fluide
parfait incompressible homogene, pour lesquels p=const., le cas d’un gaz thermiquement parfait

isotherme, tel que T =const., et le cas d’un gaz thermiquement et calorifiquement parfait homoentropique,
tel que p =const.xp" .

Si I’écoulement est permanent, en contractant cette équation avec la vitesse, on obtient le
premier théoreme de Bernoulli (11.2.6) qui stipule que la charge totale H , ici celle d’un fluide
barotrope, se conserve le long des lignes de courant de I’écoulement. La constante peut varier
d’une ligne de courant a I’autre.
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Remarque -
Rappelons que comme vu au paragraphe 11.2 du chapitre 11, le premier théoreme de Bernoulli ne se limite pas
au fluide barotrope. 1l est valable pour tout type d’écoulement permanent de fluide parfait.

Supposons maintenant que I’écoulement ne soit pas stationnaire, mais qu’il soit irrotationnel,
donc tel que :

(13.1.2) o=rotu=0 - écoulement irrotationnel

Cela implique alors I’existence d’un potentiel des vitesses ¢, tel que :

(13.1.3) u=grad ¢

Les écoulements irrotationnels sont appelés, de ce fait, écoulements a potentiel.

Dans ces conditions, la dérivée partielle par rapport au temps dans I’équation (13.1.1) prend la
forme d’un gradient :

—— = a_(p
(13.1.4) = grad ( ot j

La dérivée temporelle du potentiel peut ainsi venir s’ajouter a la charge totale. Puisque dans un
écoulement irrotationnel o A u =0, on obtient alors pour (13.1.1) :

2
97+¢=c(t)

op dp
3.1 -
(13.1.5) at+jp(p)+

La constante C(t) est identique dans tout I’écoulement : comme annoncé, on fait apparaitre
ainsi un invariant général qui caractérise I’ensemble de I’écoulement.

Le deuxieme théoréme de Bernoulli s’énonce donc comme suit :
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Deuxieme théoréme de Bernoulli -

Dans un écoulement de fluide parfait irrotationnel et barotrope dans lequel les forces de volume
dérivent d’un potentiel, on a:

op dp 1
(13.16) O TRL R0

ol ¢ est le potentiel des vitesses tel que u=grad¢. La constante C(t) est identique dans tout

I’écoulement.

Une remarque doit étre faite a propos de ce théoréme : la constante C(t) peut étre éliminée
dans (13.1.6) en I’incluant dans la definition du potentiel des vitesses ¢ . En effet, celui-ci est
défini & une constante dépendante du temps prés. En posant :

(13.1.7) (p'ch—j(:(t) dt,
on a toujours :

(13.1.8) grad ¢'=grad p=u,

La relation (13.1.6) peut donc aussi s’écrire sous la forme :

oo’ dp 12
13.1.9 —+|——+>U"+¢=0
(13.1.9) ~ Ip(p) >

13.2 Les écoulements potentiels

Si I’on se cantonne aux aspects mathématiques de la mécanique des fluides, I’intérét de
I’hypothese des écoulements irrotationnels est qu’elle supprime la non-linéarité de I’équation
de la dynamique attachée au terme wAu issu de la décomposition de Lamb (12.1.4). Le
probleme ne devient pas pour autant linéaire puisque I’on conserve le terme @( 92/2 )
issu de cette décomposition. Mais ce terme est pris en compte dans une équation de
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conservation autonome qui est (13.1.6). La loi de la dynamique se résume alors a cette
équation. La seule équation restante, dans laquelle intervient la variation spatiale du champ de
vitesse, est I’équation de continuité. L’équation de continuité fournit donc la seconde équation
differentielle pour le potentiel ¢ dont nous avons besoin pour résoudre le probleme.
Examinons cela.

>  Continuité

En remplacant u par son expression (13.1.3) dans I’équation de continuité générale (3.3.7) on
obtient dans un repére de coordonnées cartésiennes :

2 2 2
(13.2.1) P %0% 09 dodp ., (0% 0% 0\
ot oxox oyoy oz oz ox2  ay? o2

dp/dt=0p/ot+grad ¢.grad p  divu =div grad ¢ = A

Cette équation doit étre résolue avec (13.1.6) et un jeu de conditions initiales et de conditions
aux limites idoine.

»  Cas du fluide compressible

Pour les écoulements a masse volumique variable, I’équation de continuité (13.2.1) ne présente

pas d’avantage décisif car elle reste non-linéaire du fait de la présence du produit de gradients
grad ¢. grad p. Dans le domaine de la dynamique des gaz ou I’on traite souvent de situations

d’écoulements compressibles, des méthodes approchées ont été développées pour résoudre
cette equation dans le cas ou la variation de la vitesse, donc celle des dérivées du potentiel o,

peut étre considérée comme une petite perturbation par rapport a un écoulement uniforme.
Cette méethode, appeléee méthode du potentiel linéarisé compressible, s’appuie alors sur une
version linéarisée des équations (13.2.1) et (13.1.6). Elle ne sera pas développée dans ce cours.

>  Fluide incompressible homogene

Dans le cas ou le fluide peut étre considéré comme incompressible, tel que
dp/dt =—p divu =0, conformément a (13.2.1) le potentiel devient une solution de I’équation

de Laplace :
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2 2 2
(13.2.3) divg:A(p=a‘2')+a‘zp+6‘2"=o
ox- oy° oz

Cette équation est linéaire. Les hypotheses d’irrotationnalité et d’incompressibilité permettent
donc de remplacer le probleme différentiel non-linéaire des équations d’Euler par un
probleme plus simple, linéaire, consistant a résoudre I’équation de Laplace pour le
potentiel des vitesses :

Ag(x,t)=0

(13.2.4) conditions initiales

conditions aux limites

On a donc dans ce cas ramené la résolution de I’écoulement a celui d’un probleme linéaire,
celui décrit par (13.2.4). 1l s’agit d’une simplification considérable.

Si I’on ajoute a cela I’hypothése que le fluide est non seulement incompressible mais aussi
homogene, tel que p=const., alors le terme jdp/p(p) de I’équation (13.1.9) vaut

p/p + const. . Le deuxiéme théoréme de Bernoulli (13.1.6) devient :

op p u?
2. —+—+=—+¢=C(t
(13.2.5) 8’[+p+2+¢ (t)

La résolution de I’équation de Laplace (13.2.4) fournit le potentiel ¢, d’ou I’on déduit la
vitesse u = grad ¢. La pression est alors obtenue au moyen de la relation (13.2.5).

>  Ecoulements potentiels : définition
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Les écoulements irrotationnels de fluide parfait incompressible homogéne soumis a des forces
volumiques dérivant d’un potentiel, donc decrits par les équations (13.2.4) et (13.2.5), sont
appelés écoulements potentiels.

Ecoulement potentiel -

Un écoulement potentiel est un écoulement irrotationnel de fluide parfait incompressible homogéne
soumis a des forces volumiques conservatives.

C’est le caractere linéaire de I’équation (13.2.4) qui fait tout I’intérét des écoulements
potentiels. L’une des conséquences de cette linéarité est qu’il devient possible de construire un
écoulement de ce type au moyen d’une superposition d’écoulements élémentaires, solutions
de I’équation de Laplace. On peut faire cela avec une précision qui augmente avec le nombre
de solutions élémentaires de cette somme. C’est le principe de superposition. Nous allons
nous exercer plus loin a cette méthode.

13.3 Le cas des écoulements potentiels bidimensionnels

Pour explorer les écoulements vérifiant (13.2.4), nous allons nous cantonner au cas des
écoulements bidimensionnels. On considérera le cas des coordonnées cartésiennes et celui
des coordonnées polaires.

Dans un systéeme de coordonnées cartésiennes, ces ecoulements sont caractérises par le champ
des vitesses, cf. (2.11.1) :

(13.3.1) U=U (X, Xp,t) g +Up (X, X0, t) €5,

ou I’on peut ajouter une vitesse de translation uniforme selon e;. En coordonnees polaires,
on a, cf. (A2.1.2) :

(13.3.2) u=u,(r,6,t)e, +ug(r.0,t)eq,

ou I’on peut également ajouter une vitesse de translation uniforme selon e .
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>  Potentiel des vitesses et fonction de courant

L’irrotationnalité implique I’existence du potentiel ¢(x;,X,,t), cf. (13.1.3), tel que :
(13.3.3) u(xq, X,t) = grad ¢(xg, Xp,t)

Dans un systeme de coordonnées cartésiennes, cela donne :

(13.3.4) Up =2 Uy = =2

Dans un systéme de coordonnées cylindriques, on a :

o 10¢
13.3. Up = —, Uy = ——
(13.3.5) a0 T o0

Par ailleurs, nous avons vu au chapitre 2 que les lignes de courant d’un écoulement
bidimensionnel incompressible correspondent aussi aux lignes isovaleurs de la fonction de

courant w(xl,xz ,t). Dans un repére cartésien on a, cf. (2.12.13) :

oy oy
=—, u2 = —_
8X2 8X1

(13.3.6) Uy

En coordonnées cylindriques, on a, cf. (A2.1.41) :

Loy o ov

3. U =———, Uy =
(133.7) Troe P or

Les lignes équipotentielles ¢ = const. et les lignes de courant y = const. forment alors deux
réseaux de courbes qui se coupent a angle droit en chaque point de I’écoulement.

Démonstration -
En coordonnées cartésiennes par exemple, en tout point de I’écoulement on a en effet grad ¢ .grad vy

=—UUs + Uy = 0.
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v Chaque fonction ¢ et y Vvérifie par ailleurs I’équation de Laplace. Pour le potentiel ¢,
c’est I'incompressibilité qui assure cette propriété, cf. (13.2.3). Pour la fonction de courant v,
c’est c’est I’irrotationnalité qui mene a I’équation de Laplace. En effet, si I’on raisonne par
exemple avec des coordonnées cartésiennes, compte tenu de (13.3.6) :

duy au 9%y A%y
o Xl oxs

(13.3.6) rot(u).e3=

On peut donc aussi écrire :

(13.3.7) Ay=-0=0

13.4 Catalogue de solutions élémentaires et principe de

superposition

Nous présentons maintenant les trois principales solutions élémentaires qui permettent de
construire des écoulements potentiels simples. Ces solutions sont illustrées sur la figure 13.1.

(a) écoulement uniforme (b) source (c) tourbillon
(p=const. Y =const. (= consl. \J = const. \J = const. / (= const.
A v, :

Figure 13.1 - Trois solutions élémentaires d’écoulements potentiels.

Nous allons analyser tour a tour chacune de ces trois solutions.
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>  Ecoulement uniforme

Soit un écoulement uniforme de vitesse u=Ugcosa g +Ug sina e, . Ce cas correspond a la

figure 13.1 (a) ci-dessus. Conformément a (13.3.4) et (13.3.6), 0n a:

u1:§—(p=§—\v:uoc03a
(13 4.1) ;1 XZ@
Uy =2 =M _yysina
aXZ 8X1

Pour le potentiel des vitesses et la fonction de courant cela donne par intégration :

(13.4.2)

{(p =Uj (cosa X +Sina Xy )+ const,

v =Ug(-sina X +cosa X, )+const.

> Source et puits

La source ou le puits correspondent a des écoulements qui s’effectuent a partir d’un point S
(source) ou qui se dirigent vers ce point (puits). Le cas de la source est schématisé sur la figure
13.1 (b). Dans un systeme de coordonnées polaires (S, r,e) attaché au point source S,
conformément a (13.3.5) et (13.3.7) le champ de vitesse de cet écoulement est :

L _00_1ov_Q

r= =
or roo 2nr
(13.4.3) Y
r oo or

ou Q= cﬁcg .ndl =2nru,, tel que Q >0, est le débit volumique. On en déduit que :

o= Zg logr + const.

(13.4.4) (5‘

v =—0-+const.
21
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Le cas d’un puits revient a changer Q par —Q dans ces relations.

»  Tourbillon ponctuel

Le tourbillon ponctuel correspond a un écoulement irrotationnel qui circule autour d’un point
en effectuant des cercles. Ce cas, schematisé sur la figure 13.1 (c), a été étudié au paragraphe
12.4 du chapitre précédent, cf. figure 12.3. On sait que son champ de vitesse est défini par la
relation (12.4.10). Dans un systtme de coordonnées polaires (T, r,e) attaché au point
tourbillon T,on a:

_6(p_16\|1_o
etV
or r 00
(13.4.5) | Too ‘oy_rT
" re0 o 2mr

dl = 2nr ug . Pour le potentiel des vitesses et la fonction

ol ' désigne la circulation T =<JSCg.

de courant, cela donne :

Q= I 0+ const.
(13.4.6) ZTCF
v =——1logr + const.
271

Remarque -

On note que les écoulements décrits par les relations (13.4.3) et (13.4.5) sont indéterminés au point origine du
repére : en ce point la vitesse tend vers I’infini. Comme expliqué au paragraphe 12.4, dans le cas du tourbillon
ponctuel, ce comportement singulier se traduit par une distribution de Dirac du rotationnel, cf. figure 12.3 (c).
Ainsi, I’écoulement est bien irrotationnel (comme I’exigent les hypothéses d’un écoulement potentiel) sauf a
I’origine. Ces écoulements constituent des singularités potentielles.

13.5 Principe de superposition

Nous illustrons maintenant les aspects pratiques du principe de superposition des solutions
élémentaires présentées ci-dessus.
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>  Superposition d’un écoulement uniforme et d’une source (le bord d’attaque
d’une plaque plane)

Un premier exemple proposé est celui de la combinaison d’une source et d’un écoulement
uniforme. On considére que I’écoulement uniforme s’effectue selon I’axe Ox; . Pour construire
les lignes de courant d’un tel écoulement, on considere donc I’expression de la fonction de
courant y de I’écoulement uniforme donnée par la formule (13.4.2) dans laquelle on pose
a =0, et on lui additionne celle d’une source placée a I’origine du repére, qui est donnée en
(13.4.4). Soit :

(13.5.1) Y=y +Wsource =YpXo + 229 +const.
T

écoult uniforme

avec 9=arctg(x2 /xl). La constante nous rappelle que les fonctions de courant, comme le

potentiel des vitesses, sont des fonctions définies a une constante arbitraire pres.

Le résultat est montré sur la figure 13.2. On voit que le débit de la source est entierement
canalisé vers I’aval par deux lignes de courant formant une ligne séparatrice BAC . Ces deux
lignes de courant tendent a devenir paralléles a I’axe Ox; loin a I’aval. On introduit alors la

longueur h qui caractérise la demi-séparation de ces lignes de courant qui canalisent le débit
Q alavitesse Uy loin a I’aval. Cette échelle est donc définie par :

(13.5.2) Q=Up2h

D’ou:

(13.5.3) %:(%+2ij+const.
T

Par commodité, on choisit const.=—-1/2 de telle sorte que la ligne de courant qui coincide
avec I’axe Ox a I’infini amont (telle que 6 =m) corresponde a la valeur y=0. Comme

montré sur la figure 13.2, la construction du réseau des lignes de courant s’effectue alors en

reliant les points d’intersection entre les droites paralléles et les rayons pour lesquels on obtient
la méme valeur de y/Q (cette valeur est indiquée a droite du graphe).
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La ligne de courant =0 comprend I’axe Ox; privé de l’origine et la courbe BAC

d’équation :

(13.5.4)

xp/(2h)

1}2
5/12
2/6
1/4
1/6
1/12
0
~1/12
-1/6
~1/4
~2/6
-5/12

-1/2

X2 i_l =0
2h 2n_ 2
Xy A —

——

v/0

1/12

-1/12
—1/4

1/4

1/12
C o

~1/12

Figure 13.2 - Construction du réseau de lignes de courant d’un écoulement correspondant a la superposition
d’une source et d’un écoulement uniforme (source : R. Ouziaux & J. Perrier, « Mécanique des fluides appliquée »,

Dunod 1978).

La longueur du segment BC tend vers 2h a I’infini aval (pour 6 — 0). Enfin, le point d’arrét A
est déterminé par I’annulation de la vitesse. En dérivant (13.5.3) avec @=arctg(Xy/X ), on

trouve pour la composante selon Ox; de la vitesse :

(13.5.5)

U =

oy _

g

1 1 1

—+
2h 27'CX1 \/1—(X2/X1)2

Donc sur I’axe Oxq, Xo =0, u; =0 impliquent :
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1
2n

XAy
(13.5.6) SE(A)=

On peut remplacer n’importe quelle ligne de courant par la surface d’un solide sans que cela ne
modifie I’écoulement a I’extérieur de ce solide. En particulier, la courbe BAC de la figure 13.2
représente la ligne de courant d’un écoulement potentiel autour du bord d’attaque d’une plaque
plane. Ainsi, si I’on désire introduire une plaque plane d’épaisseur 2h dans un écoulement, on
pourra utiliser cette méthode, c’est-a-dire I’équation (13.5.4), pour définir et usiner ce bord
d’attaque de sorte qu’il soit le plus « aérodynamique » possible au sens ou, si I’on néglige les
effets de la viscosité, la surface de I’objet devient une surface de courant d’un écoulement de
fluide parfait incompressible irrotationnel. On obtient ainsi une forme « idéale », c.-a-d. la
moins perturbative possible. C’est ainsi que I’on procéde en pratique.

Remarque -
Notons que cela n’est vrai que si le nombre de Reynolds est grand (hypothése du fluide parfait) et si le nombre de
Mach reste faible (hypothése du fluide incompressible).

»  Superposition d’une source et d’un puits : dipdle

Le dipdble constitue une autre application du principe de superposition. Il s’agit de la
superposition en un méme point d’une source et d’un puits de débit +Q. Comme schématisé
sur la figure 13.3 (a) ci-dessous, on considére tout d’abord un doublet constitué d’une source
située en un point S et d’un puits de méme débit situé en un point P.

(a) doublet
X2 N S
a b
19) x
P

Figure 13.3 - Superposition d’une source et d’un puits : (a) le doublet, (b) le dipble.
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On raisonne ici a partir du potentiel des vitesses. Conformément a (13.4.4), on peut écrire :
13.5.7 = - _Q I -0S| -1 -OP
(13.5.7) ¢ = Psource T Ppuits = 27‘C( 0g ”[ _” 0g ”[ _” )

Considérons alors la limite de cette expression lorsqu’on rapproche la source du puits, de sorte
que [PS||— 0, tout en maintenant le produit Qx PS = p constant. Cela produit un dipdle de

moment p comme illustré sur la figure 13.3 (b). En effectuant un développement limité des

logarithmes de (13.5.7) on obtient :

SP.e p.e p.r
(135.8) g-2er_ Bo B
2t r 2nr 27r
Démonstration -
On peut écrire log|r—0S| =log| re, —(0S ., )e, —(0S.eq)e, | =logr+log| ( 1—(£r'gr )e, _%r-ﬁe eo
:Iogr+%log[ ( 1_%-% )2 +( S & )2 | = Iogr—%'glr +0( S & )2. De la méme fagon, on obtiendra
r r r r
OP.e

OP.e . . s
Iog||[—@||zlogr——r =L +0( r_r )2. Conformément a (13.5.7), par soustraction, on obtient (13.5.8) a

I’ordre dominant.

Pour le réseau de lignes de courant y perpendiculaire a celui de ¢, on trouve :

(13.5.9) Y=

On en déduit le champ de vitesse en calculant les gradients de ¢ et de y selon r :

Ur:_—___ =

o0 1a(g-£/rj p.r

or  2morl r | ond
(13.5.10)
Lo Ov_ 10(PArr) par
" or 27 Or r omr3
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>  Superposition d’un dipdle et d’un écoulement uniforme : I’écoulement
acyclique autour d’un cylindre

Nous allons maintenant utiliser la solution correspondant au dip6le que nous venons d’établir
pour étudier le cas d’un écoulement autour d’un cylindre. Pour cela, on considére I’écoulement
stationnaire correspondant a la superposition d’un écoulement uniforme de vitesse horizontale
u=Uge; et d’un écoulement de dipdle de moment vectoriel a contre-courant, tel que
P=-peg. Celaest schématise sur la figure 13.4 ci-dessous.

Ug» Po

YYYYY

A 4

Figure 13.4 - Superposition d’un doublet et d’un écoulement uniforme : I’écoulement acyclique autour d’un
cylindre.

Ona:

(13_5.11) {(P = Qgcoulement uniforme (a=0) + (Pdipéle (a=n)

WV = Wécoulement uniforme (a=0) T Vdipole (a=r)
Soit, d’aprés (13.4.2) et (13.5.8) :

pcose:(uowi)cose

2nr

(13.5.12) ¢ =Ugrcoso+

Pour la fonction de courant, d’aprés (13.4.2) et (13.5.9), on obtient :
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p )
13.5.13 =(Ugr———— )sin®
( ) v =(Ug an)

Si a désigne le rayon du cylindre, le cercle devient une ligne de courant particuliere de cet
écoulement si \u(r:a)zconst.. Si I’on choisit la valeur zéro pour cette constante, selon
(13.5.13) le moment dipolaire p vaut :

(13.5.14) p=2ma’U,

En remplacant cette valeur dans (13.5.12) et (13.5.13) on obtient :

a2
¢=Ug( 1+ )rcosd
(13.5.15) "
y=Up(1-25 )rsine
r
Les composantes u,, ug de la vitesse valent :
2
Uy _%0_ of 1-2 )cos®
or 2
(13.5.16) o,
100y (142 sino
"“rao OV 2

Comme représenté sur la figure 13.4 I’écoulement est symétrique par rapport a I’axe Ox et il
possede deux points s’arrét, A;, Ay, situésen 6=mx et 0. Sur les flancs du cylindre, c.-a-d. en

0=+m/2, lavitesse a doublé : |uf(r=a,6 =+m/2)=2Uy.

>  Ajout d’un tourbillon : I’écoulement cyclique autour d’un cylindre

Introduisons maintenant la troisieme solution élémentaire présentée sur la figure 13.1, le
tourbillon. Si I’on superpose a I’écoulement de cylindre ci-dessus un tourbillon au centre du
cylindre, ona:
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(13_5_17) {(P = QPécoulement de cylindre + Ptourbillon

WV = Wecoulement de cylindre T Wtourbillon
D’aprés (13.5.15) et (13.4.6) cela donne :

2
(p=U0(1+a—2)rcose+2L6
(13.5.18) ;2 F"
=Up(1-—— )rsin6——Ilogr
A 0( rz) o g
Soit pour la vitesse :
2
urza—(P: 0(1_a_2 cos 0
(13.5.19) fra e
0 a‘ | .
Ug=——=—Uy( 1+— )SiInO+—
"y o0 of r2) nr

<0 (b)

/A\

Figure 13.5 - Superposition d’un doublet, d’un tourbillon et d’un écoulement uniforme : I’écoulement cyclique
autour d’un cylindre.

La circulation du tourbillon (ici négative) implique que les points d’arréts A et A, tels que
ug =0 se déplacent vers le bas du cylindre conformément a la relation :

) I
13.5.20 Ug(r=a)=—2UpsSiN0+——=0
( ) o ) 0 o



Chapitre 13. Les écoulements potentiels 471

Soit :

(13.5.21) sin@ =

- points d'arrét

4nU0a

On obtient un point d’arrét unique sur le cylindre en 6 =—m/2 pour T =-4rnUpa . Puis,

comme schématisé sur la figure 13.5 (b), ce point d’arrét quitte le cylindre pour descendre
dans I’écoulement.

13.6 Effort engendré par I’écoulement potentiel acyclique autour
du cylindre

Nous allons nous intéresser maintenant aux aspects dynamiques des solutions potentielles en
considérant le probléeme des efforts exercés par un écoulement potentiel sur un cylindre. On
présente le cas de I’écoulement acyclique dans le corps du texte. Le cas de I’écoulement
cyclique est proposé en approfondissement.

>  Généralités

La force résultante aérodynamique a été definie au chapitre 6, cf. (6.5.1). Dans le cas du fluide
parfait, I’origine des efforts est exclusivement liée a la pression puisque t=0. On notera alors

cette force F géro . Elle vaut (cf. (6.5.1) ainsi que la remarque sous cette équation) :

(13.6.1) Flero=fp.-p1.nds=—~¢h (p—po)nds

ou pg designe une pression de reférence. Rappelons que la normale n désigne ici la normale

sortante de la surface X de I’objet considéré.

On a par ailleurs I’habitude de caractériser la pression a I’aide du nombre sans dimension,
appelé coefficient de pression :
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_ P—Po
(13.6.2) Cp =1,
EPOUO

ou pg désigne une masse volumique de référence. Soit pour la force aérodynamique :

1 2
(13.6.3) FP —Edemﬁgcp(g)gds

< aéro ~

>  Application a I’écoulement potentiel autour du cylindre

Dans un écoulement potentiel tel que définit plus haut la densité est constante et la pression p
est fournie par le deuxieme théoreme de Bernoulli que nous récrivons ici, cf. (13.2.5) :

(13.6.4) §9+E+%?+¢=c@)

Si I’on fait I’hypothése que le potentiel des forces de volume est nul (¢ =0, fluide non pesant)
et que I’écoulement est permanent, on retrouve alors le premier théoréeme de Bernoulli sous la
forme (11.2.11) :

(13.6.5) p+%pg2 =Pt = Po +%pU()2 = const.

La pression d’arrét p; est celle que I’on obtient sur le cylindre aux points d’arrét A;, A, des
figures 13.4 et 13.5 (a) et au point A de la figure 13.5 (b). Compte tenu de (13.6.5) le
coefficient de pression (13.6.2) devient :

u2

(13.6.6) Cp=1-=5
0

c

En appliquant (13.6.3) avec n=g, =cosOe; +sinbe,, la force résultante aérodynamique
vaut :



Chapitre 13. Les écoulements potentiels 473

~—aéro

(13.6.7) FP = %pugajoz“cp (r=a,0)(cos0e +sinbe,)do,

Conformément aux définitions introduites en (6.5.2) et (6.5.3), la relation ci-dessus méne aux

expressions suivantes pour la force de trainée DP (drag) et la force de portance £ P
(lift) du cylindre dans un écoulement potentiel :

fgero_ppe1+£p§2
1 2 r2m
(13.6.8) DP = Flo-&1=—,pUga | Cp(a,6)cos0de
1 AL ]
LP=FP & —EpUOaJ'O Cp(a,0)sin6do

En normalisant ces expressions par la pression dynamique EpU& multipliée par une longueur

de référence, que nous prendrons égale au diametre du cylindre 2a, on obtient pour le
coefficient de trainée et le coefficient de portance du cylindre, cf. (6.5.4) :

DP 1 (27
Ch=——"—=-_|[""Cp,(a,0)cos0d0
P ipug(za) 2Jo &
(13.6.9) ,
Cl=r—"5—-= (a,0)sin 6.do
L pro (2a) zjo

Analysons alors I’allure du coefficient de pression Cp(a,e) que I’on doit ainsi intégrer. En
utilisant I’expression (13.6.6) ou la vitesse est définie par (13.5.16), on obtient :

2
u 2
(13.6.10) Cp(e):1_ﬁ(r=a,e)=1—4sm 0

L’allure de cette fonction est présentée sur la figure 13.6 ci-dessous ou elle est comparée a
celle obtenue dans un écoulement réel. Comme on le voit, I’échec de la théorie des
écoulements potentiels est patent !
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potentiel : Cp, = CB =0
/1/surpression

c. -P=Po 0
P lpug ‘ dépression
2 ‘1 - -..\
2 expérience Cp ~O(1)
-3

180 90 o ©

Figure 13.6 - Ecoulement acyclique autour d’un cylindre : coefficient de pression Cp (a,e) .

Avant d’analyser les raisons de cet échec, interprétons les résultats théoriques que nous venons
d’obtenir. L’écoulement a potentiel étant symétrique par rapport aux deux axes Ox; et Ox,, cf.

(13.6.10), le champ de pression Vérifie les symétries :

(13.6.11)

L’angle 0 est défini sur la figure 13.4. On peut alors expliquer les variations de p en

appliquant le théoreme de la pression exposé au paragraphe 11.6 du chapitre 11 et en suivant
le méme raisonnement que celui effectué a propos de la figure 11.8 pour expliquer la portance
d’une aile. On aboutit ainsi aux conclusions suivantes :

v Sur le premier et le dernier quart de la surface du cylindre, c.-a-d. dans les régions des
points d’arrét frontal A, et arriere A, de la figure 13.4, la courbure des lignes de courant est

telle que la pression décroit et tend vers la pression pg de I’écoulement uniforme quand on

s’éloigne de I’objet. La pression sur ces portions de lignes de courant est donc supérieure a
Po : Ces régions sont en surpression.

v Dans les deux régions latérales ou la courbure des lignes de courant s’inverse, la pression
doit augmenter et tendre vers pg loin de I’objet ; I’écoulement est donc en dépression.

C’est bien ce que traduit I’allure du coefficient de pression Cp (9) de I’écoulement potentiel

sur la figure 13.6 (trait plein). Les symétries de la fonction C (a,e) ainsi obtenue aboutissent

a une force résultante nulle (ce que I’on peut Vvérifier sans difficulté en introduisant la solution
(13.6.10) dans (13.6.8)). Soit :
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(13.6.12) FP =0

< aéro

Ce résultat traduit un théoréme plus général, appelé paradoxe de d’Alembert, que nous
commenterons a la fin de ce chapitre.

»  Confrontation a I’expérience et interprétation

Observons maintenant le comportement réel du fluide, tel que le révelent les expériences. Le
cas analysé correspond a celui de la figure 8.6 (b) du chapitre 8. Sur la figure 13.7 (a) ci-
dessous, on montre un grossissement de la région proche du cylindre.

(@) (b)

potentiel : Re = o

——
J réel : Re fini
Po

Figure 13.7 - Ecoulement acyclique autour d’un cylindre : (a) visualisation pour Re=U02a/v=1O4, (b)

comparaison qualitative entre les lignes de courant du cas potentiel (partie haute) et celles de I’expérience (partie
basse).

L’interprétation de I’allure du coefficient de pression Cp(a,e) relevée dans I’expérience et

montrée sur la figure 13.6 peut alors s’effectuer en s’appuyant de nouveau sur le théoréme de
la pression. En comparant, comme nous le faisons sur la figure 13.7 (b), I’allure des lignes de
courant théoriques et réelles, on voit que la présence d’un sillage épais a I’arriere du cylindre
modifie profondément la forme des lignes de courant. Si I’on « solidifie » ce sillage, on peut
considérer que I’écoulement uniforme amont doit contourner alors « un obstacle équivalent »
radicalement différent de celui correspondant a la théorie des écoulements potentiels pour
laquelle la circonférence du cylindre est une ligne de courant. L’allure des lignes de courant
change peu a proximité du point d’arrét amont, et conformément a la figure 13.6, le coefficient
de pression suit alors la loi de I’écoulement potentiel (disons dans le premier quart avant du
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cylindre). Mais si I’on s’éloigne de la surface du cylindre selon un rayon, I’écoulement anticipe
I’épaississement et I’allongement de la région aval qu’il va devoir contourner, et les courbures
se réduisent ; ces derniéres s’annulent presque dans le sillage de I’objet comme le montre la
partie inférieure de la figure 13.7 (b). Conformément au théoreme de la pression, partant de la
condition p = py al’infini, le gradient de pression perpendiculaire aux lignes de courant est
atténué ; I’écoulement est donc moins dépressurisé. Le caractére quasi rectiligne de la ligne de
courant fictive qui définit I’interface entre le sillage et I’écoulement potentiel extérieur dans la
partie aval du cylindre fait que le coefficient de pression sature dans la région arriére du
cylindre (6 <90°). La recompression qui résulte de I’inversion de la courbure dans la partie
arriéere du cylindre dans le cas potentiel est ainsi quasiment éliminée. En conséquence la

pression derriére le cylindre est nettement plus faible (elle reste proche de la valeur
p(6==m/2)) que celle qui caractérise la zone frontale (qui est proche de la pression d’arrét

Pst = p(e = in) ). C’est bien ce que traduit I’allure de la variation mesurée de Cp reportée sur

la courbe en pointillés sur la figure 13.6.

Le développement d’un sillage épais a donc quasiment éliminé la recompression du fluide qui
caractérise I’écoulement potentiel & I’aval du cylindre. Cette dépressurisation de la partie aval

de I’objet alors que la pression sur la partie frontale est peu modifiée entraine alors
I’établissement d’une force dirigée selon Oxg, c'est-a-dire une force de trainée.

>  Trainée de pression, trainée visqueuse

Reprenons la formule générale (6.5.1) établie au chapitre 6 pour la résultante des contraintes
surfaciques. Pour un fluide réel, nous devons tenir compte des effets visqueux (on considere
toujours que le fluide est non pesant) :

(13.6.13) Fatro=fp, a-nds=¢ [ -(p-po)n+z.n]d

Dans cette relation n désigne toujours la normale sortante de la surface X et pénétrant dans le

fluide. Si I’on se cantonne a la trainée, on peut alors distinguer deux contributions, la trainée
de pression que nous avons notée DP, cf. (13.6.8), et la trainée visqueuse que I’on notera
DY -
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D=DP+DV
p__ _ traing i
(13.6.14) D (ﬁr:a( p po)ﬂ .8, dl  -trainée de pression
v _ e A
D' = (ﬁr:a(g .ﬂ) g dl trainée visqueuse

Lorsque le nombre de Reynolds est grand, du fait du développement de sillages tels que celui
observé sur la figure 13.7 (a) et vu les variations de la pression qui en résultent, cf. figure 13.6,
c’est la contribution de la pression qui est dominante. Soit :

(13.6.15) D~DP = —gSr_a( P—Pg)n.e dl  -trainée de pression

Comme I’indique I’allure du coefficient de pression expérimental Cp (a,0) tracé sur la figure
13.6, les variations de la pression sur la paroi du cylindre vérifient :

(13.6.16) 8p=|po—p|=0(pU§)

On déduit de ces deux dernieres relations que pour les grands nombres de Reynolds le
coefficient de trainée est d’ordre 1 :

DP
(13.6.17) Cp(Re>>1)~Cl=——-——-=0(1),

%pUg x ma’

C’est ce que nous avions indiqué sur la droite de la figure 13.6. Des mesures dynamomeétriques
du coefficient de trainée D du cylindre sont compilées sur la figure 13.8 ci-dessous (ligne
pointillée). Elles sont comparées au cas de la sphére que nous avons montré au chapitre 9, cf.
figure 9.6. Dans le cas d’un cylindre, les résultats confirment que pour des nombres de

Reynolds supérieurs a, disons, 10%, on trouve bien Cp =1.

Remarque -

Sur la figure 13.8, on reléve que le coefficient de trainée d’une sphére vaut environ 0.5 pour 10% <Re <10°. Il est
donc aussi d’ordrel. Mais le passage d’une géométrie bidimensionnelle (cylindre) a une géométrie
tridimensionnelle (sphére) induit une réduction d’environ un facteur 2 de ce coefficient. Cela traduit le fait que
I’écoulement autour de la sphére possede un degré de liberté supplémentaire qui lui permet de « mieux rester en
contact » avec la surface de I’objet. Cela réduit la trainée de pression.
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Par ailleurs, si I’on fait abstraction du caractére instationnaire de I’écoulement, ce dernier
conserve sa symétrie par rapport a I’axe Ox;. Donc la force de portance moyenne est nulle.

]03E- sphére
S N N cylindre
10 E-
10' E
Cp
0
10 E
_]_
10 E
1020 L ' : ' '
10 10- 10! 10} 10 107
bf
Re, = 2200
n

Figure 13.8 - Coefficient de trainée de la sphére et du cylindre en fonction du nombre de Reynolds (compilation ;

d=2a).

Remarque -

Comme déja signalé au chapitre 9 a propos de la figure 9.6 relative a la sphére, sur la figure 13.8 le coefficient de
trainée Cp du cylindre présente aussi une brusque décroissance sur une certaine plage de valeurs du nombre de
Reynolds au-dela de Re =10°. Conformément a I’analyse ci-dessus, puisque c’est la contribution de la pression
qui est dominante, cette « crise de trainée » traduit donc une diminution de la trainée de pression. Toujours
conformément a ce que nous venons de voir, cela traduit une meilleure aptitude de I’écoulement a rester au
contact de la surface du cylindre sur sa partie arriére. Cette propriété est le résultat de I’apparition de la turbulence
dans I’écoulement autour de I’objet considéré. Nous reviendrons sur ce phénomene dans le dernier chapitre
consacré a la turbulence.

13.7 Effort engendré par I’écoulement potentiel cyclique autour
du cylindre

» Le théoréeme de Kutta-Jukowski

En présence de circulation, I’écoulement potentiel cyclique autour du cylindre schématisé sur
la figure 13.5 brise la symétrie selon Ox;. De cela résulte |I’apparition d’une force de portance.
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En effet, conformément a I’expression de la vitesse (13.5.19) obtenue dans ce cas, le
coefficient de pression C,(@,0) (13.6.6) vaut maintenant :

ug r/2 ?
Cp(6)=1——92(r=a,9)=1—[—25in6+ “aj
UO UO

2
:1—4sin26— w +4Msine
Ug Ug

(13.7.1)

En introduisant (13.7.1) dans les expressions des deux composantes de la force résultante
aérodynamique (13.6.8) on trouve que seul le dernier terme de I’expression ci-dessus peut
fournir une contribution non-nulle a cette force. Cette contribution ne concerne que la
portance. Tout calcul fait, on trouve :

_rh _
cP :£§éro .y =—pUpl’

Remarque -

21
Le calcul fait intervenir I’identité J-o sin?0do=n

La seconde formule (13.7.2) est célebre. On montre que son application ne se limite pas au cas
particulier d’un cylindre : elle s’étend a tout objet bidimensionnel plongé dans un écoulement
de fluide parfait. Elle traduit un théoreme qui porte le nom de théoréme de Kutta-Jukowski.
Ce théoreme s’énonce comme suit.

Théoréme de Kutta-Jukowski -

La force exercée par unité de longueur sur un obstacle fermé cylindrique placé dans un écoulement
potentiel bidimensionnel permanent est normale a la direction de I’écoulement a I’infini et elle est égale
au produit entre la masse volumique du fluide, la vitesse a I’infini amont et I’opposée de la circulation
de la vitesse autour de I’obstacle.

Sa formulation mathématique est donnée par les relations (13.7.2) encadrées ci-dessus.
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» L’effet Magnus

En pratique, pour imposer une rotation du fluide autour du cylindre, on fait tourner ce dernier.
La condition d’adhérence due a la viscosité entraine alors le fluide au contact de la paroi et
engendre une circulation du fluide. Si le cylindre avance il ressent I’effet d’une force de
portance (donc orientée perpendiculairement a la vitesse de translation locale de I’objet). Ce
phénomene porte le nom d’effet Magnus en I’honneur du physicien allemand Heinrich Gustav
Magnus (1802-1870) qui a révelé le role de ce mécanisme sur la balistique de certains
projectiles d’armes a feu. Conformément au théoréme de Kutta-Jukowski (13.7.2), dans le
cadre du modéle des écoulements potentiels, étant donné la vitesse d’avancement U, cette
force par unité de longueur est proportionnelle a la circulation " du fluide autour du cylindre,
donc proportionnelle au taux de rotation © du cylindre.

Remarque -
Ce taux de rotation est relié a la circulation par : T' =2naug = 2nQa’.

Cela est illustré par la figure 13.9 ci-dessous qui montre une visualisation de I’écoulement
autour d’un cylindre tournant placé dans un écoulement de vitesse amont uniforme. Cette
image a été obtenue par la technique des trajectoires de micro-bulles.

==

Figure 13.9 - Visualisation par micro-bulles d’air de I’écoulement autour d’un cylindre tournant dans un tunnel
hydrodynamique. Le fluide s’écoule de la gauche vers la droite et le taux de rotation du cylindre est négatif (sens
horaire). Cette rotation engendre une force de portance verticale et dirigée vers le haut (source : Werlé, 1987).

Remarque -
Par comparaison avec le schéma théorique de la figure 13.5 (a), on devine que I’écoulement dans la région du
point d’arrét aval Ay est instationnaire (on observe le méme type de comportement des trajectoires de bulles qu’a

I’arriére de I’automobile vue au chapitre 2 sur la figure 2.18). Le fluide réel ne se comporte pas vraiment comme
un fluide potentiel. Si I’on augmente le taux de rotation du cylindre, la dégradation de la solution potentielle
s’accentue.
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» Conclusion

Le modele des écoulements potentiels prédit qu’un objet bidimensionnel placé dans un
écoulement potentiel subit I’effet d’une force de portance dés lors qu’il existe une circulation
de la vitesse du fluide autour de I’objet. C’est I’effet Magnus. La valeur de portance (force de
Magnus) est donnée par le théoreme de Kutta-Jukowski, cf. (13.7.2). La circulation qui
intervient dans cette formule est indéterminée. Dans un fluide réel, cette circulation du fluide
est obtenue, via la condition d’adhérence, au moyen d’une mise en rotation de I’objet selon un
axe perpendiculaire a I’écoulement.

> Application : exemples

Une application classique de ce principe est celle de I’effet que I’on peut donner a la trajectoire
d’une balle de jeu lorsqu’on lui imprime une rotation initiale, en la « brossant» ou en la
« coupant ». La force de Magnus qui en résulte dévie alors la balle de sa trajectoire balistique
standard qui résulte de la seule action du poids de la balle et de sa trainée. Ce mécanisme est
stratégique pour tous les jeux de balle, tels que le football, le volley-ball, le tennis, le tennis de
table ou encore le golf. Nous reviendrons sur ce point dans le dernier chapitre lorsque nous
aurons introduit la turbulence.

Un autre exemple d’application que I’on peut citer est la turbovoile de Cousteau-Malavard
illustré par les deux figures suivantes. Ce procédé fournissait environ 25 a 30 % de I'énergie
propulsive qui venait assister la propulsion par hélice du navire « Alcyone » du commandant
Cousteau montré sur la figure 13.10.

Figure 13.10 - La turbovoile : le navire « Alcyone » propulsé par deux turbovoiles.

Son principe est expliqué sur la figure 13.11 : il consiste a forcer la position du point d’arrét
aval, le point A, des figures 13.5 (a) et 13.9, en aspirant I’écoulement a travers un évent latéral
parallele a I’axe d’un cylindre, cf. figure 13.11 (a). Les conséquences sont expliquées sur les
figures 13.11 (b) et (c). Cette technique de propulsion éolienne constitue donc une autre
application de la physique des écoulements potentiels.
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(a) (b) (c)
aspiration
ﬂ évent ouvert trainée
évent fermé résultante

évent

réglage

de I'orientation i
portance

du cylindre S

et " H force de

au vent H |

a:;;/arent force de propulsion
— propulsion r

vent apparent

Figure 13.11 - Principe de la turbovoile.

13.8 Le paradoxe de d’Alembert

>  Formulation générale

Pour clore ce chapitre consacré aux écoulements potentiels ainsi que ces exposés sur le fluide
parfait, nous revenons sur le résultat théorique de la figure 13.6 qui montre que la force de
résistance a I’avancement d’un obstacle cylindrique bidimensionnel dans un écoulement
potentiel est nulle par symétrie de la distribution de la pression sur la surface du cylindre. Ce
résultat qui concerne I’écoulement autour d’un cylindre est en fait plus général. Il repose sur
théoreme qui porte le nom de paradoxe de d’Alembert et qui s’énonce comme suit :

Paradoxe de d’Alembert -

La résultante des efforts exercés par un écoulement de fluide parfait incompressible sans forces
extérieures sur un corps rigide imperméable en mouvement de translation uniforme est nulle a
condition que I’écoulement soit acyclique.

La démonstration de ce théoréme peut s’effectuer au moyen d’un bilan dans un volume de
contréle comme celui de la figure 13.12 ci-dessous. On considere pour cela la force résultante
aérodynamique exprimée dans ce volume de contréle en fonction du bilan des flux et des
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contraintes appliquées sur I’enveloppe extérieure du volume. La formule générale a été donnée

au chapitre 6 par I’équation (6.6.4) dans le cas ou I’enveloppe extérieure du volume de
controle était constituée de deux section deébitantes A; et A, et d’un tube de courant de

section S, cf. figure 6.12. Dans le cas de la figure 13.12 ci-dessous on considére une
enveloppe globale fermée quelconque notée S.

En éliminant la gravité (fluide sans force extérieure), en posant t=0 (fluide parfait) et en
considérant le differentiel de pression p— pg au lieu de la pression statique dans la premiére

intégrale (ce qui ne change rien puisque I’intégrale d’une constante est nulle sur un contour
ferme), ce bilan s’écrit :

Fasro=—fps(P—po)Ln dS—gp pu(u.n)ds

S =enveloppe extérieure

(13.8.1)

La force F 40

par celui du champ des vitesses sur I’enveloppe extérieure S, que nous sUpposerons ici rejetée
a I’infini.

est donc entierement déterminée par le comportement du champ de pression et

Figure 13.12 - Volume de contréle pour I’analyse du bilan des efforts sur un corps rigide imperméable immergé
dans un écoulement stationnaire uniforme de fluide parfait..

>  Ecoulement acyclique en géométrie bidimensionnelle

Dans le cas d’une géométrie bidimensionnelle, I’examen des solutions potentielles
élémentaires présentees aux paragraphes 13.4 et 13.5 suggere que I’effet d’un obstacle dans un
écoulement potentiel acyclique peut étre représenté pour le champ de vitesse par une serie de
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termes correspondant a des dérivées successives de la fonction 1/r : I’effet d’une source ou
d’un puits est une fonction de 1/r, cf. (13.4.3), celui d’un dipdle est une fonction de ]/rz, cf.
(13.5.10), etc.

Dans le cas d’un obstacle d’extension longitudinale finie, la conservation de la masse élimine
la présence de termes monopolaires du type source. Le premier terme non nul de la série qui
caractérise la perturbation de I’écoulement uniforme est alors le dipdle, donc un terme
proportionnel a ]/r2 .

Remarque -
Le caractére fini de I’objet exclut par exemple le probléme de la plaque plane de la figure 13.2 que nous avons
modélisé en introduisant une source.

Le flux de quantité de mouvement, qui est le dernier terme du second membre de (13.8.1), est
donc nul puisque I’on intégre une quantité proportionnelle a 92 ~1/r4 sur une surface S ~ r2.
Quant au premier terme de (13.8.1), le terme de pression, d’apres le théoréme de Bernoulli il
est aussi proportionnel a 92 ~ l/r4 . Son intégrale s’annule donc également.

Au bilan cela prouve que I’effort engendré par un écoulement potentiel acyclique sur un
obstacle solide bidimensionnel quelconque (que I’on devra représenter par une série de termes
en puissance de 1/r aussi longue que nécessite la complexité de sa forme) est nul. Cela traduit
le paradoxe de d’Alembert énonceé plus haut.

>  Ecoulement en géométrie tridimensionnelle.

Pour un écoulement tridimensionnel, on peut montrer que la puissance des termes de la série
perturbative due a la preésence de I’obstacle augmente d’une unité : le premier terme, celui
correspondant au dip6le dans le cas précedent, varie comme ]/rs. Cela est conforme a la
conservation de la masse en geométrie tridimensionnelle. Les conséquences sont donc, a
fortiori, identiques a celles du cas précédent : la force resultante est nulle.

>  Ecoulement cyclique en géométrie bidimensionnelle

Dans le cas d’un écoulement potentiel bidimensionnel cyclique, viennent s’ajouter au début de
la série des termes proportionnels @ Z;I'j /r dus a des tourbillons ponctuels, ou T'j désigne la
circulation des tourbillons, cf. (13.4.5). On integre alors dans (13.8.1) des termes
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proportionnels a l/r2 sur une surface proportionnelle a r’. Le probleme devient donc
indétermine. On peut alors montrer, comme cela est fait dans I’approfondissement du
paragraphe 13.7 ci-dessus que la contribution des tourbillons ne participe qu’a la portance. La
trainée reste nulle. Dans ce cas le paradoxe de d’Alembert se limite donc a la projection de la
résultante des efforts dans la direction de I’écoulement. L autre composante, la portance, est
indéterminée et nécessite une condition supplémentaire, cela afin de fixer la circulation
totale I".

Remarque -

Dans le cas ou I’objet est un profil d’aile qui présente un bord de fuite aigu, c.-a-d. un diédre d’angle fini ou nul
(dans ce dernier cas on a a faire a un point de rebroussement), cette condition supplémentaire consiste a imposer
que le fluide reste au contact de la surface du profil jusqu’a ce bord de fuite. Cette condition, appelée condition
de Kutta, se trouve a la base de tous les développements historiques dans le domaine de I’aérodynamique des
profils d’ailes. Elle ne sera pas détaillée dans ce cours,
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13.9 Reésumé des formules essentielles

> Deuxiéme théoréme de Bernoulli

v" Hypothése

Ecoulement de fluide parfait, irrotationnel, barotrope, dans lequel les forces de volume dérivent
d’un potentiel,

v' Enoncg, cf. (13.1.3), (13.1.5), (13.1.7), (13.1.9)

(13.9.1) u=grad ¢
9 (90 12 .
(13.9.2) 2 p(p)+29 +¢=C(t)
(13.9.3) 0'=0— j C(t) dt
op' cdp 1.2
(13.9.4) Eﬂmﬁu +9=0

»  Les écoulements potentiels

v" Hypothéses

Ecoulement irrotationnel de fluide parfait incompressible homogene, ou les forces de volume
dérivent d’un potentiel.

v' Equations, cf. (13.2.4)-(13.2.5)

Ao(xt)=0
(13-9-5) conditions initiales

conditions aux limites

2
(13.9.6) Z—?+£+%+¢=C(t) - deuxiéme théoréme de Bernoulli
P
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>  Solutions élémentaires

v Ecoulement uniforme, cf. (13.4.2)

=Uq(cosa X +Sina X
(13.9.7) {(p of 1 2)

v =Up(—sino X +cosa Xy )

v" Source, cf. (13.4.4)

Q= Q logr
(13.9.8) 25
=—0
v 21
v" Tourbillon, cf. (13.4.6)
9=2-6
(13.9.9) 2;
y=—Ilogr
21

»  Le paradoxe de d’Alembert

La résultante des efforts exercés par un écoulement de fluide parfait incompressible sans forces
extérieures sur un corps rigide imperméable en mouvement de translation uniforme est nulle a

condition que I’écoulement soit acyclique.
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Chapitre 14. La dynamique de la vorticité

14.1 Objectif

La vorticité est une propriété cinématique du rail®ntinu qui joue un rdle tout particulier
dans le cas des écoulements de fluides. Commegegggemment :

v elle intervient dans I'équilibre dynamique génétak écoulements de fluide parfait que
traduit la relation de Crocdd2.1.8);

v' de nombreux écoulements sont le siege de condensatle vorticité qui prennent la
forme de tourbillons. En piégeant des traceurs ke introduit dans les écoulements
(fumées, colorants, bulles), ces tourbillons petéére « visualisés».

Bien que la vitessal et sa vorticitew=rotu soient indissociables, ldynamique de la
vorticité consiste a adopter un point de vue différent. pet de I'hypothése qu’il existe
dans I'écoulement des régions dominées par laci@értet des régions irrotationnelles, ou
guasi-irrotationnelles. Ce point de vue conduitrala examiner les interactions mutuelles
entre la vitesse de I'’écoulement et sa vorticigs {Dteractions sont schématisées sur la figure
14.1ci-dessous

w_0w
=a——+D@.g=...

Helmholtz: —
dt t

| convection, déformation |

<2
@ @O
Q7

Biot-Savart : U = rot™ ! (w)

Figure 14.1 -La dynamique de la vorticité : interactions en&redrticité wet la vitesseu .
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Ce schéma phénoménologique distingue deux branches

v' A tout instant, le champ de vitesgetransforme, par convection et déformation, le gham
de vorticité w.

v' Le champ de vorticité, ainsi modifié «crée » alarsson tour un nouveau type de
mouvementu =r_ot_1(c_o).

L’objet principal de ce chapitre est d’analyserrtauour ces deux mécanismes. Le premier,
celui qui concerne I'action du champ de vitesselawmorticité, va étre étudié au moyen de
'équation de bilan local de la vorticité gfjuation de Helmholtz Le second, qui a trait a
I'effet de la vorticité sur le champ de vitessetraduit par la loi d’induction dBiot-Savart.

Avant d’affronter ces deux problémes, nous allang ¢’abord rassembler et compléter toutes

s s s

les notions enseignées jusqu’ici sur les propriéitéasmatiques de la vorticité.

14.2 Les propriétés cinématiques de la vorticité : rappks et
compléments

» Lareprésentation du champ de vorticité

Nous avons introduit au paragraphd0 du chapitre 2 les notions de cinématique utilisées
pour représenter le champ de vorticité. Elles sontbreuses. Rappelons-les :

v' Lavorticité w : c’est le rotationnel de, soit le double du taux de rotation lodl, cf.
(2.10.2)

v' Lacirculation I : c’est I'intégrale linéique de la vitesse sur eoerbe ferméeC ; c'est
aussi le flux dew a travers toute surfac8 s’appuyant surC (formule de Stokes,

cf. (2.10.9). La circulation est une mesure dénténsité du tube de vorticité qui
s’appuie suC (voir ci-dessous).

v' Laligne de vorticité : c’est une ligne partout tangenteva cf. figure2.24 (a)
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v' Lanappe de vorticité: c’est I'ensemble des lignes de vorticité s’apmitysur une courbe
géométriquec, cf. figure2.24 (b)

v le tube de vorticité : c’est la nappe de vorticité obtenue lorsquest une courbe fermée,
cf. figure2.24 (c)

v' Le tube tourbillon, ou tourbillon : c’est un tube de vorticité localisé dans un
environnement irrotationnel, ou, par extension, sdam environnement de vorticité
« beaucoup moins grande» que celle de ce tubeiltoarlef. figure2.26 (a)

v Le filament de vorticité, ou tourbillon filament: c’est la ligne singuliére obtenue en

faisant tendre la section d’'un tube tourbillon veéso tout en maintenant constante sa
circulation, cf. figure2.26 (b)

Nous allons compléter cela par quelques informatisupplémentaires qui concernent aussi
les propriétés cinématiques de

Remarque-
Plut6t que de le faire désdhapitre 2 consacré a la cinématique, nous avons préfénédrece stade du cours
pour introduire ces notions.

Le caractere solénoidal du champ vectased rot u impose que :

(14.2.1) divw=0 0Ox, 0Ot

D’aprés le théoreme de flux-divergence, cela im@igque pour tout volume géométrique
V (t) dessiné dans le fluide :

(14.2.2) jjjv(t)divgdv:gﬁﬁs(t)@._n ds=0 O VO

De cette relation on peut déduire plusieurs imfilbices qui constituent les lois de Helmholtz.



Chapitre 14. La dynamique de la vorticité 492

> Les lois de Helmholtz

La relation cinématiquél4.2.2)qui stipule quele flux de w a travers toute surface fermée

dans un fluide est identiqguement nul implique l&se de « source » ou « puits » de vorticité
au sein d'un écoulement. Comme schématisé suguaefi4.2 ci-dessous, on considére alors
un tube de vorticité a l'instartt, que I'on noteX .

lignes de vorticité

2 tube de vorticité

Figure 14.2 -Tube de vorticité et premiére loi d’Helmholtz : uhétfons.

Si S, S désignent deux surfaces s’appuyant sur deux cenfermésC,, C, appartenant a
>, et si 'on noten la normale locale en chaque point de chacune ddroes surfaces,
puisque par définitiomn.n=0 sur X, la loi (14.2.2)devient :

14.2.3 w.n dS+ w. NndS=0,
(142.3) s @.n dS+ g .
En appliguant la relation de Stokes, cela sigmjtie :

(14.2.4) rlzqsclg._lzg[;ﬁslc_o.g ds=<ﬂ>%@._n ds=§ C2_u_ou: My,

On en conclut que la circulation d’'un tube de \oiidi est unguantité intrinseque attachée a
ce tube de vorticité. C’est faemiere loi d’Helmholtz :
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Premiére loi d’Helmholtz -

La circulation d’un tube de vorticité est une cans¢ indépendante de la section du tube considérg

D
®

» Remarques

v' On fera attention de ne pas confondrgpdamiére loi d’Helmholtz qui stipule que la
circulation d'un tube de vorticité est la méme ptmwt le tube et a tout instant, ethe&oréme

de Kelvin vu auchapitre 12 qui stipule que cette circulatioh reste constante au cours du
mouvement de ce tube dans le cas particulier dasléroents de fluide parfait barotrope ou
les forces de volume sont conservatives. Si I'émeint ne vérifie pas 'une de ces dernieres
propriétés, par exemple si I'on ne peut pas néglegeffets de la viscosité, alors chaque tube
de vorticité reste caractérisé par une circulatiervaleur unique (premiére loi d’'Helmholtz),
mais cette valeur change au cours du temps.

v Comme illustré sur le schéma de la figd#2 le fait que la circulation du tube de
vorticité soit une constante qui caractérise toattabe implique alors que lhorticité
moyennedans une section donnée du tube est inversemeporntionnelle a I'étendue de
cette section : plus un tube de courant est éfohis grande est 'amplitude moyenne de la
vorticité qu’il délimite.

» Conseéquences sur la forme des lignes de vorticité

Les autres lois de Helmholtz ont trait aux progsédes lignes de vorticité qui découlent de la
relation(14.2.2) Notamment :

v une ligne de vorticité ne peut pas se terminer dafiside, car cela violerait la premiére
loi de Helmholtz (le tube singulier constitué patte ligne de vorticité possederait en effet
une circulation variant brutalement d’une valeunm&e a zéro en parcourant ce tube) ;

v/ ce ne peut donc étre qu’ufigne infinie, uneligne fermée(un anneau), ou encore une
ligne dont les deux extrémités samt contact avec les frontieres de I'écoulemerita figure
14.3ci-dessous illustre les deuxieme et troisieme cas.
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(@) (b)

Figure 14.3 -A propos de la topologie des lignes de vortici¢): un tourbillon annulaire visualisé par de la
fumée (cas observé au dessus du volcan Etna)néfounade.

Remarque-

Pour le cas de la figurg4.3 (b) dans la mesure ou I'on sait que la vitesse slgnau contact du sol (par
adhérence) on laissera au lecteur le soin d'imagiomment évolue le tube de vorticité que constidumrnade
au niveau de sa base, au fur et & mesure que'dipprsche de la surface du sol.

14.3 L'effet du champ de vitesse sur la vorticité : I'égation de
Helmholtz

On s’intéresse ici a la branche supérieure deglardil4.1, a savoir I'effet deu sur w. Pour
cela nous allons établirdguation de bilan de la vorticité w. Cette équation porte le nom
d’equation d’Helmholtz. Pour obtenir cette équation, on applique I'opgratotationnel a la
loi de la dynamique générale sous sa forme noneceasve (4.6.21) apres l'avoir divisée
par la masse volumique :

(14.3.1) rot(—==—=+0u.u= f-
Analysons ce que cela donne, terme a terme.
»  Premier membre

En faisant appel a la décomposition de LafiB.1.4) le premier membre d€l4.3.1)
devient :
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rot—==rot( —=+0u.u)
dt t
(14.3.2) =rot| %@Dw@( %_UZ )]
=—=+rot(wOu)

On utilise alors l'identité vectorielle suivanté. @nnexeA2.4) :
(14.3.3) rot(AOB)=0A B+ AdivB-0 B A Bdiv,
Pour A=w et B=u, cela donne :

(14.3.4) rot( wiu ) =Ow.u+w divu-Juw-_u diw
——

=0

En remplacant cette relation dafis}.3.2) on obtient donc pour le rotationnel du premier
membre de I'équatio(iLl4.3.1):

(14.3.5) Qt( %+Dg.g):0@/at+ Ow.u+w divu-0 uw
d@/ dt distorsion

Comme indiqué dans cette équation les deux prerrearses forment la dérivée particulaire
de w et les deux derniers termes caractérisent lardisto de w par u. Ces termes seront
interprétés plus tard.

» Second membre

Le premier terme du second membre(&ié.3.1)vaut rot f . Pour le terme de pression, on
retrouve le vecteur baroclirf@2.6.11)établi auchapitre 12:

iz gradp [ grad ¢

(14.3.6) rot ( —lgrad p)=
A p
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Enfin, pour le terme visqueux, on n’effectuera pbunstant aucune transformation de son
expression.

> Bilan

L’équation debilan de la vorticité peut donc s’écrire :

dw_ 0w :
—=—+ [Jw.u =0Ju.w-w divu+ rot f
t ot — U E——— ——
advection distorsion production par

les forces extérieures

(14.3.7)

2
P -
production barocline  diffusion visqueuse

+igradngradp+ QI(—ldiv_r)
gradptgrad o %

C’est I'’équation d’Helmholtz. Comme indiqué, I'équation d’Helmholtz révéle lgsatre
mécanismes qui peuvent engendrer une variatioa derticité locale d’un fluide au cours de
son transport. Ces mécanismes sont les suivants :

v La distorsion par le champ de vitesséu.w —w divu. Notons que ce terme n’est pas
linéaire vis-a-vis de la variable®, caru et w sont liés par la relatiom=rot u. Par ailleurs,

en décomposant le tenseur gradient des vitessparéas symétrique et antisymétrique, cf.
(2.8.14) on peut écrire :

(14.3.8) Ou.w=d.0+Q.w=d.0+Q Nw= d.w,

e
[Fe)
la
la

ou nous avons utilisé pour la deuxieme égalitelation(2.10.1) La troisieme égalité résulte
alors du fait queQ =w/2, cf. (2.10.2) ce qui annule le produit vectoriel. On peut ainsi
remplacer dans l'equation d’Helmholt4.3.7) le terme Du.w par d.w, terme qui

caractérise Btirement de la vorticité par le champ de vitesse.

v La production par les forces de volumerot f . Si ces forces dérivent d’'un potentiel,
donc si f =-grad @, ce terme est nul.
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v' La production barocline (gradngrad p)/pz. Si le fluide estbarotrope, tel que

p=p(p), ce terme est nul.

v La diffusion visqueuse&t( EdivI) qui caractérise l'effet diffusif de la viscosit€e
p -

terme est nul dans un fluide parfait.

Remarque-
Le caractére diffusif pour la vorticité du termequileuxr_cn[ div(I)/p] sera mieux mis en évidence quand

nous appliquerons cette équation a la fin du ctepil cas du fluide newtonien incompressible déficant de
viscosité constant. On montrera alors quﬂ[ div(I)/p] = ZVQt( divd ) =vAw. On obtient donc

I'opérateur laplacien, typique des processus dagidn.

14.4 Le caractere matériel de la vorticité dans les éctements de
fluide parfait barotrope en présence de forces exteures
conservatives

Si I'écoulement est celui d’ufluide parfait barotrope ou lesforces de volume dérivent
d’un potentiel, 'équation d’Helmholtz(14.3.7)ne retient que les termes qui caractérisent la
distorsion dew par le champ de vitesse :

‘ o
e
I
J
I
e
I
e
o
<
f

(14.4.1)

Qo
—

Les deux termes de distorsion au second membré @taportionnels aw, si w=0 en un
point d’une trajectoire alorddw/dt=0 de sorte quew=0 sur tout le reste de cette
trajectoire. Donc, si un écoulement de fluide padst irrotationnel a un instant, il le demeure
a tout instant. On retrouve ici lthéoreme de Lagrangedont I'équation d’Helmholtz
constitue la version locale.

Nous analyserons en détail dans le prochain pgragrees mécanismes de distorsion de la
vorticité par le champ de vitesse qui corresponderdecond membre de I'équatid.4.1)
Pour l'instant nous nous limiterons a souligner ymemiere propriété importante de ces



Chapitre 14. La dynamique de la vorticité 498

mécanismes. Cette propriété se révele lorsqu’omleara la divergence de la vitesse par son
expression donnée par I'’équation de continuité :

(14.4.2) divu=-19°
p dt

L’équation d’Helmholtz réduite §14.4.1) peut alors s’écrire sous la forme condensée
suivante :

(14.4.3) —

o lig

On remarque que I'on obtient alors la méme équajiancelle qui caractérise la déformation
d’un élément matérielinfinitésimal 6_M(t) par un champ de vitesse, (2.8.8):

(14.4.4) %6_M= Cu.8M

Cela prouve que les variations temporelles du vecte/’p en tout point d'une ligne de
vorticité sont identiques a celles du vecteur nigltéiémentaire tangent. Ainsi :

Dans un écoulement dieiide parfait barotrope oules forces volumiques dérivent d’un potentiel
la vorticité pondérée par la masse volumigy@ se comporte comme I'élément matériel tangere
vecteur.

j8)

Dans un écoulement dl@ide parfait incompressible, c’est la vorticitéw elle-méme qui vérifie cett
propriété.

9%

On peut donc écrire :

(14.4.5)

o |Ig

(t=0) =constx3 M( t=0) :%)(1): consxd M X




Chapitre 14. La dynamique de la vorticité 499

Cette propriété est schématisée sur la fid4rd ci-dessous. Par voie de conséquence : toute
distorsion d’'une ligne matérielle se répercute alément sur la vorticité tangente a cette
ligne. Nous détaillerons cela plus loin.

g(;):const.x%(t)

o

Figure 14.4 -Ligne de vorticitéL dans un écoulement de fluide parfait barotrogevalrticité pondérée par la
masse volumiquey/p se comporte comme I'élément matériel tangent, ®pit= constx d M.

> Le cas des écoulements bidimensionnels

Comme déja vu adhapitre 12, si le champ des vitesses b&timensionnel, par exemple tel
que :

(14.4.6)

{Lﬁ(uw 0)( %% )
w=(0,0,00) (%% .Y

la vorticité est perpendiculaire au plan de I'écoulemet puisque tous les gradients de la
vitesse sont contenus dans ce plan, cf. figitd (b) Dans ce cas, le terme de distorsion
Ou.w est nul :

(14.4.7) (u.w=0 -cas des écoulements bidimensionnels

L’équation(14.4.3)devient :

(14.4.8) —(
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Ainsi :

Dans un écoulememidimensionnel de fluide parfait barotrope ou les forces de volumelérivent
d’'un potentiel, la vorticité pondérée par la masse volumiqueuesinvariant matériel. Elle est
déterminée par ses conditions initiales et elleaseserve le long des trajectoires de chaque «cpéat]
de fluide ».

Dans un écoulement dleide parfait incompressible, la vorticité est un invariant matériel.

> Interprétation

Comme schématisé a la figurd.5ci-dessous, pour interpréter convenablement lagpaoin-
visqueuse de la dynamique du champ de vorticitéitdéai-dessusl faut associer a chaque
caractérisar sa sectio®S de normalen paralléle au vecteur vorticité en son centre et pa
sa hauteudM telle quedM =M n.

" 35S

La massedm de cet élément de fluide vaut :

(14.4.9) om=pdSnNndM=pd D NV

D’aprés la conservation de la masse, cette quatiténe constante. Par ailleurs, compte tenu
de(14.4.5) si a un instantdonné il existe une constargetelle que :

(14.4.10) w(t)=epdM(t),
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en contractant cette relation ave®S, on obtient a tout instant ultérieur :

(14.4.11) W.NdS=epOdM .nd SS€d n¥ cons

On retrouve ici lethéoreme de Kelvin En effet, sil" désigne la circulation du tube de

.....

(14.4.12) N =w.ndS=const.

Remarque-
Rappelons que d'apréspaemiére loi d’Helmholtz, cette circulation caractérise tout le tube ddigibé.

Ainsi, comme déja remarqué plus haut, au coursrdnsport par I'écoulement du tube
élémentaire de vorticité, touteariation de la section transversaledS de ce tube, sous

I'effet d’'une contraction ou d’'un étirement du flei qu’il contient, s’accompagne d’une
variation de proportion inverse de sa vorticitéw .

Notons enfin que la circulation peut étre interpeétcomme unalensité massique de
moment cinétique (ou demoment angulaire. Sa conservatiofil4.4.12)peut s’interpréter
alors comme la conservation du moment cinétiquet doe image classique est celle du
patineur qui module son taux de rotation en regaotupu en écartant ses membres, cf. figure
14.6 ci-dessous. En effet, si I'on considere le casptnd’'une masse unitaire de moment
d’inertie | tournant autour d’'un axe d’orientation fixe aves taux de rotationd, la
conservation du moment cinétique s’édrd =const. Dans la relatior{14.4.12)la vorticité
w.n correspond au double du taux de rotatidnle moment d'inertiel  par unité de masse

de I'élément de tube cylindrique étant quant foportionnel adS.

e O

» £

444

Figure 14.6 -Conservation du moment cinétique : I'exemple dungai .

SN
>
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145 La distorsion de la vorticité : contraction, étirenent et
gauchissement

Nous allons maintenant analyser les mécanismesstigsion dew représentés par le second

membre de I'équatiorfl4.4.1) Pour simplifier, on considerera le cas dilmde parfait
incompressible homogéne sans force extérieur®n a dans ce cas :

(14.5.1) d—%": Ou.w

»  Contraction-étirement et gauchissement

Conformément a la figurd4.7 ci-dessous,on introduit unrepére fixe de coordonnées
(O,_es ) L%) tel que e; soit aligné en un poinD avec la vorticitéw d’'un écoulement

permanent. Ick,, définit la normale principale locale. Les champsvitesse et vorticité sont

notés :

(14.5.2) U=Us€&+ L+ B §
o W=Ws€s + W, & +Wp &

lignes de courant

lignes de vorticité

Figure 14.7 - Repére fixe (0,93 6.8 ) aligné avec le vecteur vorticité dans un écouldnpenmanent :

définitions.

Au point O, par définition, la vorticité vaut :
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(14.5.3) w(0) = wy &5

Pour le second membre (l5.5.1)on obtient alors au poi@ :

ou; oy ou
14.5.4 Ou.w=(—¢ O Jw =W;—— ed We —
( ) U.o (ij_' Q)( 5 & ) Saxj_? js = Ws 5
L’équation(14.5.1)peut donc s’écrire sous la forme suivante :
dw Jdu Ju Ju Jdu
14.5.5 ST We—=  We—>e +w.—" e+ —L
( ) dt % os S 9s S 5 g 95 g
—
contraction-étirement gauchissement

Soit, composante par composante :

dws _  dug .
=Wy - contraction - étirement
dt 0S
(14.5.6) doy _, Un
dt 0s - gauchissement
dw, _ _ duy
dt 0s

La premiere équation ci-dessus, ou I'on reconnaisecond membre l@aux d’élongation
unitaire dans la directiors, dug/ds cf. (2.9.4) correspond au mécanisme cntraction-

étirement (vortex stretchingen anglais, expression qui privilégie I'étiremefte mécanisme
conduit & l'intensification de la vorticité danseuélongation de taudug/ds >0, ou a sa
réduction dans une contraction de talug /ds < 0. Comme illustré plus loin, cela correspond
a la conservation du moment angulaire que traduibhservation de la circulati¢h4.4.12)

Les deux dernieres équatiofist.5.6)traduisent quant a elles la création de composanie

et wy, normales a la vorticité initialex; e, sous I'effet d’'un champ de vitesse correspondant
a un glissement. Par exemple, dans le cas deueefld.7le pivotement du vecteun autour

du vecteur binormag, génere une composanig, de la vorticité le long de cet axe (ici cette

composante est négative). Ce mécanisme porte le dgauchissementde la vorticité
(vortextilting ou vortextwisting en anglais).
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» Dynamique linéaire : distorsion d’'un tube de vortidté individuel

Par nature, le second membre de I'équation d’'Heltnhd4.4.1) ou celui de sa version
incompressible(14.5.1) est non-linéaire. En effet, il met en jeu I'enddende la boucle
d’interaction de la figurd4.1: u modifie w, et w modifie u. Pour isoler le comportement
de la vorticité w, il faut linéariser le probléme. Pour cela, il faut considérer un tdee
vorticité individuel d’intensité infinitésimale. C’est ce que nous allons supposer ici. Cela va
nous permettre de mieux éclairer les mécanismedgatigent et de gauchissement identifiés
dans le systeme d’équati¢h4.5.6) En effet, on peut alors faire I'hnypothése queddicité

w de ce tube de vorticité infinitésimal se compatée manierepassive c.-a-d. qu’elle ne
modifie pas de maniére significative le champ desgeu de I'écoulement dans lequel elle
est transportée. Cela permet d’isoler la brancipérseureu — w de la figureld.], tout en
négligeant I'effet de la seconde -~ u. Comme montré dans I'approfondissement ci-dessous,
cette approximatioest bien justifiée si I'écoulement qui transpoddube de vorticité est un
écoulement irrotationnel.

Approfondissement * - La linéarisation de I'équatiod’Helmholtz

Nous avons démontré dans le paragraphd que dans un fluide parfait barotrope ou les forncdsmiques
dérivent d'un potentiel, la vorticité se comportenone un élément matériel tangent, ¢f4.4.5) Mais
contrairement a un élément matériel, la vorticitdshpas « passive » : elle rétroagit sur le champitesse
Cela traduit la non-linéarité intrinséque de I'éipma d’'Helmholtz (qui, rappelons le, est I'équatida Navier-
Stokes «vue » a travers le filtre de I'opérataatationnel). On cherche alors les conditions dassjuelles
linfluence de w sur u peut étre négligée. On pose pour celd= Uy +eu;, W=¢€w;, ou €<<1, et ou I'on
suppose queug,U; et g)l=r_ot(gl) sont d’'ordre 1. La vitesse, caractérise lehamp de base que I'on
supposeirrotationnel, sur lequel on superpose le tube de vorticiténitéfsimal. Les champgu, et gwy;

caractérisent ce tube de vorticité. En remplacansd’équatior(14.5.1)u et w par leurs décompositions et ¢n
regroupant les termes de méme ordre, il vieﬂ‘[t@g)l/at +Oowy . Uy ] +82Dg)l.gl =elug .y +£2Dgl.g)l. Le

champ des perturbations associées au tube de iworticinfinitésimal  vérifie  donc;
Oy /0t + Doy . Uy = DOug .0y +O( £ ) . Si I'on néglige les termes d'ordre dans cette derniére équation, pn

obtient : dyw,/dt= =0uy . ou dow,/dt =dw, /ot +0wy . uy définit la dérivée matérielle dey en suivant

124
—

le champ de base,. Dans ce cadre d’hypotheses, la vorticité portele tube de vorticité infinitesimal e

donc régie par une équation d’Helmholtz autonomergduit I'effet du champ de basg sur ce tube.

»  Contraction-étirement : exemple

La premiére situation que nous allons considérercele de la figurel4.8 Il s’agit d’'un
écoulementpermanent bidimensionnel irrotationnel de fluide parfait incompressible
homogénedans un tube de courant plan convergent-divergenésique.
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Figure 14.8 -Contraction et étirement d’'un tube de vorticité slan tube de courant convergent-divergent. Si,
comme supposé dans cette figure, le fluide estluidef parfait incompressible homogene (ici sansdode
volume), d'aprés le théoréme de Kelvin la circalati” reste constante au cours de ces transformations.

On pose pour la vitesse de cet écoulement :

(14.5.7) U (%, X3) = U1g + Uze,

Remarque-
Le champU correspond au champ de ba_*zg dans l'approfondissement ci-dessus. Cette nouveltation

permet d'éviter de cumuler deux indices.

On suppose que cet écoulemdér@nsporte un tube de vorticité d’intensité infsimale
orienté initialement selor,, soit :

(14.5.8) w(t=0)=wz e,

Dans la premiere partie du tube de courant le tidevorticité subit uneontraction : sa
section augmente, donc la vorticité diminue. L'étimn s’'inverse dans I'élargissement de la
conduite ou le tube de vorticité subit atirement. En I'absence de phénomeénes visqueux,
I'écoulement est réversible et vérifie une symén®nt-aval.

Les équations qui décrivent cette situation s’éabht comme suit. On se place danglém
de symeétrie x3 =0 de la conduite, ou :

U (%.0)=U1g
(14.5.9) aU, )
a—X3(X1, O) =0

On vérifie bien le caractére irrotationnel de I'é@ment dans ce plan, puisque :
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0U; U _

14.5.10 rotU (x,0
( ) __( 1 ) 6X3 aXl

=0+0=0

La continuité implique que :

au; , aUg _

(14.5.11)
0% 0X3

Dans le plan de symeétrie; =0, I'équation d’Helmholtz14.5.1)donne :

(14.5.12) z—%’:mg._ aUl 74033 e+ %MﬂL%%)%

ou les termes barrés tiennent comptglde5.9) Pour les deux composantes de la vorticite,
on obtient donc le systéme suivant :

doy _0Uy
dt  0x

(14.5.13) doy Uy _ 93U,
dt  dx )&0)3

ou I'on a utilisé la continuité14.5.11)pour transformer le second membre de la seconde
équation. La premiére équation stipule quewsi est nul initialement, il le demeure. La

seconde équation montre que la vorticitg¢=|| w| diminue dans la partie contractée du tube
de courant ou I'écoulement isovolume accélétg,(0x >0) et augmente dans la partie
dilatée @Uq/0x; <0). Par ailleurs, conformément au théoréeme de Kekarcirculation du

tube de vorticité étant conservée, la contractiontabe engendre donc a la fois une
diminution de son intensit& et une augmentation de son épaisseur. Cela esnatisé sur

la figure14.8 Dans I'élargissement du tube de courant, celti@ation s’'inverse.

On note alors, et c’est un fait important, que é&amisme de contraction-étirement induit un
comportement exponentiel de w. En effet, en adoptant un formalisme lagrangien,

lintégration du systemgl4.5.13)donne :

—=2 Jy(auy/ox ) tar

w (t) = (t=0)e 3
w3 (t) = w3(t =0) ejo( Uz /oxg) t'dt

(14.5.14)
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ot w(t =0) correspond aux conditions & I'entrée du tube deart dans le plaxg =0. En

'absence de tout mécanisme autre que la distqriasymétrie amont-aval de la conduite de
la figure 14.8 fait que l'on retrouve la vorticité initiale au b du cycle contraction-
étirement. Ces variations exponentielles de laicit#talignée avec un axe de contraction ou
d’étirement caractérisent donc le mécanismeadgraction-éirement de la vorticité yortex
stretching introduit plus haut.

Le mécanisme d’étirement joue un roldondamental en dynamique des fluidesar si de

la vorticité, méme résiduelle, s’aligne avec unnspal’étirement, elle augmente de maniere
« explosive » (exponentielle). Elle peut alorsaa@gir sur le champ de vitesse, et cela peut
modifier de maniére spectaculaire les propriétasegdes de I'écoulement (il s’agit alors
d’une situation non-linéaire qui met en jeu I'enddende la boucle d’interaction de la figure
14.7). Nous illustrons cela plus loin (dans un apprdissement) avec I'exemple de la
génération d’écoulements secondaires dans une itendu

» Gauchissement : exemple

La seconde situation est celle schématisée surglaef1l4.9 On considere toujours un
écoulementpermanent bidimensionnel irrotationnel de fluide parfait incompressible
homogéenedanslequel se trouve un tube de vorticité orienté eatiment a un instartt.

Cette fois-ci, I'écoulement, de vitesde (X, x3)=Ul_el+ Use est cisaillé, son taux de

cisaillement valandU, /dx3 a l'instantt.

Figure 14.9 -Gauchissement d’un tube de vorticité dans un éauehé bidimensionnel cisaillé irrotationnel. Le
basculement de la vorticité par le cisaillemenearge composante de vorticit§ dans la direction normale a la
vorticité initale. Si, comme supposé dans cetteréigle fluide est un fluide parfait incompressibanogéne (ici
sans force de volume), d’aprés le théoréme de Kdhicirculation T reste constante au cours de cette
transformation.

L’équation d’Helmholtz214.5.1)doit étre considérée ici sous sa forme compléte :
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+Y1

0316)(3

(14.5.15) —=0U.w=( Uy
dt 0%

Pour les deux composantes de la vorticité on obtienc le systeme suivant :

contraction-

étirement gauchissement
— —
d(;x)l - %Ul W + %Ul
t X X3
(14.5.16) dwoy 90U, . au;
dt % L o
—
gauchissement contraction-
étirement

ou I'on a identifié les termes de contraction-dtiemt et de gauchissement. Concentrons-nous
sur la premiere équation : a l'instantonsidéré la composante horizontale de la vorticité

étant nulle seul le second terme du second mentite L& cisaillement localdU,/0x3
« penche » le tube de vorticité en produisant wumposante horizontaley . Ce mécanisme
correspond a I'équation :

(14.5.17) doy _0Y,
dt 0x3

C’est legauchissementde la vorticité yortextilting ou vortextwisting) vu plus haut. Entre
l'instant t et I'instantt + &t, la composantey, ainsi créée vaut :

(14.5.18) oy (t +3t) :ws(t)%at
6X3

» Approfondissement ** - Ecoulements secondaires darune conduite coudée

Voici une application intéressante qui va nous ¢t de réviser les mécanismes de distorsion ¢e la
vorticité enseignés dans ce paragraphe, ainsiegugrincipales notions sur le fluide parfait enséag
depuis lechapitre 11. Il s’agit de I'écoulement dans une conduite ceudgprésenté sur la figufe
14.1Q

Ce probleme a déja été abordéchapitre 6 au moyen de I'outil des bilans dans les volumeg de
contréle, cf. figure.4.




Chapitre 14. La dynamique de la vorticité 509

(@) (b)

Figure 14.10 - Ecoulements secondaires dans une conduite coudé&zanismes. (a) Champ de vites
irrotationnel dans le plan de symétrie de la comdib) vues a divers instants d’'un tube élémenidér vorticité
transporté par I'écoulement de la figure () : tsfide gauchissement et d'étirement. (¢) Schémiatisae la
formation d’'un couple de tourbillons a I'aval duudke dans une conduite cylindrique (la mise enigotade la
totalité de I'écoulement dans chaque demi sectmfadconduite traduit la vitesse d’'induction Biet-Savart
explicitée plus bas dans ce chapitre).

On suppose que dans la conduite I'écoulement eshgment, que le fluide est incompressi
homogeéne et qu'il n'y a pas de force de volume. @enfiguré sur la figuré4.10 (a)l’'écoulement es

supposé uniforme dans la section d’entrée de ldwtm Il est donc initialement irrotationnel. Cat@p

tenu des hypothéses ci-dessustiéoréeme de Lagrangegarantit que cet écoulement deme
irrotationnel dans toute la conduite.

Le théoreme de la pressiorenseigné awhapitre 11 stipule alors que, du fait de la courbure
lighes de courant dans le coude de la conduitdigefre 14.10 (a) il s’établit un gradient de pressiq
radial positif. En effet, la pression dans la gamiférieure du coude (vers les centres des coesp
est inférieure a la pression dans la partie supéridPar conséquent, d’aprepltemier théoreme de
Bernoulli, partant d’'une pression uniforme a I'entrée dedaduite, I'écoulement le long des lign
de courant proches de la partie inférieure de talaite est plus rapide que celui le long des ligie
courant proches de la partie supérieure. On obdiesi un profil de vitesse cisaillé tel que figusé
la figure14.10 (a)

Remarque-
Nous avions représenté ce profil dans un appro$sedient dichapitre 6, cf. figure 6.6 (a) Nous y avions
ajouté aussi l'effet de la condition d’adhérencé epgendre une région visqueuse cisaillée a proginhe la
paroi de la conduite (couche limite).

Conformément a la figur4.10 (b) tout tube de vorticité infinitésimal plongé ddiéoulement dg
fluide parfait de la figurd4.10 (a)subit un gauchissement consécutif au cisaillerdertécoulement
irrotationnel dans le coude. Mais il subit aussiétirement du fait de I'accélération du fluide dag
des lignes de courant situées dans la partie éuiéxride la conduite. Or, dans une conduite ré
I'écoulement prés de la paroi de la conduite esttiomnel car le fluide est cisaillé du fait

'adhérence (voir remarque ci-dessus). Cette régjanest la couche limite, constitue une sourcg
vorticité pour les mécanismes étudiés dans ce pphg Les expériences ménent alors aux cong

Se

Dle

Lire

les
n

elle,

e
de

tats

suivants :
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v' Les mécanismes de fluide parfait décrits ci-deagissent sur la vorticité contenue dans la régl;ion
proche de la paroi : ils la gauchissent et I'étiren

v Le résultat est une intensification exponentiebelal vorticité alignée avec I'écoulement prés fdes
parois latérales a I'aval du coude, cela jusquienér une paire de tourbillons contrarotatifs.

v' Ces tourbillons de signes opposés entrainent plrction tout le fluide de la conduite jusq

former deux régions tournantes, comme schématisia $igure14.10 (c) Ce mécanisme d’inductio
caractérise I'effet deo suru et il fait référence a la branche inférieure dédare 14.1 Il correspond

>

a la loi de Biot-Savart détaillée ci-dessous darcorps du texte.

Ces structures tournantes transversales qui sepageat ainsi a I'écoulement débitant le lond le
d’axe de la conduite portent le nonédbulements secondaires

Remarques
- Comme discuté dans I'approfondissementidapitre 6 évoqué plus haut, si I'on veut obtenir un écoulende)
peu prés uniforme apreés le coude, il convient tbitdire dans la région du coude des systémes patéuns qui
contrarient cette organisation rotative de I'écméet, cf. figures.6 (b).

- Les écoulements secondaires sont essentielslpcompréhension de I'organisation des écoulemartisnus
dans de nombreuses applications de la mécaniqudlulidss. C'est notamment le cas dans le domairge|de
turbomachines ou les écoulements sont soumis grddgents de pression transversaux violents, vidatévier
la quantité de mouvement, comme dans le cas d'oméuite coudée que nous venons d’étudier.

14.6 L'effet de la vorticité sur le champ de vitesse : d loi
d’'induction de Biot-Savart

Nous allons nous intéresser maintenant a la brag(;hgt_l(g)) de la figureld.], c.-a-d. a
la facon dont un champ de vorticité met en mouveneiiluide qui I'environne. C’est le
phénomene dhduction de la vorticité sur la vitesse du fluide.

Avertissement

La démonstration générale qui va suivre est un fastidieuse. Elle reproduit une démarche classigue
physique (en électromagnétisme notamment). Elledeshée ici dans le corps du texte (et non pas @mmm
approfondissement) car elle fait partie du corpasttéorémes qui fondent la mécanique des fluidess®©
concentrera alors surtout sur ses deux applicatjoasnous illustrons ensuite : le tourbillon filarhet la nappe
de vorticité isolée.

On considére un écoulement fiidde incompressible occupant tout I'espace On suppose
que le champ du rotationngi(g) de cet ecoulement est non nul dans un domaine focn
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Il s’agit de calculer dans tout I'espace le chang \Litesseg(g) satisfaisant les deux

éguations vectorielles suivantes :

(14.6.1) rotu=w

(14.6.2) divu=0

Compte tenu d€l4.6.2)on introduitle potentiel vecteur A tel que :
(14.6.3) u=rotA,

L'unicité de A est assurée si 'on impose la condition suppléaient
(14.6.4) divA=0,

En remplagan{l4.6.3)dans(14.6.1)on obtient :

(14.6.5) rot(rot A) = w

L’identité vectorielle (cf. annexa2.4) :

(14.6.6) rot(rot A) = grad ( div.A-A_A

aboutit alors a I'équation de Poisson pour le pegemecteur A :

(14.6.7) AA= -

La solution de cette équation s’appuie sur lesltgtsuclassiques suivants. La solution de
I'équation scalaire :

(14.6.8) Ap=f,
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est générée par le noy&, ou fonction de Green, solution de I'équation sondntale :
(14.6.9) AG=3(x) ,

Ce noyau vaut :

1

Il représente une source ponctuelle placée a ifmig.a solution de I'équatio(iL4.6.8)est
alors obtenue au moyen d’'une convolution entretetionG et le second membre de cette
équation:

1 e F(X)
(14.6.11) 0(x)= fO0G=——[[[—=LdO
& il e

Cette formule s’interpréte comme le potentiel pibghar une distribution de sources de
densité volumique localef (1() En appliquant(14.6.11) a chacune des composantes de

I'équation vectoriell§14.6.7) on obtient :

(14.6.12) A(X)=-w0G=—[|

En prenant le rotationnel de cette expression diemttpour la vitesse ( x) :

(14.6.13) u(x) :imr_otxﬁ d0
Q i\

On utilise alors de nouveau l'identité vectorigdbe annexeA2.4) déja utilisé erf12.6.10):

(14.6.14) rot, (a A) = arot, A+ grad, (0.4
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aveca=1/|x-x'| et A=w(x'). D'ou:

(14.6.15) rot,, @(x) = grad Doo(x),

(14.6.16) u(x) :%Tm grad (—— ) Dw(X) @

Pour le gradient, on a :

1 @X”}—_X'” X—X'
(14.6.17) grad — ) =- X —__X7X
S P L PEST J PRNTE
D'ou :
1 X=X
(14.6.18) Q(l() =—— EAJEA D@(X) a0
) | x-x

C’est laloi de Biot-Savart La solution(14.6.18)étant une solution particuliere des équations
(14.6.1) (14.6.2) en toute généralité, il convient de lui rajoutere solution arbitraire du
systeme homogeéne,

(14.6.19)

c.-a-d. un champ irrotationnel quelconque grad¢ deérivant d’un potentietp solution de
I'équation de Laplace :

(14.6.20) Ap =0,



Chapitre 14. La dynamique de la vorticité 514

Dans le cas ou I'écoulement occupe tout I'espanepaut montrer qué =0. Le champ de
vitesse est alors bien défini pd4.6.18) Par contre, dans le cas ou I'écoulement occape u
domaine borné il convient en général d’ajouter bantp induit par la vorticit¢l4.6.18)un
écoulement irrotationnel qui vérifie les conditiansx limites a la frontiere du domaine, soit :

(14.6.21) u(¥) == [[[-272 De(x) d2 + gradp

14.7  Application : tourbillon filament et nappe de vorticité

Nous allons maintenant appliquer la form(ild.6.18)aux deux cas particuliers suivants :

v untourbillon filament de fluide incompressible ;
v' unenappe de vorticité isoléale fluide incompressible.

> Cas d'un tourbillon filament

Comme rappelé plus haut twurbillon correspond a un tube de vorticité étroit plongésda
un écoulement irrotationnel. L®urbillon filament correspond quant a lui a la ligne
singuliere obtenue en faisant tendre la sectionstrersale du tourbillon vers zéro tout en
maintenant la circulatiolm constante, cf. figur®.26 (b) Comme schématisé sur la figure

14.11 ci-dessous,on considére un trongcon élémentaire de tourbillon, vidume 8Q,
correspondant a un tube cylindrique aligné avéigtes tourbillon centralé en un pointx' .

Figure 14.11 -Tourbillon filament et vitesse induite (loi de BiSavart) : définitions.
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Si 3M (x')=3M (x') n désigne le vecteur matériel élémentaire tangdatligne tourbillon

en x' et sidS désigne l'aire de la section du tourbillon, ontpéerire :

(14.7.1) 3Q =5S8M

(14.7.2) wdQ = wdSdM=(w .9 _® M=T 3 M

ou I'on a tenu compte dél4.4.12) En définitive, I'équatior(14.6.18)devient :

(14.7.3) u(x)=-| (

C’est laloi de Biot-Savart pour un tourbillon filament.

» Cas d’'un tourbillon filament rectiligne

Comme schématisé sur la figutd.12 ci-dessous, dans le cas ou le tourbillon filamesit
rectiligne et aligné avec I'ax®x3, on a la relation :

(14.7.4) dM (x') = dxe;

En considérant par ailleurs un systeme de coordsnnﬂmdriques(gr,ge,_%) attaché au

point x ou I'on calcule la vitesse induite par le tourdnlfilament, soit ici :

(14.7.5) (x=x)0dM (x) = - dx &

L’équation(14.7.3)devient dans ce cas :

I'dX3 _rJ-oo d X r

M roo
(14.7.6) Q(l()zz.[..‘—oo( 2 (1+X2 )32ge = o %

r%+x3 )3/2%-4m
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Donc :

(14.7.7) u(x)=——

Figure 14.12 -Tourbillon filament rectiligne et vitesse induitei(de Biot-Savart) : définitions.

On retrouve ici la loi de vitesse daurbillon ponctuel isolé introduit auchapitre 12, cf.
(12.4.10) et présenté de nouveau aapitre 13 comme solution élémentaire des
eécoulements potentiels, ¢1.3.4.5) Ainsi :

Dans un écoulement bidimensionnel, le champ deséténduit par un tourbillon ponctuel correspgnd
a celui d’'un tourbillon filament rectiligne d’extsion infinie perpendiculaire au plan de I'écouletmen

Rappelons gue la vorticité de cet écoulement itimiael est une distribution de Dirac, cf.
(12.4.13):

(14.7.8) w(x)=T 3(x)

» Cas d’'une nappe de vorticité isolée

Comme rappelé plus haut, unappe de vorticité correspond a I'ensemble des lignes de
vorticité s’appuyant sur une courbe. Il existe dembreux écoulements que l'on peut
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modéliser comme des écoulements irrotationnels sauflesnappes de vorticité isoléesA

titre d’exemple, on schématise sur la figlitel4ci-dessous le cas d’'un écoulement produit a
I'aval d’'une plaque plane d’épaisseur nulle, damgiel se forme une nappe de vorticité libre
S séparant I'écoulement provenant de I'amont et ndggon de fluide au repos située au-

dessous de la nappe.

Cette situation est d’'un grand intérét pratique edbr représente une idéalisation au sens du
fluide parfait de deux grandes familles d'écouletsegue I'on rencontre dans les

applications, a savoir :

v lescouches de mélangejui correspondent a I'interface entre deux éauelats paralléles
de propriétés différentes, notamment les jets ;

v lescouches limites qui correspondent a la région de contact entriduige et un solide.

Remarque-

Nous consacrerons le prochain chapitre a ce detn@mrlement.

o

u=0

Figure 14.13 -Nappe de vorticité isolée engendrée par un écoulemmetationnel a I'aval d’'une plague plane
d’épaisseur nulle.

Dans le cadre du modeéele de fluide parfait, ces dptobléemes se raménent a une
concentration singuliére, ici surfacique, de vawicque I'on qualifiera deappe de vorticité
isolée Notons que I'on peut remplacer la plaque solieléadfigurel4.13par le prolongement
de la nappe de vorticité représentée a I'aval, shagager la nature du champ de vitesse qui
est ici un champ uniforme dans le demi-espage 0.

Nous allons formaliser ici cette notion de nappe/aiicité isolée. On considére pour cela en
tout pointx' de S le vecteur densité surfacique de vorticitéy(x') tel que :
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(14.7.9) wdQ =y 3S

En remplacant cette expression dans la loi de Baotf(14.6.18) on obtient :

(14.7.10) u(x) = 4n”5|x X”3 Oy(x’)ds

Enfin, notons qu’une nappe de vorticité se rameéunreadiscontinuité de vitesse. En effet, en
faisant appel a la théorie des distributions,®@i Buppose qu'il existe un saut de vite@s_e]]

en tout point d’'une surfac® le rotationnel peut étre défini comme :

(14.7.11) w=rotu+n0] u]ds

ou &g désigne la distribution de Dirac s@ret ol rotu est le rotationnel au sens des
fonctions usuelles. Pour un écoulement irrotatiboaek donne :

(14.7.12) w=n0[] u[dg

oll 85 =3(x3) dans les conventions de la figur4.13 Soit, en introduisant cette expression
dans la loi de Biot-Sava(14.6.18):

(14.7.13)

u(x)= 4an P z0(nOf u)(x) ds

D’ou, par comparaison avét4.7.10):

(14.7.14) y=n0O[ u]
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Dans ces relations, le saliu | doit &tre compris comme la différence entre lasse « au-

dessus d&» et la vitesse « au-dessousSie dans le sens de I'orientation de la normale
gue I'on a choisie. Pour I'exemple de la figd#e13cela donne :

(14.7.15) y=nO[u]=80(Lbe-0)= ke

14.8 Approfondissement ** - Instationnarité d’interfaces : théorie
» Introduction
Dans ce long approfondissement « 2 étoiles » ntaasadévelopper les aspects théoriques dune
application des éléments de ce chapitre sur ldacitért Comme schématisé sur la figuré.14 ci-
dessous, il s’agit du comportement de la surfaceatdact entre deux écoulements paralleles de
masses volumiques et/ou de vitesses différentetse Giguation recouvre notamment deux typeg de
problemes :
v' dans le cas ou les deux écoulements ont la mémsemvadumique mais possede des vitegses
différentes, la surface de contact est sindace de vorticité isolée
v' dans le cas ou les vitesses sont égales et legsnasisimiques différentes, on se trouve alor$ en
présence d'unsurface de contact irrotationnelleentre deux fluides non-miscibles.
La théorie que nous allons développer comprend tugscas intermédiaire mélant des différences de
densités et de vitesses.
P1 U]
e3,2,W A E F(x,z,t)zz—i(x,t)zo
I > J\ W
gl > N
e, x,u
< by >
P2 U,
P
Figure 14.14 -Instationnarité d'interfacesdéfinitions
On montre que les deux problemes listés ci-desdmeettent une solution générale unique sous la
forme d’ondes propagatives dont certaines peuvesinstablesau sens ou elles sont amplifiées.
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L’écoulement devient alors instationnaire puis tlebt. Les équations qui décrivent ce régime
d’ondes sont basées sur deux notions enseignéssedarhapitres précédents, a savoir :

v les conditions aux limites cinématiqueset dynamiques sur une surface de contact vues|au
chapitre 7 pour le fluide newtonien, et aapitre 8 pour le fluide parfait ;

v le deuxieme théoréme de Bernoullvu au chapitre précédent.

Ce probleme permet donc de réviser ces notions.dRefr ailleurs, nous allons voir qu'il décrit des

phénoménes tres concrets et d’une grande portéarfmntale et applicative, tels que la houle et
l'instabilité de Kelvin-Helmholtz. Nous analyseroos second probleme au moyen d’arguments plus
heuristiques dans le corps du texte au prochaamgpaphe.

> Les équations

Conformément a la figurd4.14 ci-dessus, on considére deux écoulements de flygsants
incompressibles homogéneset non miscibles occupant respectivement deux demi-espaces infinis
séparés par une interface. Ces deux écoulementssspposédidimensionnels c.-a-d. invariantg
dans la direction normale au plan de la figl4el4

On définit alors Iétat initial, ou état de base comme étant celui correspondant & un écoulement
horizontalstationnaire de vitesseU; au-dessus d'un écoulement horizorgitionnaire de vitesse
U,. On notep;, p, les masses volumiques respectives de ces deukegwnis, etP, P, leurs
pressions.

Si U; #U,, la surface de contact, supposée d’épaisseur, rugdteespond a une nappe de vortigite

isolée telle que définie dans le paragraphe prétedé figure14.13 Par voie de conséquence, |es
deux écoulements peuvent étre considérés commécdetements de fluide parfait irrotationnels
Par ailleurs, puisque les deux fluides en préssnot supposéscompressibleset homogenesils

sont dondarotropes et nous pouvons donc les décrire a I'aide de deuxnpiets de vitesse, que I'0
noteradq,d, et qui vérifient tous deux une équation de Laplace

(14.8.1) {2& ::%

=}

On suppose alors que la surface de contact quresdgs deux écoulements devient naturellement
instationnaire au cours du temps, animée d'un mmewe vertical sinusoidal d’amplitudé et de

longueur d’'onde\ . Comme indiqué sur la figuet.14 on définit cette surface par I'équation :

(14.8.2) F (X,Z ,t) = z- E( X,) =0 -équation del'interface

Le caractére sinusoidal de sera pris en compte plus tard. On considére glaesce mouvement de
l'interface est ungetite perturbation de I'état initial. En I'absence de toute échekdahgueur autrg
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gue celles introduites par le mouvement de la paation lui-méme, cette hypothése de pe
perturbation peut se traduire au niveau des emssiverticalesi(x,t) de linterface par Iz

condition :

14.8.3 ¢~h
(14.8.3) h/A =e<<1

ou h désigne I'amplitude de I'onde ét, sa longueur d'onde, cf. figurt4.14 Pour le champ d
vitesse et pour son potentiel dans le repere delonnées défini sur la figuet.14 on posera alors :

$1=Ux+0,
(14.8.4) {(152 =U2X+¢2

En remplagant(14.8.4) dans (14.8.1) on voit que les dewpotentiels perturbatifs ¢;,¢,
vérifient aussi I'équation de Laplace :

(14.8.5) {2& ::%

»  Conditions aux limites a l'infini

On fait alors I'hypothése que ces perturbationst saranescentes dans le champ lointain. (
introduit les deux conditions aux limites suivarttes

¢1 - 0 pour Z -
(14.8.6) {¢2 bz,

Remarque-
Ces deux fonctions tendent en fait vers deux catesajue nous posons égales a zéro sans pertaétaldgé.

» Conditions cinématiques

Les autres conditions aux limites qu’il convienggpliquer concernent la valeur des deux foncti
$1,9, de part et d’autre de linterface. Il s’agit dode traduire pour le potentiel des vitesses
conditions du fluide parfait a l'interface entreudefluides non-miscibles données éh4.14) et
(8.4.15) Ces deux conditions, qui sont équivalentes, tsat 'absence de flux de masse a tra
linterface. La seconde condition, laeondition cinématique traduit le caractere matériel
l'interface. Elle prend ici la forme suivante :

tite

3%

Cela

oNns
es

ers
e
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(dFJ =a—F+(U1§1+ gradq)l) .grad F
1

(14.8.7) dt)p ot
:(d_FJ :a_F+(U + grad¢ ) grad F=0
dt ), ot 26 91a02) - A

L’équation de l'interface~ est définie erf14.8.2) En remplagant, on obtient :

A RRCAL N
1

dt at ox Jax 0z
(14.8.8) en z=£ :

(d_Fj :—ﬁ—(uz.{.%jg.{.%:o

dt j, ot ax )ax 0z
Soit ;

%:%*{Uﬂ-%j?

%=§+(U +%jﬁ

0z ot 0x Jox

On exploite alors hypothése de petites perturbations (14.8.3kn appliquant la conditio
cinématique ci-dessus e 0 et en éliminant les produits de termes perturha®h obtient ainsi :

m~g+uﬁ

_n.) 0z ot ‘tox

(14.8.10) en z=0: a¢2,_aE+U 0%
P25 40,5

0z ot 0X

» Condition dynamique et deuxiéme théoréme de Bernalil

La seconde condition aux limites qui caractérisgdtface est la condition dynamique qui exprimg
conservation de la contrainte a travers une interientre deux écoulements. Pour le fluide pa
cette condition se résume a la conservation dedsspn dans la mesure ou I'néglige les effets dg

tension superficielle cf. (8.4.16) On distinguera ce faisant les deux pressionsé®ulement dg
base, notée§, P,, et celles du champ perturbatif, not§gsp,.

C’est a ce stade que nous avons besoin de faied apgeuxieme théoreme de BernoulliChacun
des deux écoulements étant irrotationnel et leddluétant incompressible et homogéne, d
barotrope, on peut en effet appliquer ce théoréme/ersion de ce théoreme qui nous intéressetig
la relation (13.2.5) qui s’appligue aux écoulements potentiels (fluidarf@it incompressiblg
homogéne)

 |a
(fait

onc
i es
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6;11 L 1 P1+ pl 1(U 9_|_+ gradq)]_) + gz= @( ): pour 2E
(14.8.11) 5 Ppi ,
%+2p—1p2+;(uz(_aﬂ+grad¢2) +9z=GCy(1) pourzsg

En z=0, apres élimination des termes du deuxiéme ordrawiis des perturbations, on obtient :

P+ p =pyf Cl(t)—m %U% 6¢1 - & |

(14.8.12) en z=0:

0 1 0
=P, + pp =Py Cz(t)—ﬁ ZU%‘Uz%—QE]

Pour I'état de base, le théoreme de Bernoulli g'écr

i+%U12+pgz=(:l pourz= C
(14.8.13) P1

&+1U22+pgz=C2 pourzs C
p2 2

La condition dynamique correspondante a cet étatlstalors que :
1 1
(14.8.14) en z=0:R =py[ cl—Euf]zpzzpz[cz—Euzz]

En soustrayant cette relatiorflat.8.12) on obtient pour le champ de perturbations la itmmd:

0 0
p=paf C1(0)-Cr-B1-u, 2 |

=py =0y Cz(t)‘cz‘%‘uz%(z‘gf]

(14.8.15) en z=0:

On peut éliminer les fonction§,(t) - C; et C5(t) - C, et les incluant dans la définition des potent
¢4 et ¢o. D’'ou en définitive :

(14.8.16) | 64’1 +U aa¢1+ga] o [6¢2+U a¢2+gz]

» Synthése

Le probléme a résoudre est donc constitué pardesatiéns(14.8.5)et par les conditions aux limite
(14.8.6) (14.8.10)et(14.8.16) Nous regroupons cet ensemble ci-dessous.

(14.8.17-a) {ﬁil :_%
,=

els

S
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conditions aux limites a I'c :

(14.8.17-b) $1 » 0 pour Z —»
¢, - Opour z - —o0

conditions aux limites en z=0:

(14.8.17-c)
- condition cinématique
% = + Ul aE
0z 6t oXx
- a(’l -_ + U2 ﬁ
0z Ot ox

- condition dynamique (relation de Bernoulli)

A a¢1 U16¢1 +g& ]=p, [a¢2+u 6;>X2+ga]

» Solutions : ondes propagatives

On cherche les solutions de ce probleme sousefafondes propagatives, donc sous une forme
en modes normaux

F (X’Z’t) = Z_E( Xt) =0 - équationde l'interface
(14.8.18) £(x.t)= Re[% é’k(x—ct)}
(61:02)(x29 = R{(B:2)(9 &)

Dans ces expressiohs=21/A définit le nombre d’ondeRe[ } désigne la partie réelle de la quan

entre parenthéses, et est homogéne a une vitesse. On considérerakgastréel et positif. Nous
verrons alors que peut étre complexe, de la fornee= G *iG, ou la partie reellec, définit la

vitesse de phasee I'onde et ou I'éventualité d’'une partie imagieac; non-nulle offre la possibilité
d’'un comportement instable de linterface En effet, conformément @14.8.18) dans le cas o

G #0, 'amplitude de la perturbation est proportionaei etkat gt peut donc augmenter avec
temps. La quantit& g , homogéne a une frequence, définitdex d’amplification de la perturbation

En introduisant la forme norma{&4.8.18)dans les équations de Laplgdd.8.17-a) on obtient pout
les potentiels deux équations du type :

(14.8.19) i (2)-K2 i (2=0 ,i=12

Ces équations admettent des solutions de la f@rnveconstx &< Tenant compte des conditions
+ o0, cf. (14.8.17-b) on posera donc :

dite

té

14

—_—

e

en
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— aokz
(14.8.20) {q)l = he

b, = Be?

Il nous reste alors trois équations algébriquesalies correspondant aux conditions cinématique

dynamiqueg14.8.17-c)qui permettent de détermin(eA,B;E) . Les conditions cinématiques donnent :

(14.8.21) ~Ak =ik + Uy kg
- Bk =—iké + U, iké
Soit :
A=-i(U; -c)E
(14.8.22) {B AR

La condition dynamique (relation de Bernouldpnne :

(14.8.23) pu[ kAU -c) + g€ | =p,| ikB(Up-c)+ & |

En remplacantA et B par leurs expressior(44.8.22) ¢ disparait et on obtient alors le polynéine

d’ordre 2 enc suivant :

(14.8.24) pik(U1-¢)” +pok(Up - 9 =g (p2-py)

On trouve, pour les deux solutions de ce polyndme :

2
(14.8.25) C:Mt\/gﬂ_pﬂ)z(U U zJ
PL*P2 kpi+po P1tP2

La solution cherchée est donc définie (i4.8.18)et (14.8.25) Comme annoncé, conformémen

S et

—

a

(14.8.25) la célérité de I'onde peut étre complexe. C'estds lorsque le terme sous la racine carrée

est négatif, soit :

k> ke
(14.8.26) = ( P2 _P1 ) g = écoulement instable
ke = 2
PL P27 (U1 -Up)

On a dans ce cas=¢ =iG avecg >0. La solution est alors composée d'une paire d'sr

d’amplitude proportionnelle #*%4' ’une est donc exponentiellement croissante &¥déemps. On
dit dans ce cas questoulement est instableDans le cas opposé, lsk k., I'écoulement est stable

de
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La solution stable est composée d’une paire d’oadEsplitude fixée par les conditions initiales,
¢ défini par(14.8.25)est un nombre réel.

Nous allons voir maintenant que l'effort consentup aboutir a cette solution générale

du

comportement instationnaire d'une surface de corgatre deux fluides non-miscibles est payant.

Cette solution décrit en effet une grande variét@lienomenes observés dans la nature selon la
des parameétregs;,p,,U;,U, . Nous allons les décrire tour a tour.

> Application : ondes de surface, instabilité de Ragigh-Taylor et houle

Ce cas corresponddy =U,. Dans ce cas la surface de contactrastationnelle .

Remarque-
Ce cas sort du cadre strict de ce chapitre consder&orticité, mais puisqu’il est couvert pathéorie ci-dessu
et il serait dommage de ne pas le traiter.

Le caractére stable ou instable des perturbatiensette surface de contact irrotationnelle dép
alors de I'’étagement vertical des densipggp,. Le nombre d’'onde critiqué. défini en(14.8.26)

vaut +co selon le cas.

v" Sile fluide lourd est situé au-dessus du fluide légesoit sip;/p, >1, cf. figure14.14,0n parle

de stratification instable. En effet, pour ce cas, on troudg =—c. Donc, puisque tout nombie

d’onde positif vérifie la conditionk > kc, I’écoulement esinconditionnellement instable Cela

signifie que toute perturbation quelle que soila&ueur d’'onde croit commeXG !

d’amplification k g valant :

avec un tauy

(14.8.27) kg = [gkPL—P2
P1*P2

Nous avons déja exemplifié brievement chapitre 1 cette situation a propos de la cimentat
primaire, cf. figure1l.31 (a)(cas de droite). L'instabilité obtenue porte le nafimstabilité de
Rayleigh-Taylor. Le rapport sans dimensio# = (pl —pz)/(p1+p2) est appel&@ombre d’Atwood.

v' Dans la situation opposée, c.-a-d. quand le flioded est situé au-dessous du fluide léger, sa
p1/P2 <1, alorsk, = de sorte que toutes les perturbations sont staDlesjualifie cette situatio
de stratification stable. La houle qui se développe a l'interface entre I'eau et l&st 'exemple type

des perturbations qui peuvent se développer damsituation de stratification stable. Si I'on négli
dans(14.8.25)la densité de l'airp; devant la densité de I'egp,, en posanip; =0, p, =p, et si

I'état de base est au repos, soitysi=U, =0, on trouve :

aleu

end

on

it Si
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-9

(14.8.28) c?= >

Fll[le}
|

Cette formule caractérise la vitesse de phase slerwes de surface. Pour les grands nombres d
k (i.e. les petites longueurs d'onde) il convient de compléter cette théorie en ajoutdans la

condition dynamiqué¢l4.8.17-c)’effet de la tension superficiellg, cf. (1.6.7) On laissera au lectedr

le soin de démontrer que I'on obtient alors :

(14.8.29) c2 :%J,_ =0Ty

La figure 14.16ci-dessous montre l'allure de la vitesse de plaskans un diagrammiog c— logA

ou l'on distingue bien le régime des ondes de tgaygrandes longueurs d'onde) de ce
correspondant au régime dominé par la tension Bajedle (petites longueurs d’onde). Le prem
régime correspond a laoule marineillustrée plus bas sur la figudet.16 (a) Le second caractérig
lesondes capillaires

100 +
10
kK p
(/ns_l)
1
0.1 ' ' ' ' ' { 7“(”1)

10 100 1000

0.001 0.01 0.1

Figure 14.15 -Célérité des ondes de capillarité - gravité sur imterface air/eau en fonction de la longug
d’onde A = 217k . Les valeurs numériques sa 9,81 m&, y = 0,074 kg.$, p = 998kg.m"

Les ondes capillaires sont les vaguelettes de kEurgud’onde inférieures au centimétre, cf. fig
14.15 que I'on peut voir se développer sur toute imtef(surfaces d’eau, gouttes, bulles) perturb
petite échelle, comme sur I'exemple de la figl4el6 (b)
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Il est alors intéressant de s’interroger a propedadhoule sur la validité de I'hypothése de pst

perturbationg14.8.3)qui est a la base de cette théorie linéaire. Lesrolations maritimes confirment

—

e

la validité de cette hypothése. A titre d’exemjs,grandes houles qui se développent dans lesshaut

latitudes de I'hémisphére sud, la elles ne reneomtaucune terre pouvant les arréter, peu

atteindre des amplitudes supérieures a la dizagnmeétres. Mais leurs longueurs d’onde dépas
alors la centaine de métres. Dans ce tAs=0.1. L’hypothése de linéarisatiofl4.8.3)reste dong

admissible.

» L'instabilité de Kelvin — Helmholtz : propriétés

Nous revenons ici au propos de ce chapitre : laahjgue de la vorticité. On s'intéresse en e
maintenant au cas ou I'écoulement de fluide estdgeéme, tel quep; =p,, mais comporte un

discontinuité de vitessd; #U,. La surface de contact représente dans ce casappe de vorticité
isolee Conformément §14.8.26) k. =0. Cet écoulement est donc instable pour tout nomimede

k>0. D'apres(14.8.25) on obtient pour la célérité des ondes :

|
(14.8.30) c:%(ul+uz)¢§(u1—u2),

L’amplitude des ondes croit alors avec un taux glémoation valant :

(14.8.31) kg =%(U1—U2)k

Conformément a ce résultat, les ondes sont d’aytiaist amplifiées que leur nombre d’onée est
grand, donc que leur longueur d’'onde est courte.afkeurs, conformément é14.8.30) dans un
repere en translation de vites@e:%(ul +U,) égale a la vitesse moyenne des deux écoulem

'onde est amplifiée in situ, comme représentdadigure14.17ci-dessous.

ent
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1
S(U1=U3)

Figure 14.17 -Onde d'instabilité de Kelvin — Helmholtz.

L'instabilité de Kelvin-Helmholtz dont nous venode décrire ici les fondements théoriques va Etre

analysée de nouveau ci-dessous au moyen de ramenteheuristiques qui vont permettre de migux
éclairer les aspects physiques de ce phénomeéne.

14.9 L'instabilité de Kelvin-Helmholtz : phénoménologie et
interprétation

Dans ce paragraphe, nous allons nous concentretesuaspects phénoménologiques du
comportement de la surface de contact entre deoxleéroents paralleles d’'un fluide parfait

incompressible homogene non pesant, de vitddgext U, différentes. La surface de contact
entre ces deux écoulements constituesuméace de vorticité isolée

La théorie de ce probleme est détaillée dans lappdissement ci-dessus ou elle est traitée
sous une forme générale qui prend en compte lahilidésd’'un couplage avec des effets de
masse volumique. Si on se limite alors au cas dinterface entre deux écoulements de
fluide parfait incompressible de méme masse volumitp théorie montre que l'interface, qui
devient une surface singuliere rotationnelle ed&ex écoulements irrotationnels, est instable
au sens ou toute perturbation initiale de cetterfate est amplifiée. Nous allons expliquer ici
pourquoi au moyen d’arguments physiques, sans &pel aux équations. Cela va nous
permettre de « mettre en ceuvre » de nouveau lessds/notions apprises dans ce chapitre.

La situation qui nous intéresse est présentéeasterniére figure de I'approfondissement ci-
dessus. Il s'agit de la figur4.17ou I'on se place dans un repere mobile en traoslate
vitesse égale a la vitesse moyenne des deux écentigm
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(14.9.1) U =2(U1+Up)

Remarque-
On pourra se reporter a la figutd.14 de I'approfondissement pour la définition de lafiguration dans le
repere fixe.

Comme schématisé sur la figuré.17 la théorie et 'observation montrent que la pdyation
sinusoidale de l'interface est amplifiée au cowrgemps. Un tel phénomene caractérise un
comportemeninstable de I'’écoulement.

> L’instabilité de Kelvin — Helmholtz : interprétatio n

Pour interpréter ce comportement instable d’ungeaje vorticité, on peut raisonner soit a
partir de la vorticité, soit a partir de la pressidNous allons commencer par le premier
raisonnement.

v Interprétation « par la vorticité »
Conformément a ce que nous avons vu, la nappertieitéoisolée étudiée ici est caractérisée

par une densité surfacique de vorticité fixée masadut de vitesse a travers la nappe, cf.
(14.7.14):

(14.9.2) y(x)=n0[u]=80[ Ug- L g]=( Y- Y)_e

Remarque-
Si I'on calcule cette quantité dans le repere ifetid la figure14.17 on verifie bien quey (5)=DD[[ y]]

=g 0] 5(L-Uo)a-[ -5(U-Uz)a]]=(U- U s.

On raisonne alors en s’appuyant sur le schémacatiplde la figurel4.18ci-dessous.
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(b) ﬁ% a—_-%( éjlgvl—; linéaire
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N @%@@ inéaire

Figure 14.18 -Evolution linéaire et non linéaire d’une nappe deieité perturbée.

>

Initialement, cf. figurel4.18 (a) la nappe est rectiligne car en tout paintle cette nappe le
champ de vitesse induit en ce point par le resta ad@ppe est de somme nulle. En effet, la
contribution de la demi-nappe gauche compense @&xactt celle de la demi-nappe droite
puisque le produit vectoriglx - x') Oy (x') intervenant dans I'expressi¢h4.7.10)de la loi

de Biot-Savart change de signe pour ses deux batitns.

On superpose alors sur cette nappe une perturb@éidongueur d’'onde\ et on considére
trois points de la nappe, A, B et C, de méme dénsiirfacique de vorticité initiale
YA=YB=Yc. On noteu, g et U-_ g les vitesses induites en B respectivement par le
point A et par le point C symétrique de A par rap@oB. Comme schématisé sur la figure

14.18 (b) pour une perturbation d’amplitude non nulle lanbmaison des deux vitesses
ua_p et uc_ g tend a convecter la vorticité de B vers C. Celaceatre la vorticite de la

nappe dans la région du point C au détriment detdgon du point A, de sorte qug-
augmente ety, diminue. Comme montré sur la figutd.18 (c) cela implique alors que
Uc _, g augmente en méme temps qug g diminue. Ce processus d’'induction mutuelle ne

peut que s’amplifier : la perturbation s’intensifie
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Les figures 14.18 (d)et 14.18 (e)décrivent alors le régimeon-linéaire de I'évolution de la
nappe. Ce régime correspond a la situation ou ¢thgse de petites perturbation (qui est
I'hypothése de base de la théorie linéaire présedéds I'approfondissement précédent, cf.
(14.8.3) ne tient plus car I'amplitude du déplacement vattide la nappe n’est plus
négligeable devant sa longueur d’onde, et parce cpuetlativement, les variations de la
densité de vorticité/ le long de la nappe déformée ne sont plus nédligealevant le saut de
vitesse 2U du champ de base. Comme schématisé sur la fibdiE8 (e) le processus
périodique de concentration-déplétion de la vdgiaboutit a une rupture de la nappe et a la
formation d’une allée de tourbillons discrets.

v Interprétation « par la pression »

L'interprétation en termes de pression repose suth&éoreme de la pression présenté au
chapitre 11. Comme nous l'avions fait alors pour expliguepl&nomeéne de la portance, cf.
figure 11.9 on part des deux conditions de pressioreerto . Elles correspondent a celles
de deux écoulements uniformes non perturbés. 8idansidére pour simplifier le cas ou les
écoulements sont non-pesants, ces deux pressionsidemtiques. Pour un fluide parfait
l'interface perturbée sinusoidale correspond aligne de courant. Considérons alors le point
B de la figurel4.18dans le régime linéaire. Partant de —c, en progressant vers la région
du point B située sous l'interface, on s’éloignecdmtre de courbure locale et la pression est
supérieure ép(z:—oo). Si I'on part maintenant de =c, en approchant le point B par le
haut, on se rapproche d'un centre de courburemelssion diminue. Doan(z+) < pB( z‘).
Ainsi, la pression sous le point B est supérieulia @ression au-dessus et cela tend a pousser
les « particules de fluide » composant l'interfapdes haut. La situation est donc instable au
sens ou la déformation de I'interface ne peut damnglifier avec le temps au fur et a mesure
gue sa courbure augmente. Le méme raisonnement dagrsdune région « en creux » de
l'interface aboutit & la méme conclusion : le créexd a s’accentuer.

> L’appariement tourbillonnaire

L’écoulement correspondant a l'allée de tourbillasenue a I'issue du régime non-linéaire
décrite sur la figurel4.18 (e)est-il stable ? La réponse est négative. En etfmite
perturbation de cet état va de nouveau étre amdelpar le méme mécanisme que celui que
nous venons de décrire. Pour montrer cela, conimené a la premiere ligne de la figure
14.19 ci-dessous, on modélise maintenant I'écoulementupa allée périodique infinie de
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tourbillons ponctuels de circulationl" et de longueur d’ond&. Le champ de vorticité de cet
écoulement de fluide parfait vaut donc, (d#.7.8):

(14.9.3) W(X)=eTd(2Y " 3(x )

ou d désigne une distribution de Dirac. Comme schégatis cette figure, on suppose que
cette allée de tourbillons ponctuels est de nouypesturbée de maniére sinusoidale avec une
longueur d’onde\ . Pour chaque tourbillon, on analyse alors de nauves vitesses induites
par ses deux voisins les plus proches. Ces vitesggsschématisées pour les deux premiers
tourbillons sur la seconde ligne de la figuid.19 On trouve de nouveau que le
désalignement des tourbillons tend a les rapprodbex a deux, ce qui aboutit a former une
nouvelle allée périodique composée de paires debittmns de longueur d'ond@A . Cet
écoulement est encore instable. Cette instabiitégealifiée desous-harmoniquecar elle
transforme un écoulement caractérisé par une lamgllende A en un nouvel écoulement de
longueur d’onde double.

Figure 14.19 -Instabilité sous-harmonique et appariement tounilkire.

Comme suggéré en bas de la figiel9 la formation de paires de tourbillons se termine
alors par le mélange, ou fusion, des deux toursllen un seul. Comme expliqué plus bas,
c’est la viscosité qui produit in fine ce mélange & long terme. L’ensemble des deux
mécanismes, ¢.-a-d. la formation de paires et Igion, est appeléappariement
tourbillonnaire (vortex merging en anglais). L'instabilité sous-harmonique varsloe
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nouveau affecter la nouvelle allée, les tourbillessis du premier appariement s’appariant de
nouveau entre eux pour aboutir a un écoulemenbgiérie de longueur d’ondéh , etc.

»  Confrontation aux expériences

On montre sur la figur&4.20ci-dessousleux types de résultats qui confirment nos analyses

(@) (b)

linéaire .
v Y 4 "
DO OO OOOT w

non-
linéaire

temps

temps

Figure 14.20 -Instabilité Kelvin-Helmholtz : (a) développemeninigorel d’'une couche de mélange de fluide
incompressible homogéne par simulation des équatit Navier-Stokes (champ de vorticité ; source : P
Comte, 1989, Ph.D. Thesis, National Polytechniditiite, Grenoble), (b) visualisation ombroscopicpie

développement spatial d’une couche de mélange antézoulement d’hydrogénel®m.s* et un écoulement

d’hélium-argon a3.5m.s? (source : Van Dyke, 1982 ; on identifie sur laitrale ces clichés la présence d’'une
sonde).

Le premier résultat, celui de la figul&.20(a) n'est pas une expérience proprement dite,
mais une simulation numérique, a savoir celle d’'ooeche de mélange bidimensionnelle
dans un fluide incompressible homogene. La quanti#@alisée est la vorticité. Comme
illustré sur la figure du haut, on considére cetteiche de mélange dans un repéere ou
l'interface est initialement stationnaire, produiter deux écoulement paralléles de vitesses
tU . Cela correspond a la figur#4.17 de Il'approfondissement ci-dessus. Dans cette
simulation, on fait I'nypothése que I'écoulement g&riodique dans la direction horizontale.
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Cela signifie que le champ sur la frontiere de téraiu domaine de calcul est identique a
celui sur la frontiere de gauche. La résolution égsations de Navier-Stokes dans ce cadre
d’hypothéeses permet de caractériser I'évolutionpmlle de cet écoulement. La premiéere
image en haut de la figudet.20 (a)montre que le champ de vitesses n’est pas discogti
que la nappe de vorticité posséde une certainesgqai En effet, cette simulation numérique
tient compte de la viscosité qui engendre une siffu moléculaire de la vorticité. La
séquence temporelle présentée montre tout d’ahssde de la phase linéaire et du début de
la phase non-linéaire de l'instabilité de Kelviniaoltz, a savoir une allée de tourbillons
périodiques. Puis ces tourbillons s’apparient sidionent conformément au schéma de la
figure 14.19 La figure 14.20 (b) montre quant a elle le développement spatial de ce
mécanisme tel qu'on I'obtient dans une expérieficEagit ici du mélange entre deux gaz
d’'indices différents, I'Hélium et I'Hydrogéne, vialisé au moyen de la technique de
'ombroscopie.

Remarque-

Ces images ombroscopiques sont obtenues apresawneste de I'écoulement par une lumiére blanchs a
direction perpendiculaire a I'écoulement et pataiféent a la surface de la nappe de vorticité. lgeadients
d’indice consécutifs au mélange entre les deurdsiisont ainsi visualisés.

Comme identifié au moyen de cercles noirs sur E@s photos successives, les tourbillons
adjacents issus de l'instabilité de Kelvin-Helmhadtapparient quand ils progressent vers
'aval. L'épaisseur de la zone de mélange augmalues vers I'aval comme la taille des
tourbillons.

14.10 Le rble de la viscosité

A ce stade, il convient de s’interroger sur le rdela viscosité. Comme illustré ci-dessus sur
la figure 14.20 (a)(figure du haut), la prise en compte de la viséosidns une nappe de
vorticité isolée se raméne a uakmination du caractere discontinu de la nappe Cela
revient a I'épaissir. On substitue alors une desiom continue a la représentation discontinue
de type fluide parfait qui s’appuie sur la théadies distributions a I'échelle du continuum.
Mais les mécanismes de l'instabilité de Kelvin-Hebtiz et de I'instabilité sous-harmonique
décrits ci-dessus sode nature non-visqueus€ils relevent du modéle de fluide parfait)s
restent donc pleinement actifs. Une bonne facomaileles choses revient alors a appliquer
les mémes raisonnements que ceux menés sur la figut8sur une « nappe plus épaisse ».
Ce que cela change, c'est que l'instabilité de kel\Helmholtz ne va pas pouvoir se
développer sur les longueurs d’'onde inférieurégpalsseur visqueuse de la nappe car elles
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sont alors amorties par le frottement visquewarsinoted I'échelle de I'épaisseur visqueuse
de la nappe, alors la viscosité ne fait qu’'introduine longueur d’onde, dite d®upure
visqueuse qui estd. Cette échelle de coupure est telle que toutauetion de longueur
A <0 redevient stable.

Enfin, la viscosité intervient aussi dans la phdedusion des tourbillons qui compléte le
mécanisme @dippariement tourbillonnaire comme schématisé sur la figuré.19et illustré

par les exemples de la figutd.2Q En fait, c’est elle qui est responsable du médimal de

la vorticité des deux tourbillons qui forment unarp lors de chaque étape du scénario de
I'instabilité sous-harmonique. La figui&.21ci-dessous scrute cela de maniére plus précise.

Figure 14.22 - Plans de coupe de deux tourbillons de mémesilations visualisés par colorant dans une cuve
hydrodynamique en fonction du temps (le temps é&vdi la gauche vers la droite ; Source : MeunierDizes and
Leweke, Physics of vortex merging, C. R. Physiqueps 487-499, 2005).

> Le terme visqueux de I'équation d’Helmholtz

On peut compléter maintenant I'interprétation @gjliation de bilan de la vortici{@¢4.3.7)en
considérant kffet de la viscosité Pour simplifier cette analyse on se limiteraaigicas d’un
fluide incompressible homogenele coefficient de viscosité constant

L’effet de la viscosité est traduit par le derriemme r_ot[ (divl)/p ] de I'équation(14.3.7)

Pour unfluide newtonien, ce terme prend la forme suivante :

(14.10.1) rot ( %div; ) = rot [ ﬁ@(x div_u)+51 di( 2n 9 |
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Pour un fluidencompressiblede coefficient de viscosité constant, cela donne :

(14.10.2)

rot ( idivl):ZVQt( divd)

Compte tenu de la relation tensorielle :
(14.10.3) 2divd=Au+ grad( divy,
déja vue awhapitre 7, cf. (7.3.7) pour divu=0 on obtient :

(14.10.4) rot ( 1oliv;)=vr_otAg.
oL

On utilise alors de nouveau l'identité vectoridt& annexeA2.4) :

(14.10.5) rot( rot u) = grad ( divy) -Au
Soit, sidivu=0 :
(14.10.6) rot Au = —rot| rot( rot u) |

En faisant de nouveau app€ll#.10.5) on peut écrire

(14.10.7) rot Au=A(rot u) - grad[ diy_roty |
=0

Donc, en définitive :
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(14.10.8) rot %divl )=vAw

Ainsi, comme annonceé dans la derniere remarqueadagpaph&14.3) dans un écoulement
de fluide incompressible homogéne rotationnel éetfe la viscosité sur la vorticité se réduit
a un terme classique de diffusion de type laplacien

» L’équation d'Helmholtz pour un écoulement de fluide newtonien
incompressible homogene avec force de volume dérivtad’'un potentiel

Pour un écoulement de fluide newtonien incompréss$ibmogéene de coefficient de viscosité
constant ou les forces de volume deérivent d'unmt@k en posantlivu= gradp = rot f=0
dans l'équation d’Helmholtz général@l4.3.7) compte tenu de(14.10.6) on obtient
I'équation :

(14.10.9) —I=a—I+ Hwu = d.w + VAW
[ S——] = —
advection distorsion: o_liffusion
contraction-étirement, Visqueuse
gauchissement

Remarque-
Conformément aux remarque du paragra@hs. (14.3.8) nous avons remplacé ici dans I'équation d’Helrtzhol
(14.3.7)le termeu.w pard.w

La forme de cette équation permet d’énoncer leltassuivant :

La viscosité, qui a travers le ternveAw diffuse w dans I'espace, tend ainsi a contrer tout effef de
concentration locale de la vorticité qui peut résudle son étirement.

Remarque-
Nous ne limitons pas cet énoncé a un écoulemenatlee particuliere car le mécanisme gu'il décsiten fait
tout a fait général.
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En particulier, dans un écoulement de fluide rées$si petite que soit la viscosité, elle lisse (et
donc élimine) toutes distributions singuliéres obtes dans le cadre du modéle de fluide
parfait. Ainsi, en présence de viscosité, le tdlabifilament et la nappe de vorticité isolée
perdent obligatoirement leur caractére discontiMais, comme souligné au début du
paragraphe, cela n’élimine pas les mécanismes d&orsibn (contraction-étirement,
gauchissement), ni le caractére instable de cesléuoents, car ce sont des mécanismes de
nature non-visqueuse.
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14.11 Résumé des formules essentielles

»  Lois d’Helmholtz

v Lacirculationl” d’'un tube de vorticité est une constante indépetedde la section du tube
considéreée.

v" Une ligne de vorticité ne peut étre qu'infinie, feimée sur elle-méme, ou encore en contact a
les frontieres du domaine fluide.

vec

»  Equation de la vorticité (équation d’Helmholtz)

v' Forme générale, cf. (14.3.7)

dw_a

=
€

(14.11.1) +Ow.u = Du.w- wdivu+ rot f+i2 gradp O grad pk_roﬁgl divt |
A L X

Qo
=3

t t

On peut remplacer dans cette équafitnw par d.w, cf. (14.3.8).

v Ecoulement de fluide newtonien incompressible haiegle coefficient de viscosité constant
les forces de volume dérivent d’un potentiel, £#.00.9)

(14.11.2) = =224 Dw.u=0uw+vAw
dt ot

Comme rappelé ci-dessus, on peut remplacer datesérptation’Ju.w pard.w.

»  Vitesse induite par un champ de vorticité (loi de Bt-Savart)

v Vitesse induite par un champ de vorticité dansaguement de fluide incompressible, cf.
(14.6.18)

(14.11.3) g(§)=—%_[m‘|f_j|lg Do(x) &
QA7 2

v Loi de Biot-Savart pour un tourbillon filament, ¢14.7.3)
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(14.11.4) gg==5j——
T[L

(14.11.6) y=n0[ u]
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La couche limite
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Chapitre 15. La couche limite

La notion de couche limite a été introduite brievement dans le chapitre 8 ou nous I’avons
couplée a I’approximation du fluide parfait, cf. tableau 8.2. Nous allons établir dans ce
chapitre les equations genérales de ce couplage.

15.1 La couche limite dynamique : introduction

La figure 15.1 ci-dessous présente un écoulement développant une couche limite sur un objet
bidimensionnel (cette figure reprend la figure 8.3 (c) du chapitre 8). La couche limite
correspond a la région grisée ou le frottement visqueux influence I’écoulement en propageant
la condition d’adhérence du fluide qui s’applique sur la surface de I’objet. Cela sous-entend
qu’au-dela de cette région, il existe une seconde région qui n’est plus influencée par la
viscosité. Cette région «extérieure a la couche limite » peut donc étre décrite par
I’approximation du fluide parfait.

Remarque -

Comme vu au chapitre 13, si I’écoulement a I’extérieur de la couche limite est un écoulement irrotationnel de
fluide parfait barotrope et de forces de volume conservatives (par exemple si les conditions amont sont celles
d’un écoulement uniforme incompressible homogéne), alors il peut étre décrit par le modele des écoulements
potentiels.

“ L >

Figure 15.1 - Echelle caractéristique & de la couche limite sur un objet bidimensionnel (s désigne I’abscisse
curviligne le long de la paroi de I’objet ayant pour origine le point d’arrét A de I’écoulement).
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» Un principe de séparation d’echelles

La notion de couche limite repose donc sur la possibilité de partager I’écoulement en deux
régions distinctes, régions que I’on peut décrire respectivement au moyen de deux
approximations différentes des équations de Navier-Stokes, celle du fluide parfait et
celle de la couche limite. L’objectif de ce chapitre est de préciser la nature de la seconde
approximation ainsi que la fagon dont ces deux approximations se raccordent.

Comme schématisé par la série de trois schémas de la figure 8.3 du chapitre 8, I’expérience
montre que cette partition est d’autant mieux justifiee que le nombre de Reynolds
caractéristique de I’écoulement est grand. Conformément a la figure 15.1 ce principe nous
ameéne a distinguer deux échelles de longueur : I’échelle L qui caractérise la taille de I’objet
et une échelle que nous notons 8(3) et qui caractérise I’épaisseur locale de la region
dominée par la viscosité. C’est la couche limite. Comme le suggere la figure 15.1,
I’expérience montre que cette seconde échelle n’est pas une quantité constante : elle dépend
de la distance de développement de la couche limite par rapport a son origine. Physiquement,
cette origine correspond au point d’arrét (noté A sur la figure 15.1) situé sur le bord d’attaque
de la paroi et de part et d’autre duquel I’écoulement se sépare pour contourner I’obstacle.

On considére alors une épaisseur caractéristique moyenne, que I’on note &, obtenue en
moyennant 8(5) sur la portion de la surface de I’objet ou se developpe la couche limite.

Comme rappelé ci-dessus cette épaisseur caractéristique dépend du nombre de Reynolds
Re=UgL/v. On posera ainsi :

(15.1.1) %:%(Re)

L’experience montre alors que :

(15.1.2) %(Re >>1)<<1

Il est possible de préciser d’ores et déja la dépendance du rapport d’échelles §/L vis-a-vis du
nombre de Reynolds en révisant I’analyse d’ordres de grandeur des différents termes des
équations du mouvement que nous avions effectuée au chapitre 8 sur un probleme analogue
a celui de la figure 15.1 (le « probléme guide » de la figure 8.1). L utilisation d’une seule
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échelle de longueur, la taille L de I’objet, ne permet pas de tenir compte de la présence d’une

couche limite. Pour cela, nous devons traduire I’existence d’une région d’épaisseur
caractéristique & autour de I’objet ou le terme de frottement divt de I’équation de la

dynamique (4.6.21) devient du méme ordre de grandeur que le terme d’inertie pVu.u.
On peut alors raisonner comme suit :

v' Dans la région de la couche limite, le terme d’inertie pVu.u jauge la variation de la
quantité de mouvement du fluide au cours de son advection a partir du bord d’attaque de
I’objet ou la condition d’adhérence commence a s’appliquer. En conséquence, pour évaluer
I’ordre de grandeur de ce mécanisme nous choisirons de nouveau comme échelle de longueur
la distance L parcourue par le fluide au-dessus de I’objet. Quant a I’échelle de vitesse, nous
ne disposons toujours que de Ug car la vitesse sur la paroi est nulle et n’est donc d’aucune
utilité. On écrira donc :

(15.1.3) lpvu.uf~ pUE/L

v' Le terme visqueux div t qui est responsable du développement de la couche limite doit
dépendre non seulement de I’échelle globale L mais aussi de I’épaisseur locale 6(3). Pour
évaluer I’ordre de grandeur de ce terme, plagons-nous dans le cas d’un écoulement de fluide

newtonien incompressible de viscosité constante. L’expression du terme de frottement du au
cisaillement dans la loi dynamique du fluide incompressible newtonien, cf. (8.3.15), est :

829 N azg

ox2 072

—— —
~Up/L* ~Up/8?

(15.1.4) divt=nAu=n(

ou I’on a indiqué les ordres de grandeur de chacun des deux termes mis en jeux.

v" Si I’on se place dans le cas ou la couche limite est de faible épaisseur devant la
longueur de I’objet, soit /L <<1, c’est I’influence de la plus petite échelle, I’épaisseur 3,
qui domine. Donc :

(15.1.5) | div 2]~ U /52
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L’équilibre qui prévaut dans la région de la couche limite entre le terme d’inertie et le terme
de frottement impliquent donc que :

(15.1.6) pUS /L ~nU, /8

Soit :
5 V2

(15.1.7) S| Y| =Rel¥?
L (UL

Le rapport d’échelles &/L est donc bien une fonction décroissante du nombre de Reynolds :
il décroit comme I’inverse de la racine carrée de ce nombre sans dimension. Dans ce qui suit,
nous allons établir de nouveau cette relation au moyen d’une approche plus rigoureuse.

» Autres couches limites

Notons pour terminer cette introduction que dans le titre de ce chapitre nous avons rajouté le
qualificatif « dynamique » a la notion de couche limite. La notion de couche limite est en
effet tres générale. Elle peut s’appliquer a tout probleme physique dans lequel les différents
mécanismes qui fixent [I’évolution d’une variable s’effectuent sur des échelles
caractéristiques tres différentes. Dans le cas ci-dessus, ce sont les mécanismes de la
convection et de la diffusion visqueuse que I’on distingue par deux échelles dont le rapport
tend vers zéro dans la limite des tres grands nombres de Reynolds.

Remarque -

A titre d’exemple, en mécanique des fluides on identifie aussi la notion de couche limite thermique : une
couche limite thermique résulte de la propagation d’une condition aux limites thermique par le terme de
diffusion de la chaleur dans I’équation de la température quand I’échelle de longueur caractéristique de cette
diffusion est tres petite devant I’échelle caractéristique de la convection du fluide, c‘est a dire quand le nombre
de Péclet, cf. (8.2.20), est trés grand.

Dans ce chapitre, nous nous limiterons au cas de la couche limite dynamique que nous
appellerons donc couche limite « tout court ».
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15.2 La couche limite sur une plaque plane sans incidence

Comme représenté sur la figure 15.2 ci-dessous, nous allons nous concentrer sur le cas d’une
couche limite qui se développe sur une plaque plane d’épaisseur nulle dans un écoulement
parallele caractérisé par des conditions amont uniformes. Dans le cas de la figure 15.2 (a), le
fluide s’étend jusqu’a I’infini et I’écoulement extérieur a la couche limite est partout
uniforme. Dans le cas des figures 15.2 (b) et (c), il est canalisé par une veine convergente ou
divergente qui engendrent une accélération ou une décélération. La vitesse de I’écoulement

au niveau de la frontiére de la couche limite est notée Uy ou I’indice « e » fait référence

au mot anglais edge pour frontiere. Cette vitesse est definie de maniére plus précise ci-

dessous.
Po->Po
€3, W .
Up 5(x)
(@) A >
e1.X.u
< L >
u'-.) =

(b) = Le <0

cxX
/ U,

ap,

(© {3_,: >0

~__

Figure 15.2 - Exemples de couches limites sur une plaque plane : (a) écoulement uniforme sans incidence, (b)
écoulement sans incidence avec gradient de pression négatif, (c) écoulement sans incidence avec gradient de
pression positif. La vitesse u o €t la pression p, correspondent aux valeurs obtenues sur la frontiére de la

couche limite. Elles correspondent a la solution de I’approximation du fluide parfait sur la surface de la plaque
(voir texte).
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>  Hypotheses

Les écoulements de la figure 15.2 sont supposés stationnaires et bidimensionnels. Ils
s’effectuent dans le plan (0,e;,e3) oUl leur vitesse vaut :

(15.2.1) u(x)=u(xz) eg+w(x,z) e;

On suppose par ailleurs que ces écoulements sont ceux d’un fluide incompressible
homogéne newtonien de masse volumique py constante et de viscosité n constante.
Enfin, on néglige les forces extérieures.

» Equations

Compte tenu du jeu d’hypotheses ci-dessus, partant de (8.3.15), I’équation de continuité et la
loi de la dynamique fournissent les trois équations suivantes :

ou ow

oX oz

ua_u+ a_u:_ia—p \Y; @-l-a—zu
(15.2.2) OX oz po OX X% 672

S, W Lap, [0%w d'w

ox o1 pg oz x% a2

Comme vu au paragraphe 8.3 a propos du découplage dynamique-thermique, le fluide étant
incompressible homogéne de viscosité constante, ces équations sont d